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Die Methode von H. F. Weber zur Bestimmung 
des Diffusionskoeffizienten von Salzlésungen. 
Von Friedrich Hoeltzenbein in Miinster i. W. 


(Hingegangen am 20. Marz 1924). 

* Es wird nachgewiesen, daS die Methode von H. F. Weber wegen 

der stets auftretenden Polarisation ganz unzuverlassige Werte liefert 
und daher nicht brauchbar ist. 


Einleitung. Im Jahre 1879 hat H. F. Weber’) eine Methode 
zur Priifung des Fickschen Diffusionsgesetzes”) ausgearbeitet, die es 
ermdéglichen solite, den Diffusionskoeffizienten von Salzlisungen ,,inner- 
halb eines beliebigen Bruchteiles einer Stunde“ zu ermitteln. Bei dieser 
Methode wird die Bestimmung der Konzentration einer Salzlésung auf 
die Messung einer elektromotorischen Kraft zuriickgefiihrt. Tauchen 
namlich zwei umkehrbare Elektroden in zwei kommunizierende, ver- 
schieden konzentrierte Lésungen desselben Salzes, so tritt zwischen 
den beiden Elektroden cine Potentialdifferenz auf, die von der Kon- 
zentrationsdifferenz der beiden Salzlésungen abhingig ist. Findet 
nun zwischen beiden Lésungen der Diffusionsvorgang statt, so wird 
mit Verminderung der Konzentrationsdifferenz auch eine Abnahme 
der elektromotorischen Kraft eintreten. An dieser Abnahme 1aibt 
sich dann der ganze Verlauf der Diffusion verfolgen. 

Zur Priifung der Theorie bringt Weber auf die Bodenfliche 
eines etwa 12 cm weiten Glastroges eine runde amalgamierte Zink- 
platte, die auf drei gleich hohen Hartgummiklétzchen im Abstande 
von etwa 0,52cm eine zweite der Bodenplatte gleiche amalgamierte 
Zinkplatte trigt. An beide Platten sind Kupferdrihte angelétet. In 
das GefiB wird eine Zinksulfatlésung gefiillt. Verbindet man dann 
die untere Platte mit dem positiven, die obere mit dem negativen 
Pol eines galvanischen Elementes, so wird die Lésung durch die 
‘Wanderung der Jonen an der Anode konzentrierter und an der 
Kathode verdiinnter. Es wird sich zwischen beiden Platten ein Dif- 
fusionsstrom ausbilden, der die Konzentrationsdifferenz wieder aus- 
zugleichen sucht. Schaltet man nach dem Offnen des primiéren 
»Ladungsstromes“ in den Stromkreis der Diffusionszelle ein ballisti- 
sches Galvanometer, so laft sich an diesem die Abnahme der elektro- 


1) Wied. Ann. 7, 536, 1879. 
2) Pogg. Ann. 94, 59, 1855. 
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motorischen Kraft der Platten und somit der ganze Verlauf der 
Diffusion beobachten. Aus dem zeitlichen Gang des Stromfalles 
berechnet Weber die Diffusionskonstante mit Hilfe der Beziehung: 


In dieser Formel bedeutet s den Galvanometerausschlag, C eine 
Konstante, ¢ die Basis des natiirlichen Logarithmus, L den Abstand 
der beiden Metallplatten, & den Diffusionskoeffizienten und ¢ die Zeit, 
die seit Unterbrechung des Ladungsstromes verflossen ist. Hieraus 
ergibt sich der Diffusionskoeffizient k: 


Tin > 
$s 


k= = 
m2 (t' —t) ” 


wenn s und s’ die Galvanometerablesungen zu den Zeiten ¢ und ¢! 
sind. Voraussetzung fiir diese Berechnung ist, dai die Beobachtung 
hinreichend lange Zeit nach dem Offnen des Ladungsstromes beginnt, 


da der genaue Ausdruck fiir s eine unendliche Reihe ist, deren 
9 72 


zweites Glied mit dem Ausdruck 5° , also mit der Zeit schnell 


abnimmt. 

Die Apparatur von Weber hat spiter durch W. Seitz!) eine 
kleine Anderung erfahren. Seitz benutzt als Diffusionsgefa8 keinen 
Glastrog, sondern macht zum Boden seines Gefafies eine runde 
Metallplatte von etwa 6,5 cm Durchmesser, auf die er einen Glasring 
von 0,5 bis 0,6 cm Héhe und einem inneren Durchmesser von etwa 
5em aufkittet. Darin wird die zu untersuchende Liésung gefiillt, und 
die ganze Zelle mit einer zweiten der ersten gleichen Metallplatte so 
verschlossen, daB das Gefa8 vollkommen luftfrei ist. An die Metall- 
platten sind wie bei Weber Kupferdrahte zum Hindurchschicken des 
primiren Ladungsstromes und zur Untersuchung des sekundir sich 
ausbildenden Konzentrationsstromes angelitet. 

Wahrend Weber fand, daB die Platten nach der Zusammen- 
setzung der Diffusionszelle keine Potentialdifferenz zeigten, wenn 
zwischen ihnen keine Temperaturunterschiede vorhanden waren, 
zeigten sich bei den Seitzschen Versuchen dagegen trotz sorg- 
faltigster Reinigung und Vorbereitung der Platten im Diffusions- 
gefaB stets elektromotorische Krafte, die wahrscheinlich in der ver- ~ 
schiedenen Oberflachenbeschaffenheit der Platten ihren Grund hatten, 
und die durch das HindurehflieBen des Ladungsstromes und ai 


1) Wied. Ann. 64, 759, 1898. 
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durch andere uniibersehbare Umstinde Anderungen erfahren konnten. 
Diese sogenannten ,stérenden Anfangspolarisationen“ iiberlagerten 
den Diffusionsstrom, und so ergaben die aus den Galvanometeraus- 
schlagen berechneten Diffusionskoeffizienten durchaus keine Konstanz, 
sondern zeigten bei allen Versuchen eine dauernde Abnahme. 

Um nun diese stérende Polarisation aus der Beobachtung zu 
entfernen, korrigiert Seitz samtliche Ablesungen am Galvanometer 
mit einem Korrektionsglied g, das er aus je vier Ablesungen innerhalb 
einer Stunde berechnet unter der Annahme, da8 wihrend dieser Zeit 
die Anfangspolarisation denselben Wert beibehilt. Sind s, und s,, ferner 
s; und s) vier Ablesungen, von denen die ersten beiden sowohl als 
auch die letzten beiden gleiche Zeit, also etwa eine halbe Stunde 
auseinanderliegen und hat die Anfangspolarisation fiir die Zeit, in 
der die vier Ablesungen liegen, also bei der Seitzschen Annahme 
fiir die Zeit einer Stunde, denselben Wert, so ist, falls die aus der 
Fickschen Theorie abgeleitete Formel fiir s richtig ist: 


also: 
Sy $9 se $1 So 


(s: — 82) — (81 — 8) 

Dieses Korrektionsglied berechnet Seitz fiir méglichst viele- Beob- 
achtungen einer Versuchsreihe. Schon sehr kleine Beobachtungsfehler 
bedingen eine sehr starke Schwankung des Korrektionsgliedes, welche 
insbesondere durch die doppelte Differenz im Nenner hervorgerufen 
wird. Deshalb nimmt Seitz aus allen gefundenen Korrektionsgliedern 
das arithmetische Mittel, subtrahiert dieses von allen Galvanometer- 
ablesungen und berechnet nun mit Hilfe der korrigierten Beob- 
achtung den Diffusionskoeffizienten. 

Nur yon einigen Salzlisungen vermochte Seitz nach dieser 
Methode den Diffusionskoeffizienten zu bestimmen, so von Zinksulfat, 
Zinkformiat und Cadmiumsulfat, bei anderen dagegen waren die 
Versuche wegen der auftretenden Polarisationsstérungen und Ande- 
‘rungen innerhalb der Lisung, wie Gasentwicklung, Kristallabsonderung 
an den Metallplatten (wie bei Silber) und anderer Umstinde undurch- 
fiihrbar. 

Die Versuche von Seitz sind in allen Beobachtungsreihen genau 
auf dieselbe Art und Weise angestellt. Stets wird der primiare 
Strom 2 Stunden durch die Diffusionszelle hindurchgeschickt und die 


Q = 


Beobachtung — wenigstens bei den angegebenen Versuchen — nur 
1 bis 2 Stunden, selten etwas linger durchgefiihrt. Auch scheint die 
ei 
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Beobachtung stets gleich lange nach der Offnung des Ladungs- 
stromes eingesetzt zu haben. 

Auf Anregung von Herrn Geheimrat Prof. Dr. G. C. Schmidt 
habe ich die Methode von Weber einer eingehenden Priifung unter- 
worfen. Mein Ziel war, sie woméglich so zu modifizieren, da sie 
brauchbare Werte lieferte. Zu dem Zweck wurde die Ladungszeit 
variiert, die Beobachtungsdauer bei den Versuchen auf 4 bis 6 Stunden 
ausgedehnt, die Konzentration verandert und das Korrektionsglied 
auf verschiedene Weise berechnet. 

Versuche und Beobachtungsresultate. Die Apparate und 
die Versuchsanordnung waren im wesentlichen wie bei Weber und 
Seitz, so da sich eine Beschreibung eriibrigt. Die Versuche wurden 
im Keller ausgefiihrt. Die Temperatur war im Thermostaten tage- 
lang fast konstant. Die Zinkplatten, zwischen denen die Diffusion 
vor sich ging, wurden mit reinstem Quecksilber oder Quecksilber- 
chlorid amalgamiert. Nach Zusammensetzung der Zelle war stets, 
wie schon Seitz im Gegensatz zu Weber gefunden, eine Potential- 
differenz zwischen den Platten vorhanden. Durch Kurzschlu8 wahrend 
mehrerer Stunden lieB sie sich beseitigen. Bei den vielen hierher 
gehérenden Beobachtungsreihen, die in bezug auf Konzentration, 
Dauer des Auskochens der Lésung, Methode des Amalgamierens usw. 
auf das mannigfaltigste variiert wurden, ergab sich das Folgende: 


1. Zwischen den beiden Metallplatten besteht von vornherein 
eine Potentialdifferenz, die im Laufe der Zeit langsam abnimmt. Die 
Abnahme kann durch Kurzschlu8 der Platten beschleunigt werden. 


2. Die Polarisation der Zinkplatten ist geringer als die der 
Kupferplatten. Bei letzteren ]48t sich die Anfangspolarisation nur 
schwer herabsetzen. 


Die Versuche bestatigen somit das Ergebnis von Seitz und 
stehen im Gegensatze zu denen von Weber. 


Nachdem die Anfangspolarisation durch Kurzschlu8 ausgeglichen 
war, wurde mit Hilfe eines Edison-Akkumulators ein Strom yon 
geeigneter Starke durch die Lésung geschickt. Bei gréBeren Strom- 
dichten schlug sich schwammiges Zink an der Kathode nieder, das 
die Beobachtungen vollig unbrauchbar machte. Die Dauer des pri- 
maren Stromes variierte ich zwischen 10 Minuten und 2 Stunden. 


Darauf wurde der Strom unterbrochen. Nach 11/,, 2 oder 3 Stunden. 


begann dann die Beobachtung des Konzentrationsstromes mit einem 
ballistischen Galvanometer. Die Beobachtung fiihrte ich stets 4 bis 
6 Stunden durch, indem ich von 10 Minuten zu 10 Minuten eine Ab- 
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lesung machte. Berechnete ich nun den Diffusionskoeffizienten nach 
der Formel: 
s 
LL? ln; 
s 


ete 4)” 
wo s und s’ die Ausschlige zu Beginn und am Schluf8 einer halben 
Stunde, ¢t/—¢ eine halbe Stunde bedenten, so fand ich wie Seitz 
eine stetige Abnahme des Diffusionskoeffizienten. Ich nahm 
daher wie Seitz an, da dieses, wenigstens bei Annahme des Fick- 
schen Gesetzes unzulissige Resultat, in der stérenden Anfangspolari- 
sation seinen Grund habe und berechnete in derselben Weise, wie 
es Seitz getan, aus je vier Beobachtungen, von denen je zwei eine 
halbe Stunde auseinanderlagen und die erste am Anfang, die letzte 
am Schlu8 einer Stunde lag, ein Korrektionsglied nach der Formel: 
$1 $3 — Sp 8; 
7 G8) =i 8)’ 

indem ich annahm, daf fiir diesen Zeitabschnitt die Anfangspolari- 
sation ungefahr konstant blieb. Es zeigte sich nun, daf die auf 
diese Weise berechneten Korrektionsglieder derart schwankten, dah 
sie fiir die Ermittlung des Diffusionskoeffizienten durchaus unbrauch- 
bar waren, und zwar besonders im letzten Teil einer Beobachtungs- 
reihe, in welchem die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Aus- 
schlage immer mehr abnehmen. So kam es bei sehr kleinen Beob- 
achtungsfehlern leicht vor, daB der Nenner negativ wurde, oder die 
beiden im Nenner stehenden Differenzen (s, —s,) und (s; — 89) gleich 
waren, so daB das Korrektionsglied véllig unbrauchbar war. Bei den 
Versuchen von Seitz treten diese Schwankungen nicht in dem Mafe 
auf wie bei meinen. Es riihrt das daber, da er nur die Beob- 
achtungen der ersten zwei Stunden beriicksichtigt, wahrend ich die 
Beobachtungen auf sechs Stunden und mehr ausdehnte. 

Ich suchte diese Schwierigkeit auf folgende Weise zu umgehen: 
Da die Galvanometerausschlige nach dem von Weber entwickelten 
Gesetz mit der Zeit logarithmisch abnehmen, so mu auch die Diffe- 
‘yrenz zweier aufeinanderfolgender Ausschlige immer kleiner werden. 
Ich trug daher diese Differenzen zweier aufeinanderfolgender Beob- 
achtungen in zehnfacher Vergréferung in gleichen Abstainden als 
Ordinaten in Koordinatenpapier ein und zeichnete aus den erhaltenen 
Punkten eine Ausgleichskurve. Mit den nun aus der Kurve ab- 
gelesenen Differenzen korrigierte ich die beobachteten Galvanometer- 
ausschlige. Auch jetzt zeigten die berechneten Korrektionsglieder 
noch starke Schwankungen, doch ist immerhin eine gewisse Regel- 
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maBigkeit zu erkennen. Auch konnte ich nun die Kurventeile mit 
schwacher Abnahme, die am Schlu8 einer jeden Beobachtungsreihe 
und bei Versuchen mit kurzer Ladungsdauer auftreten, zur Berech- 
nung des Diffusionskoeffizienten benutzen. Ich berechnete daher wie 
Seitz médglichst viele Korrektionsglieder », nahm aus allen das 
arithmetische Mittel und zog dieses von den Ausschlagen ab. Dann 
bestimmte ich aus je zwei Beobachtungen, die eine halbe Stunde 
auseinander lagen, den Diffusionskoeffizienten. Wie sehr die nach 
diesem Verfahren berechneten Werte des Korrektionsgliedes inner- 
halb einer Reihe schwanken und wie verschieden die mit Hilfe des 
Korrektionsgliedes verbesserten Werte des Diffusionskoeffizienten aus- 
fallen, wenn man langere Zeit beobachtet, geht aus folgender Beob- 
achtungsreihe hervor, die ich willkiirlich wahle: Z bedeutet die Zeit, 
t die Temperatur und s die korrigierten Galvanometerausschlage: 


Tabelle 1. 
31,2 g(Zn80,+7H,0) 
100 ccm H,O 
Ladung: 10 Minuten. — Beobachtung: 2 Stunden nach der Ladung. 


Lésung: 


Z t s ~ k Ze at 8 | QP k 
ob 0! | 15,679} 129,8 | + 67,8 | 0,34737 | 2h Of | 15,649! 78,6 |4 15,2) 0,31726 
10 123,2 58,2 | 0,32560 10 75,6 | 10,0! 0,31896 
20 117,4 46,4 | 0,80939 20 72,7 | 13,5 | 0,82012 
30 TOES 30,3 | 0,30102 30 | 70,0 | 22,2) 0,32477 
40 107,7 16,4 | 0,29692 40 67,4 | 23,9] 0,32422 
50 103,4 | + 3,7 | 0,29678 50 64,9 | 20,9] 0,32284 
PPO) 156 G9 9954) 98-79) 0.29896: | SOm toes! )e6 2) ee 0,32048 
10 95,6 | -+ 0,2 | 0,30213 10 60,3 > — | 0,82196 
20 91,9 3,9 | 0,30591 20 BR | ea a 
30 88,4 6,3 | 0,80919 30 56,2 — == 
40 85,0 9,8 | 0,31228 40 | 15,629} 54,3 — == 
50 81,7 | + 13,1 | 0,81523 
Mittelwert: t = 15,69 p = 19,9 b= wales s 


Man erkennt, da die Werte von und ebenso die von k auBer- 
ordentlich stark schwanken. 


Die folgende Tabelle 2 enthilt eine Ubersicht iiber die ge- 
wonnenen Resultate. Die Diffusionskoeffizienten sind wie eben aus- 
einandergesetzt berechnet worden. Es bedeutet ¢ die Konzentration 
der Lésung, ausgedriickt in der Anzahl Gramm Kristallsalz auf_ 
100 com Wasser. 7% ist die Staérke des primiren Stromes wahrend 
der Ladungszeit L ausgedriickt in Ampere, ¢ die Temperatur, Jt die 
durchschnittliche Anderung der Temperatur bei einem Versuch in 
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‘ ; , ‘ cm? 
der Stunde, k der Mittelwert des Diffusiouskoeffizienten in — und 
4k die Schwankung von k innerhalb eines Versuches. 

Tabelle 2. 
| = 
Wr: |} oe | i L t | 4t k a 
| Proz. 
1. Versuche mit Zinksulfat. 
1 10,0 | 0,090 | 2b (57 370.0) 0,068° 0,38425 14,5 
2 2 19,2 | 0,060 OS5140 eee = il 
3 ) 15! “Weise: 0,183 0,31883 22,6 
4 | 30 | 185 | 0,029 0,38837 5,4 
5 / 45 | 18,5 0,027 0,33314 12,2 
Bay | rot 18,5 / 0,002 0,38333 10,1 
Mittelwert = — | — | 185 | = 0,36905 — 
| ) 
7 || 81,2 | 0,090 | 2 15,3 0,140 0,31910 24,5 
8 | 1 30 15,9 0,098 0,28681 23,8 
9 / 20 | 16,4 — 0,022 0,31566 9,4 
10 / 10 15,6 — 0,018 0,31453 14,6 
1 | 10° |) woe 0,128 0,26682 25,2 
| 
Mittelwert | — — 15,6 | — 0,30058 = 
/ | / 
12 || 72,798 | 0,090 | 2 | 14,6 0,096 0,27967 14,2 
13 || 2 13,5. | 0,127 0,26068 0,3 
14 | ) | 1 <gaooy 0,083 0,25640 9,5 
15 | ) Let 13,3 | 0,093 0,26919 4,9 
16 | | 25 1256. .| 0,157 0,31083 © 22,7 
17 25! Nenaag 0,176 0,30215 10,1 
Mittelwert — a j peeeay 6 —_ 0,27982 — 
2. Versuche mit Kupfersulfat. 
18 16,0 0,070 55 11,5 0,215 0,294.56 2,8 
19 0,030 55 1155 0,186 0,27054 11,3 
20 0,055 25 10,6 ° 0,123 0,25292 7,7 
Mittelwert -- - 1t2 | = 0,27265 — 
21 | 8,0 0,055 | 2 10,8 | 0,126 0,24125 . Ded 
22 | 0,055 1 LO 7a} 0,172 0,31760 11,8 
23 | 0,055 30 10,8 0,083 0,26128 12,6 
Mittelwert — | — 10,6 | — 0,27338 — 
D4. | aeO 0,045 | 1 10,6 | 0,200 0,35031 12,3 
8. Versuche mit Kupferchlorid. 
25 10,0 0,019 | 1 10,0 0,167 0,47810 31,6 
26 0,040 | 1 11,2 0,101 0,44140 22,2 
Mittelwert — — 10,6 ie 0,45975 = 
Wie aus Tabelle 1 hervorgeht — und das gilt fiir alle meine 
Beobachtungen — sinkt der Diffusionskoeffizient auch nach An- 


bringung der Korrektion fiir die Anfangspolarisation anfangs mit 
der Zeit, um daranf nach Erreichung des Minimalwertes zu steigen. 
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Die Schwankungen des Wertes des Diffusionskoeffizienten betragen 
trotz der Korrektion bis etwa 25 Proz. (Tab. 2, Nr. 3, 7, 8, 11, 16). — 
Aus der Tabelle 2 ergibt sich ferner, soweit die UnregelmaBigkeiten 
in den Versuchen einen solchen SchluB zulassen, daB der Diffusions- 
koeffizient von der Ladungszeit unabhangig ist. Ferner sieht man, 
daB Temperaturschwankungen innerhalb der bei den Versuchen vor- 
kommenden Grenzen nicht der Grund, wenigstens nicht der einzige, 
fiir die Unbestimmtheiten der errechneten Diffusionskoeffizienten sein 
kénnen; denn bei guter Temperaturkonstanz, wie bei Versuch 6, 9 
und 10, treten dieselben Differenzen von k auf wie bei gréSeren 
Temperaturschwankungen. 

Zusammenfassend ergibt sich aus den Versuchen, dai die Methode 
unbrauchbar ist. Der Grund liegt sicherlich in der stérenden An- 
fangspolarisation der Metallplatten. Auch das Korrektionsglied von 
Seitz ist nicht imstande, die Unregelmafigkeiten aus der Methode 
zu entfernen. Es ist auch gewif fehlerhaft, fiir eine ganze Beob- 
achtungsreihe, innerhalb welcher die Polarisation nicht konstant ist, 
ein und dasselbe Korrektionsglied zu verwenden. 

Um diese Fehlerquelle zu eliminieren, habe ich versucht, ob man 
nicht brauchbare Werte erhielte, wenn man das Korrektionsglied 
anders berechnet. Zu dem Zwecke nahm ich nicht aus allen Kor- 
rektionsgliedern das Mittel, sondern nur aus je 7 Korrektionsgliedern, 
die sich jedesmal aus einer zweistiindigen Beobachtungsdauer ergeben. 
Mit diesen korrigierte ich die zugehérigen Galvanometerablesungen 
und berechnete dann aus diesen die Koeffizienten k. So konnte ich 
zwar fiir die Beobachtung von je zwei Stunden eine ziemliche Kon- 
stanz fiir k erreichen, aber die Werte schwankten wieder je nach der 
Zeit, welche ich der Rechnung zugrunde legte, sehr stark, und 
zwar noch mehr als die nach dem Verfahren von Seitz berech- 
neten k-Werte. So erhielt ich fiir eine Versuchsreihe folgende Werte 
von & in = 0,266 34, 0,29351, 0,28084, 0,21099, 0,21075. Wahrend 


fo) 


die Methode von Seitz fiir denselben Versuch Werte von 0,24195 
bis 0,267 22 a fiir k ergibt. Seitz benutzte bei den von ihm aus- 


gefiihrten Versuchen meist nur Beobachtungsreihen von ein bis zwei, 
selten drei Stunden. Daraus mag sich die bessere Konstanz, die er 
bei seinen Versuchen fir & fand, erkliren. 

Endlich suchte ich durch graphische Ausgleichung der Korrek- 
tionsglieder zum Ziele zu kommen. Ich trug die Korrektionsglieder 
der Reihe nach in gleichen Abszissenabstanden als Ordinaten in 
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Koordinatenpapier ein, zog eine Ausgleichskurve und korrigierte nun 
die Galvanometerablesungen mit den sich aus der Kurve ergebenden 
_zugehérigen Korrektionswerten und berechnete nun die Koeffizienten hk. 
Doch auch auf diese Weise lie sich fiir k keine Konstanz erzielen. 
Die Werte von k, die ich so erhielt, weichen auSerdem von den nach 
dem Verfahren von Seitz erhaltenen Werten erheblich ab. So 
schwanken die Werte, die ich nach dieser Methode fiir & erhielt, 


2 
zwischen 0,11165 und 0,19377 Tag’ wahrend die Berechnung nach 


2 
Seitz Werte zwischen 0,25058 und 0,28659 Tag fiir k ergeben. 


Man erkennt aus diesen und den oben angefiihrten Zahlen, daB 
je nach der Art und Weise, wie man das Korrektionsglied berechnet, 
ganz verschiedene Werte fiir k erhalten werden. Beriicksichtigt man 
ferner, daB auch in der Seitzschen Arbeit das Korrektionsglied die 
direkt gefundenen k-Werte um iiber 15 Proz. aindert und die Werte 
des Korrektionsgliedes je nach der Grundlage, welche man der Be- 
rechnung zugrunde legt, ganz verschiedene Werte annehmen und 
die Werte fiir & infolgedessen iiber 100 Proz. voneinander verschieden 
werden und auBerdem in einer Reihe nicht konstant sind, so muh 
man den Schlu8 ziehen, daB die Webersche Methode keine zuver- 
lassigen Resultate liefert. Es diirfte sich daher empfehlen,.sie bei 
einer Neuauflage des Lehrbuches der praktischen Physik von Koh|l- 
rausch zu streichen. 

Herrn Geh. Rat. Gerhard Schmidt spreche ich fiir die An- 
regung zu dieser Arbeit und seine stete Hilfe und Herrn Prof. 
Kratzer fiir seine freundlichen Ratschlage zum Ausgleich der 
Kurven meinen yerbindlichsten Dank aus. 
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Die Unterscheidung von Radium, Mesothor : 
und Radiothor durch Gammastrahlenmessung. 
Von W. Bothe in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 21. Marz 1924.) 


Von allen Methoden zur Unterscheidung der drei Gammastrahler 
Ra, MsTh, RaTh ist die ,Absorptionsmethode“ die einfachste und 
bequemste. Ihre Empfindlichkeit kann durch konzentrische An- 
ordnung von Praparat, Bleifiltern und Ionisationsraum so weit ge- 
steigert werden, daf sie, von einem selten vorkommenden Ausnahme- 
fall abgesehen, in allen praktischen Fallen zum Ziele fiihrt. Das 
hier beschriebene Instrument ist nach entsprechender Hichung auch 
fir quantitative Bestimmungen der Zusammensetzung gamma- 
strahlender Praparate geeignet. 


Einleitung. In der Praxis entsteht haufig die Aufgabe zu 
entscheiden, ob ein gegebenes Gammastrahlenpraparat aus Radium, 
Mesothor oder Radiothor oder auch einem Gemisch dieser Elemente 
besteht. Es ist zB. bekannt, da die Ausgangsmaterialien fiir die 
technische Mesothorgewinnung stets Radium enthalten, welches sich 
wegen seiner Isotopie mit Mesothor von diesem nicht trennen laBt. 
Umgekehrt kommen fiir die Radiumgewinnung nicht immer thorfreie 
Mineralien zur Verwendung, wodurch die Méglichkeit eines mehr oder 
weniger betrachtlichen Mesothorgehaltes bei Radiumpraparaten gegeben 
ist. Fiir die Entscheidung solcher Fragen kommen hauptsachlich 
folgende Methoden in Betracht: 

a) Das Praparat wird durch Austreiben der Emanation aus dem 
radioaktiven Gleichgewicht gebracht und die Anderung der Aktivitiit 
ermittelt; man kann auch die Emanation selbst auf einen etwaigen 
Gehalt an ThEm untersuchen. In beiden Fallen mu das Praparat 
gedffnet werden, eine Operation, zu welcher man sich meist wegen 
der Gefahr des Substanzverlustes nur sehr schwer entschlieBt. 

b) Die y-Aktivitét des gasdicht eingeschlossenen Praparates wird 
mehrmals in Abstiénden von mehreren Monaten gemessen. Da die 
Halbwertzeiten des Ms Th und Ra Th nur nach wenigen Jahren zihlen, 
dagegen die des Ral730 Jahre betrigt, so bedeutet eine Anderung 
der y-Aktivitaét, daB das Priparat jedenfalls nicht aus reinem Ra be-_ 
steht. Hierbei ist zu beachten, daS die y-Strahlung eines Ms Th- 
Praparates wegen der Nachbildung von RaTh etwa zwei Jahre nach 
der Herstellung durch ein flaches Maximum geht und daher langere 
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Zeit merklich konstant ist); in solechem Falle miissen sich daher die 
Messungen iiber einen besonders langen Zeitraum erstrecken, um zu 
einem sicheren Resultat zu fiihren. Fiir eine rasche Entscheidung 
kommt diese Methode nicht in Frage. 

c) M. Curie?) schlagt vor, die verschiedene Warmeentwicklung 
von Ra und Ms Th (bezogen auf gleiche y-Aktivitat) zur Unterscheidung 
heranzuziehen. Die Methode scheint recht delikat zu sein, genauere 
Erfahrungen iiber ihre Anwendbarkeit liegen noch nicht vor. 

d) Man vergleicht das zu untersuchende Praparat durch Gamma- 
strahlenmessung mit einem MsTh- und RaTh-freien Ra-Priaparat 
unter Einschaltung von Bleifiltern variabler Dicke zwischen den Pripa- 
raten und dem MeBinstrument. Die Absorptionskoeffizienten in Blei ®) 
sind fiir die y-Strahlen von 


Ra(RaC) MsTh(MsTh,) RaTh(ThO”) 
0,50, 0,62, 0,46 em—, 


Sinkt. demnach mit zunehmender Filterdicke das Ra-Aquivalent des 
Praparates, so la8t dies mit Sicherheit auf einen MsTh-Gehalt des 
Praparates schlieBen, waihrend ein Steigen des Ra-Aquivalents be- 
deutet, daB das Praparat Ra Th enthalt. Die Hauptschwierigkeit bei 
dieser Methode liegt darin, daB die Absorptionskoeffizienten der drei 
y-Strahlenarten nur wenig voneinander verschieden sind; man mu8 
daher verhiltnismaBig groBe Filterdicken anwenden, um gréfere Ande- 
rungen des Ra-Aquivalents -zu erhalten; dadurch wird aber die y-Strah- 
lung so stark geschwacht, da8 bald die MeBgenauigkeit nicht mehr 
ausreicht. 
Eingehende sorgfiltige Untersuchungen nach dieser letzten Me- 
thode wurden bereits vor langerer Zeit von Hahn ausgefiihrt‘). Die 
dabei verwendeten Bleifilter hatten bis 4,5cm Starke (einschlieBlich 
Elektroskopwandung) und wurden in Form von Hohlzylindern um 
das Praparat gelegt; das MeBinstrument befand sich in 30cm Ent- 
fernung vom Praparat. Mit dieser Anordnung ergaben sich bereits 
sehr betrichtliche Anderungen des Ra-Aquivalents von reinen Ms Th- 
‘und RaTh-Praparaten; z. B. betrug fiir Ra, MsTh und RaTh der 
durch 4,5cem Blei hindurchgehende Bruchteil der Strahlung beziiglich 
10,63, 7,79 und 14,27 Proz. derjenigen Strahlung, welche durch 0,5 cm 


1) Vgl.Meyer u. v. Schweidler, Radioaktivitat, S. 407, Fig. 87. Leipzig 1916. 

2) M. Curie, O. R. 172, 1022, 1921. 

3) Meyer und vy. Schweidler, a.a.O., 8. 252. 

4) 0. Hahn, Strahlentherapie 4, 154, 1914; siehe auch St. Meyer und 
V. Hess, Wien. Ber. 128, 1443, 1914. 
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Blei hindurchgelassen wurde. Dies bedeutet eine Anderung des Ra- 
Aquivalents von 7 ,79 /10,63 —1 — — 26,7 Proz. fiir Ms Th und 
14,27/10,63 — 1 = + 34,3Proz. fiir RaTh. ~Weniger giinstig werden 
die Verhaltnisse, wenn ein Gemisch von zweien dieser drei Radio- 
elemente vorliegt, denn fiir ein solches werden in jedem Falle die 
Unterschiede kleiner als far die reinen Elemente. Insbesondere gibt 
es ein gewisses kritisches Mischungsverhaltnis von Ms Th: Ra Th, bei 
welchem die gréBere Weichheit der Ms Th-Strahlen gegeniiber den 
Ra-Strahlen im Mittel kompensiert wird durch die gréBere Harte der 
Ra Th-Strahlen, so da8 iiber den ganzen Bereich der Filterdicke von 
0,5 bis 4,5cem Blei keine gréBere Anderung des Ra-Aquivalents ein- 
tritt. Dieses kritische Mischungsverhaltnis durchlauft jedes Mesothor- 
praparat einmal, indem es Radiothor vom Nullbetrage bis zum Gleich- 
gewichtsbetrage nachbildet. In solchen Fallen wird das Resultat 
weniger sicher; dasselbe gilt auch, wenn ein Ra-Praparat nur geringere 
Beimengungen von MsTh oder RaTh enthalt — ein in der Praxis 
ebenfalls hiaufig vorkommender Fall. Die Unsicherheit kann noch 
vergréBert werden durch folgenden Umstand: Ein Ra-Praparat sendet 
auBer den harten y-Strahlen des RaC noch die etwa fiinfmal weicheren 
des RaB aus. Diese sind einerseits weich genug, daB sich ihre Ab- 
sorption in dem Praparat selbst und seiner Umhiillung schon deutlich 
bemerkbar machen kann, andererseits aber auch hart genug, um Blei- 
dicken von der GréSenordnung 1 em noch in merklichem Betrage zu 
durchdringen. Daher haingt die anfaingliche Anderung des Ra-Aquiva- 
lents bei kleinen Bleidicken in gewissem Grade ab von der Form 
und Konzentration der zu vergleichenden Praparate. So kann z. B. 
eine anfingliche Zunahme des Ra-Aquivalents dadurch vorgetiauscht 
werden, daf das zu untersuchende Priparat aus viel Substanz besteht 
und in ein dickwandiges Metallrohr eingeschlossen ist, wahrend das 
Normal-Ra-Praparat hochkonzentriert und in ein diinnes Glasrohr ein- 
geschmolzen ist. Man sieht hieraus, daf Messungen bei relativ kleinen 
Filterdicken nicht immer sichere Schliisse zulassen. 

Die groBen Vorteile der »Absorptionsmethode“: schnelle und ein- 
fache Ausfiihrbarkeit ohne Offnen des Praparates lieBen es wiinschens- 
wert erscheinen, ihren Anwendungsbereich nach Méglichkeit zu er- 
weitern, so da8 auch in ungiinstigen Fallen, wie den soeben erwahnten, 
Aufschliisse iiber die Zusammensetzung eines Priparates zu erhalten 
sind. Hierzu ist es nétig, zu noch gréBeren Filterdicken tiberzugehen ~ 
und die Empfindlichkeit des MeSinstrumentes entsprechend zu steigern. 
Dies ist in erheblichem MafSe gelungen mit der im folgenden be- 
schriebenen MeSeinrichtung. 
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1. Das Me8Sinstrument ist in Fig. 1 dargestellt. Die Anord- 
nung der Bleifilter und der Ionisationskammer ist konzentrisch um 
das Praparat P herum; dadurch wird ein sehr hoher Ausnutzungsgrad 
der y-Strahlen fiir die Ionisation erreicht. I bis IV sind vier aus- 
einandernehmbare Hohlzylinder aus Blei von 23cm Hihe. Die Wand- 


starke von I betragt 3,5em, die der iibrigen 
drei Filter 2,5em, so daB bei Einschaltung 
aller Filter die y-Strahlen eine Bleidicke von 
mindestens 1lem zu durchsetzen haben, bevor 
sie in den ringférmigen Ionisationsraum J ge- 
langen. Bei den weiter unten beschriebenen Messungen wurden 
folgende Filterkombinationen benutzt: 

leas TL) 6,0:em, 

I+ Il+0I1 = 85cm, 

I+U+ 1+ 1V = 11,0cm; 
ferner wurde bisweilen noch IV ersetzt durch einen Zylinder von 
groBerer Bohrung und 1,6cm Wandung, so da in diesem Falle die 
_ Filterdicke 10,1cm betrug. Die lonisationskammer J hat innen 25, 
auBen 56cm Durchmesser. Die Wandungen sind aus starkem LHisen- 
blech; von einer Auskleidung mit Blei wurde Abstand genommen, 
um die natiirliche Zerstreuung méglichst niedrig zu halten. Die innere 
Elektrode E bildet ein 7cm hoher Ring aus Eisenblech, welcher an 
drei runden Schwefelstabchen S aufgehingt ist. Die Art der Auf- 
hingung zeigt Fig.la. Der Schwefelstab S ist von einem Messing- 
ring R umgeben, welcher durch zwei verstellbare Spitzen Sp in seiner 
Lage gehalten wird und unten die Aufhangestiitze fiir H tragt. Jeder 
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Schwefelstab iiberbriickt ein rundes Loch im Deckel der Ionisations- 
kammer und ist auf dem Deckel leicht aufgekittet; die Auflagestellen 
sind mit Stanniol Z iiberzogen. Zwei der Isolatoren sind mit Blech- 
kappen K bedeckt, wahrend der dritte das Goldblattsystem G tragt. 
Dieses ist, wie iblich, mit einem Blechkasten bedeckt, in dessen 
Wanden zwei Glasfenster F zum Ablesen angebracht sind; die obere, 
verschlieBbare Offnung O dient zum Anfladen des isolierten Systems. 
Das Instrument ist auf einem Holztisch frei aufgestellt. Ein stérender 
Einflu8 etwaiger Sekundirstrahlen von der Umgebung her konnte 
nicht festgestellt werden. 

Das Instrument zeichnet sich durch auBerordentliche Konstanz 
der Ablesungen aus; dies diirfte teils auf die geringe Beriihrungs- 
fiache zwischen Isolator und geladenem System, teils auf das groBe 
Ionisationsvolumen zuriickzufiihren sein. Die natiirliche Zerstreuung 
ist waihrend einer Messung auf weniger als 0,01 Skt./min konstant, 
wihrend andererseits die Proportionalitaét zwischen y-Strahlung und 
Abfallgeschwindigkeit bis zu etwa 50 Skt./min gesichert werden konnte. 
Es ist also ein Mefbereich von fast 1:100 verfiigbar. Die Empfind- 
lichkeit ist groB genug, da8 noch Praparate von 5mg Ra-Aquivalent 
durch die volle Bleidicke hindurch mit ausreichender Genauigkeit ge- 
messen werden kénnen. Die groBe Empfindlichkeit hat zwar anderer- 
seits zur Folge, dafs man mit der Filterdicke im allgemeinen nicht 
unter 6cem (Filter I+ II) heruntergehen kann, da dann die Ablauf- 
geschwindigkeit zu gro8 wird, doch bereiten Absorptionsmessungen 
mit Bleidicken bis herauf zu 5cm keinerlei Schwierigkeiten und lassen 
sich mit jedem gewohnlichen y-Strahleninstrument ausfiihren. Bei den 
weiter unten beschriebenen Versuchen diente hierzu ein Priifinstru- 
ment der Reichsanstalt. Dieses hatte eine zylindrische Ionisations- 
kammer aus Blei von 18cm Durchmesser und 1lem Tiefe, welche 
von einer Stirnseite aus gréBerer Entfernung bestrahlt wurde; die 
Filter wurden in Form von Bleiplatten unmittelbar vor die Stirnseite 
der Kammer gesetzt. 

2. Die Messungen. In Fig. 2 ist fiir verschiedene Praparate 
das Ra-Aquivalent A als Funktion der Filterdicke D aufgetragen; 
dabei ist die Hlektroskopwandung in D eingerechnet. Mit Ausnahme 
von VII waren alle benutzten Priparate hochkonzentriert und in Glas- 
réhrchen von einigen 1/;,mm Wandstirke eingeschlossen. Die Einzel- 
messung verlief in der Weise, da fiir eine bestimmte Filterkombi- 
nation die Ablaufgeschwindigkeit des Goldblattes bestimmt wurde, 
einmal fiir das zu untersuchende Priparat, dann fiir ein an der gleichen 
Stelle befindliches Ra-Normalpraparat der Reichsanstalt. Nach An- 
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bringen der Korrektion fiir die natiirliche Zerstreuung wurde dann 
das Ra-Aquivalent des Priparates in der bekannten Weise berechnet. 
Der ,,Normalwert“ des Pra- 

parates, d.i. der durch 0,5em 4 


Blei erhaltene1), wurde **| y 4 
gleich 1 gesetzt. Die an den 
beiden Instrumenten ausge- 77) ae 
fiihrten Messungen schlossen 
sich nicht ganz stetig an- 27> sl 
einander an; dies ist auch 
wegen der verschiedenen 79; aie: 


Anordnung von Praparat und 
- Filtern nicht zu erwarten °). 
Es wurden deshalb in Fig. 2 
die mit dem neuen Instrument 
gemessenen Werte samtlich 
nach der Seite gréferer 
Filterdicken um 0,25 cm ver- 
schoben, so daf stetige Kur- 
ven entstanden. Sa&mtliche 
ausgezogenen Kurven sind 
direkt experimentell ermittelt. 
Zu den einzelnen Kuryen 
ist folzendes zu bemerken: 

Kurve I, die Gerade 


A=1, gilt natirlich fir S. m 

D ~ 
j 1 fe 5 | | | | | l Nl i | ~ 
ein reines Ra-Praparat. 02 yy en 8 


Kurve II wurde mit ; 
Fig. 2. 


einem RaTh - Prap arat von I reines Radium, II reines Radiothor, III und 
2,72mg Ra Normalwert auf- Iv technisches Altmesothor, V und VI tech- 
genommen’). Das Ra- Aqui- nisches Frischmesothor, aus Altmesothor ab- 

ee i Recut getrennt, VII technisches Frischmesothor, 
ace aed EW aC ie er VIII reines Mesothor, IX technisches Meso- 
Filterdicke stetig zu bis zum thor mittleren Alters. 
g 
21/,fachen des Normalwertes. 

Kurven III und IV beziehen sich auf zwei ,,Altmesothor“-Prapa- 


rate, d. h. technische, radiumhaltige Ms Th-Praparate, welche durch 


1) Die Priifungsscheine der Reichsanstalt fiir Ms Th- und Ra Th-Praparate 
lauten stets auf dasjenige Ra-Aquivalent, welches durch 0,5 cm Blei gemessen wird. 

2) Uber den Einfiu® der Versuchsanordnung bei Absorptionsmessungen vgl. 
Meyer und vy. Schweidler, Radioaktivitat, 8. 228. Pit 

3) Herrn Dr. Wolf von der Deutschen Gasgliihlicht-Auergesellschaft bin ich 
fiir die leihweise Uberlassung des schénen Praparates zu groBem Dank verpflichtet. 
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mehrjahriges Altern bereits viel Ra Th nachgebildet hatten; ihre 
Normalwerte betrugen 6,69 bzw. 32,50mg Ra. Genauer bekannt war 
nur die Geschichte des Praiparates III, sein Alter konnte zu etwa 
neun Jahren ermittelt werden; es ist daher anzunehmen, dab es Ra Th 
beinahe im Gleichgewichtsbetrage enthielt. Uber den Ra-Gehalt der 
beiden Priparate konnte keine Auskunft erhalten werden (vgl. jedoch ~ 
Ziffer 4). Die Kurven steigen wegen der weicheren Ms Th -Strahlung 
weit weniger stark an als die Ra Th-Kurve I. 

Kurven V und VI wurden mit zwei ,Frischmesothor“-Praparaten 
von 9,50 bzw. 14,17mg Ra erhalten. Die Praparate waren wenige 
Wochen vor der Messung aus Altmesothorpraparaten durch Abtrennung 
des RaTh gewonnen worden und enthalten daher aufergewéhnlich 
viel Ra. Charakteristisch ist fiir diese Kurven der anfangliche schwache 
Anstieg des Ra-Aquivalents, der Durchgang durch ein Maximum bei 
etwa lem Blei und der dann folgende starke Abfall. Das Maximum 
ist bereits von Hahn (a. a. O.) festgestellt worden, es erklart sich aus 
der weichen y-Strahlung des Rab, welche das Ra-Normalpraparat 
aussendet, und welche sich bei kleinen Filterdicken in der Weise 
bemerkbar macht, daB sie die mittlere Absorbierbarkeit der Ra-Strah- 
lung noch iiber diejenige der Ms Th-Strahlung hinaufdriickt; bei etwas 
gréBeren Filterdicken dagegen ist die Ra B-Strahlung bereits véllig 
absorbiert, so daB jetzt die Ms Th-Strahlung die weichere ist. Der 
parallele Verlauf der beiden Kurven V und VI lat die erreichte 
MeBeenauigkeit (etwa + 1 Proz.) erkennen. 

Kurve VII gilt ebenfalls fiir ein wenige Wochen altes Ms Th- 
Praparat, welches aber anscheinend direkt aus dem Thormineral ab- 
getrennt war, denn die stiirkere Anderung des Ra-Aquivalents gegen- 
iiber V und VI deutet auf einen betrichtlich geringeren Ra-Gehalt 
hin. Der Normalwert des Praparates betrug 13,01 mg Ra; leider war 
es nur schwach konzentriert, es hatte ein Volumen von etwa 10 cm3, 
fiir genauere Messungen konnte es daher wegen der schlechten geo- 
metrischen Definition und der Unsicherheit beziiglich der Selbst- 
absorption nicht herangezogen werden. 

VIII ist die indirekt ermittelte Kurve fiir reines (Ra- und Ra Th- 
freies) MsTh. Reines Ms Th ist sehr schwer zu erhalten, es mu8 in 
Ra-freien Thorsalzen mehrere Jahre lang angereichert und dann ab- 
getrennt werden. An einem solchen Praparat sind yon Hahn (a.a. 0.) 
eingehende Messungen durchgefiihrt worden, deren Resultate zwar 
(wegen der Verschiedenheit der MeSanordnungen) hier nicht einfach 
iibernommen, aber doch auf unsere MeBanordnung umgerechnet werden 
kénnen. Die Umrechnung wurde ausgefiihrt an Hand der beider- 
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seitigen Kurven fiir RaTh, indem aus Kurve II diejenigen Filter- 
dicken ermittelt wurden, fiir welche das Ra- Aquivalent von Ra Th 
ebenso groB ist wie bei Hahns Anordnung fiir 3,5, 4 und 4,5 cm Blei. 
Auf diese Weise wurde der Anfangsteil der Kurve VIII ermittelt. 
Die Fortsetzung fiir gréBere Bleidicken wurde aus Kurve V abgeleitet, 
indem alle Abstande zwischen V und I in gleichem Verhiltnis ver 
gréBert wurden. Uber die Berechtigung dieses Verfahrens vgl. weiter 
unten (Ziffer 3). Die so erhaltene Ms Th-Kurve VIII soll nur als 
provisorische gelten, sie wird kontrolliert werden, sobald mir ein ge- 
eignetes Praparat zur Verfiigung steht. 

Die Kurve IX ist das Mittel aus III und VI, sie sean also 
einem Gemisch aus gleichem Teile der Priparate III und VI. 

Man ersieht aus den Kurven II und VIII, da8B die maximale 
Anderung des Ra-Aquivalents bei reinem Ms Th etwa das Dreifache, 
bei reinem Ra Th mehr als das Vierfache derjenigen bei Hahn ist. 

3. Berechnung der Kurven fiir beliebige Gemische. Aus 
den Kurven der reinen Radioelemente (I, II, VIII) lassen sich die- 
' jenigen fiir beliebige Gemische derselben leicht ableiten. Nehmen 
wir an, wir hatten ein Ra-, ein Ms Th- und ein Ra Th-Praparat von 
den Normalwerten R, M, T. Bei Filterung durch eine bestimmte 
Bleidicke besitzen diese Priparate dann die Ra-Aquivalente R, Ayn UM, 
Ay, T. Mischen wir jetzt die drei Praparate, so hat das Mischpraparat 
den Normalwert R + M+ T und, bei der gleichen Filterdicke wie 
vorher, das relative Ra-Aquivalent: 

R+ AyvirM + AnT 

R+M+T 

Bezeichnet man nun die Bruchteile, zu welchen die drei Radioelemente 


in dem Mischpraparat enthalten sind, mit 
R M fo ily ie 
————— = 775 a a ae —_______. = jf, 
R+H-+T R+M+4+T7 R+M+1 


ferner die Unterschiede der relativen Ra-Aquivalente gegen 1 mit 


A 


Aym—1=am,, An—l=a@ A—l=>a, 
‘80 wird einfach 
a= d,m-+ ar. (1) 
Hierin sind a,, und a, bekannte Funktionen der Filterdicke (Kurven VIII 
und II), aus welchen sich nach (1) @ als Funktion der Filterdicke 
bestimmt. Fiir ein Praparat, welches nur Ra und MsTh enthilt, gilt 
fiir alle Filterdicken 


a 
— = m = const. (2) 
Am 
Zeitschrift fir Physik. Bd, XXIV. 9 


18 W. Bothe, 


Von diesen Beziehungen wurde bereits in Ziffer 2 Gebrauch gemacht 
bei der Ermittlung der Kurven VIII und JX. 


4. Praktische Anwendungen. Wie man leicht einsieht, ist 
ein technisches Ms Th-Praparat von der Zusammensetzung IX un- 
gefahr das ungiinstigste fiir die Unterscheidung von Ra, welches vor- 
kommen kann, da die Kurve die kleinste maximale Abweichung von I 
aufweist; immerhin betragt diese maximale Abweichung noch etwa 
6 Proz. und ist mit Sicherheit feststellbar. Bei gréBerem Ra Th-Gehalt 
(gréBerem Alter) nimmt die Abweichung bei gro8en Filterdicken zu, 
bei geringerem Ra Th-Gehalt (geringerem Alter) dagegen diejenige 
bei mittleren Filterdicken. Ein technisches Mesothorpraparat 
ist also unter allen Umstinden als solches leicht erkennbar, 
selbst wenn es 50 Proz. Ra enthalt. 

Enthalt ein Ra-Praparat geringere Verunreinigungen (etwa nur 
10 Proz.) von Ms Th und RaTh, so ist die Unterscheidung von reinem 
Ra nicht immer so deutlich, da allgemein mit zanehmendem Ra-Gehalt 
die Kurve sich mehr und mehr der Geraden I nahert. Zweifel kénnen 
hier insofern entstehen, als das dem Praparat etwa beigemengte Ms Th 
und Ra Th sich gerade in dem kritischen Mischungsverhaltnis befinden 
kann, welches der Kurve IX entspricht; in diesem Falle wiirde nam- 
lich die maximale Anderung des Ra-Aquivalents bei 10 Proz. Verun- 
reinigung nicht mehr als 1 Proz. betragen, das ist ein Unterschied, der 
sich im allgemeinen nicht mit Sicherheit feststellen 148t. Kann man 
nicht aus der Vorgeschichte des Praparates ersehen, da8 dieser Fall 
ausgeschlossen ist, so ergibt sich die Notwendigkeit, die Untersuchung 
nach einigen Monaten zu wiederholen, wo dann die Kurve sich mehr 
von I entfernt haben miiBte, oder ttberhaupt die Methode mit einer 
der anderen in der Einleitung genannten zu kombinieren. 

Auch eine quantitative Analyse radioaktiver Praparate scheint 
in vielen Fallen nach der beschriebenen Methode méglich. Hat man 
die Kurve fiir das fragliche Praparat aufgenommen, so kann man die 
Gleichung (1) fiir zwei Kurvenpunkte ansetzen und daraus den Ms Th- 
und Ra Th-Gehalt (m und ¢) berechnen. Auf diese Weise ergibt sich 
z. B. fiir das Praparat IV folgende Zusammensetzung: 


IV = 27,8 Proz. Ra + 28,6 Proz. Ms Th + 43,6 Proz. Ra Th. 


Die mit diesen Werten berechnete Kurve ist die in Fig. 2 eingetragene; 
man sieht, da$ sie simtliche MeSpunkte gut aufnimmt. Beziiglich 
der allgemeinen Anwendbarkeit dieses einfachen Verfahrens ist ein 
abschlieSendes Urteil noch nicht méglich, da mangels geeigneter Priipa- 
rate noch nicht die hierzu nétigen Erfahrungen gemacht werden konnten. 


Ww ‘Aes Lis Matt) deeigaes 
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In den besonderen Fallen aber, wo eine Beziehung zwischen den ein- 
zelnen Komponenten des Praparates von vornherein gegeben ist, fiihrt 
das Verfahren jedenfalls mit Sicherheit zum Ziele. Solcher Falle, 
welche praktisch in Frage kommen, sind insbesondere drei méglich: 

a) Das Praparat ist ein Frischmesothorpraparat, enthalt also keine 
merklichen Mengen RaTh. In diesem Falle bestimmt sich der Ms Th- 
Gehalt m einfach aus Gleichung (2). Fir die Praiparate V und VI 
der Fig. 2 ergeben sich so beispielsweise 51,5 und 57 Proz., fiir das 
schlecht definierte Priparat VIL etwa 70 Proz. MsTh; der Rest ist 
Ra. Werte von dieser GréBe sind nach der Herkunft der Praparate 
auch zu erwarten. 

b) Der prozentuale Ra-Gehalt r des Priparates ist bekannt. In 
diesem Falle tritt zu Gleichung (1) die Bedingung hinzu: m+ t = 1—r, 
so da8 sich m und ¢ unmittelbar berechnen lassen. Aus dem Ver- 
haltnis ¢:m laBt sich dann auf das Alter des Priparates schlieBen. 

c) Das Verhiltnis RaTh: Ms Th = ¢t: m ist bekannt, etwa aus 
dem Alter des Praparates, dann la8t sich in analoger Weise der 


’ Ra-Gehalt ermitteln. 


In jedem dieser drei Fille liefert schon ein Punkt der Kurve 
das Resultat; die Ubereinstimmung der mit verschiedenen Kurven- 
punkten erhaltenen Werte gibt einen Mafstab ab fiir die Zuverlassig- 
keit des Resultates. Dabei ist aus den oben bereits angegebenen 
Griinden das Hauptgewicht auf die Messungen bei grofen Filter- 
dicken zu legen. 


Zusammenfassung. Es wird eine MefSeinrichtung beschrieben, 
mittels welcher Gammastrahlenpraparate von etwa 5mg Ra-Aquivalent 
aufwarts durch Bleifilter bis zu 11cm Gesamtdicke gemessen werden 
kénnen. Das Instrument erméglicht eine sichere Entscheidung dariiber, 
ob ein vorliegendes Priparat aus Radium oder technischem Mesothor 
beliebigen Alters besteht. Auch geringere Mesothorbeimengungen in 
Radiumpriparaten lassen sich bis auf einen relativ seltenen Ausnahme- 
fall erkennen. Quantitative Bestimmungen der Zusammensetzung eines 


Praiparates sind zum mindesten in gewissen Fallen méglich; hieriiber 


sind weitere Erfahrungen abzuwarten. 


Charlottenburg, Februar 1924. 
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Versuch einer Hypothese zur Deutung der letzten 
Resultate des Michelsonschen Versuches. 
Von L. Strum in Kiew. 

(Bingegangen am 21. Miirz 1924.) 

Der letzthin von D. C. Miller von neuem durchgeftthrte Michelsousche 
Versuch ergab zwar ein positives, aber von der Theorie abweichendes 
Resultat. Die bisher vorgeschlagenen Hypothesen vermégen nicht die 
erhaltenen Resultate zu erklaren. In der vorliegenden Abhandlung wird 
eine Hypothese vorgeschlagen, nach welcher die Lichtgeschwindigkeit 
eine Funktion der Geschwindigkeit der Lichtquelle ist. Die Funktion 
wird durch eine Reihe dargestellt, von der nur die ersten Glieder beriick- 
sichtigt werden. Die Zeitdifferenz zweier Strahlen wird berechnet und 


das Ergebnis erlaubt das von Miller erhaltene partiell-positive Resultat 
zu interpretieren 


Der beriihmte Michelsonsche Versuch!), der mit stets steigen- 
der Genauigkeit von Michelson und Morley?) und von Morley 
und Miller’) wiederholt war, ist bekanntlich jiingst mit besonderer 
Sorgfalt von Miller‘) auf der Sternwarte von Mount Wilson in Siid- 
kalifornien wiederholt durchgefiihrt worden. Die letzte Durchfiihrung 
des Versuches hat, im Gegensatz zu den friiheren Versuchen, positive 
Resultate ergeben. Es ist eine Verschiebung der Interferenzstreifen 
konstatiert worden, die sich periodisch bei der Drehung der Versuchs- 
vorrichtung mit einer Periode von einer halben Umdrehung 4ndert, 
wie es nach der Theorie zu erwarten war. Die GréBe der Ver- 
schiebung ist aber zehnmal kleiner, als die von der Theorie voraus- 
gesehene. 

Zur Deutung der negativen Resultate der friiheren Durchfiihrungen 
des Michelsonschen Versuches wurden, abgesehen von der Rela- 
tivitatstheorie, zwei Arten von Hypothesen vorgeschlagen. Nach der 
einen von ihnen®) wird der Welt&ther von der sich bewegenden Erde 
mitgefiihrt. Nach der zweiten®) ist die Lichtgeschwindigkeit fiir eine 
sich bewegende Lichtquelle gleich der Summe der Lichtgeschwindigkeit 
einer ruhenden Lichtqueile und der Geschwindigkeit der Lichtquelle, 


= 


A. Michelson, Sill. Journ. 22, 120, 1881. 

A. Michelson and E. W. Morley, Phil. Mag. 24, 449, 1887. 

W. Morley and D. ©. Miller, Phil. Mag. 9, 680, 1905. 

C. Miller, Phys. Rev. 19, 407, 1922. 

5) @. G@. Stokes, Mathematical and physical papers I, 134, 

6) W. Ritz, Ann. chim. phys. 18, 145, 1908; Arch. sc. phys. et nat. 26, 


209, 1908; Ges. Werke, 8.317 u. 427. R. OC. Tolman, Phys. Rey. 35, 436, 1912. 
O. M. Stewart, Phys. Rev. 32, 418, 1910. 


i] 


) A. 
) A, 
8) E, 
) D. 


4 


L. Strum, Versuch einer Hypothese zur Deutung der letzten Resultate usw. Dil 


abnlich wie die Geschwindigkeit eines Geschosses aus einem sich be- 
wegenden Geschiitze sich additiv aus zwei Summanden ergibt, der 
Geschwindigkeit des Geschosses und der des Geschiitzes selbst. 

Diese Theorien vermégen aber nicht, die letzthin gewonnenen 
partiell-positiven Resultate zu erkliren. Diese Resultate kénnten 
mittels der folgenden Uberlegungen gedeutet werden. 

Nehmen wir an, da die Geschwindigkeit der von einem sich 
bewegenden K6rper ausgesandten Lichtstrahlen eine Funktion der 
Geschwindigkeit der Lichtquelle ist. Der genaue Charakter der 
Funktion ist uns nicht bekannt. Zerlegen wir die Funktion in eine 
Reihe von Potenzen der Geschwindigkeit » der Lichtquelle und be- 
schranken uns in der ersten Annaherung auf das erste Glied. Wir 
bekommen Ce ue, (1) 
wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit fiir eine ruhende Lichtquelle, v 
die Geschwindigkeit der Lichtquelle, « ein Faktor, dessen Wert 
zwischen Null und Eins liegen mu8, da c nicht kleiner als ¢ und 
nicht gréBer als c+ v sein kann. Bezeichnen wir die Weglinge des 
Lichtstrahles in der Richtung der Erdbewegung von der ersten halb- 
durchsichtigen Glasplatte bis zum Spiegel mit J. 

Die Zeit, welche der Lichtstrahl zum Durcheilen dieses Weges 
braucht, ist 1 

p= Cy + av—v 

Die Geschwindigkeit des von dem bewegten Spiegel reflektierten 

Strahles ist Cy) — Hv. 


Das Zeitintervall, in dem der Strahl von dem Spiegel bis zur 
Glasplatte zuriickkommt, ist 


ioe 


l 
Co— auto 

Den ganzen Weg in der einen und der anderen Richtung 
durchlegt der Strahl in der Zeit 

2 1co 21 v2 : 
Cy? — (1 — a) 202 —o, [2 ob (isents)? At (2) 

Bezeichnen wir die Zeit, in welcher der Strahl den Weg 1 langs 
der zweiten Abzweigung des Apparates in der Richtung senkrecht 
mur Richtung der Erdbewegung durcheilt, mit t. 

Da das Licht in diesem Falle eine Komponente der Geschwindig- 
keit ov senkrecht zur Geschwindigkeit c) erhalt, so ist die Licht- 
geschwindigkeit auf diesem Wege gleich 


Veo? + O22, 


Pr, ==t, +t, = 


99 L. Strum, 


Der vom Lichtstrahl zuriickgelegte Weg ist 


Veo? + u2 vt. 
Anderseits ist leicht zu sehen, daB dieser Weg gleich 
yr + v2 
ist. 
Aus der Gleichung 
: Veo? + a? et = yz + y2f? 
folgt 


l 


a Veo.—(1— a) vt Go 


fat 500) 


Das Zeitintervall, in dem der Strahl zur Glasplatte zuriick- 
kommt, ist 


A 1 v2 
= = — = — a2) —_|. 3 
Py adt oad ae oa) =| (3) 
Die Differenz der Durchlaufszeiten ist 
2 
ap pce, 1! Sa ee (4) 
Co Co” 


GemaifS der Lehre von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit 
ist diese Differenz gleich 


Lv 
at eee 4) 
AT ae (5) 
Wir bezeichnen den eingeklammerten Faktor in der Gleichung (4) 
durch k 

k= 1—404 302 (6) 
Es ist leicht zu ersehen, daB die absolute GréBe von & kleiner 

als Eins ist, wenn 

D-< 6, Sak 

Wird & gleich Null gesetzt, so bekommen wir fiir die Gleicbung 


1—4a0+302 = 0 
zwei Lésungen, 


1 


*o=1 und @=>-+=- 
3 
Die erste Lésung gibt die Theorie von Ritz wieder. Die zweite 
Lésung zeigt, daB auch bei einem partiellen ,Atherwind“ eine auBerst 


geringe oder gar zu vernachlissigende Verschiebung der Interferenz- 
streifen statthaben kann. Gema den letzten Beobachtungen von 


: : 1 
Miller kénnen wir k = 10 setzen. Wir erhalten dann fiir & den 
Wert 0,29. 
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Die gebrachten Ausfiihrungen kénnen nicht nur die negativen 
Resultate der friiheren Durchfiihrungen des Michelsonschen Ver- 
suches erklaren, sondern sie ergeben auch eine Deutung fiir die 
partiell-positiven Resultate von Miller. Der kinftigen Forschung 
diirfte es tiberlassen sein, die hier aufgestellte Hypothese zu be- 
statigen oder zu widerlegen, je nachdem sie den Tatsachen entsprechen 
oder widersprechen wird. Sollte sie bestatigt sein, so ist die nichste 
Aufgabe, den Charakter und die physikalische Natur der vermuteten 
funktionellen Abhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der Ge- 
schwindigkeit der Lichtquelle zu erlautern. Es ist die Méglichkeit 
nicht ausgeschlossen, da8 diese Abhangigkeit verschieden fiir ver- 
schiedene Héhen ist, was aus der Abweichung der letzten Resultate 
von Miller, die in einer Héhe von 5900 Fu8 gewonnen wurden, von 
den friiheren Versuchen, die in einer maSigen Hohe durchgefiihrt — 
wurden, folgt. 

Zusammenfassung. Ks ist eine Hypothese angegeben worden, 
die es gestattet, auf Grund einer Annahme iiber die funktionelle Ab- 
hingigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der Geschwindigkeit der 
Lichtquelle selbst, die Resultate der bis jetzt durchgefiihrten Michel- 
sonschen Versuche mit negativem Resultat wie auch der Resultate 
der letzten Durchfiihrung von Miller mit partiell-positivem Resultate 
zu erklaren. 


Kiew, Polytechnisches Institut, Februar 1924. 
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Uber den EinfluB der Konzentration auf die Polarisation 
der Fluoreszenz von Farbstofflosungen. 


Von E. Gaviola und Peter Pringsheim in Berlin. 
Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 24. Marz 1924.) 
Die Methode zur Messung des Polarisationsgrades eines Lichtstrahls 
mit Hilfe eines Glasplattensatzes wird diskutiert. Nach dieser 
Methode wird die Polarisation des Fluoreszenzlichtes yon Farbstoff- 
lésungen in Glycerin bei Erregung mit linear polarisiertem Licht 
gemessen und eine starke Abhangigkeit von der Konzentration 
gefunden. Es wird nach einer moéglichen Erklarung dieses Pha- 
nomens gesucht. Die Resultate sind am SchluB der Arbeit kurz 
zusammengefaBt. 


F. Weigert!) glaubte bei der Entdeckung der polarisierten 
Fluoreszenz von Farbstofflésungen aus seinen Beobachtungen schlieBen 
zu diirfen, daf unter sonst gleichen Bedingungen der Polarisations- 
grad fiir verschiedene Substanzen mit zanehmendem Molekulargewicht 
wachst. Wawilow und Lewschin®) dagegen gelangten zu dem Er- 
gebnis, da$ bei hinreichender Zihigkeit des Lésungsmittels — etwa 
in Glycerin von 0° — der Polarisationsgrad des Fluoreszenzlichtes 
bei polarisierter Erregung fiir alle fiuoreszierenden Farbstoffe den 
gleichen Wert von etwa 35 Proz. erreicht. Im Widerspruch hiermit 
haben Carrelli und der eine von uns) an festen gelatindsen Lésungen 
von Kosin, Fluorescein u. a. m. immer nur Polarisation von etwa 
20 Proz. gemessen, obwohl hier das Lésungsmittel sicher gréSere 
Zihigkeit besitzt als Glycerin. Eine neuerdings in anderem Zusammen- 
hang ausgefiihrte Versuchsreihe an verschieden tief mit Kosin an- 
gefarbten Gelatineplattchen zeigte nun, daS die Polarisation des 
Fluoreszenzlichtes sehr stark von der Konzentration der Lésung ab- 
hingt, in dem Sinne, da8 die am dunkelsten gefirbten Proben die 
geringste, eventuell ganz verschwindende Polarisation aufwiesen. Be- 
kanntlich ist das Fluoreszenzlicht konzentrierter Lésungen infolge der 
teilweisen Uberschneidung der Absorptions- und Emissionsbanden durch 
Reabsorption spektral verandert, in seinem Intensitatsschwerpunkt nach 
dem Rot zu verschoben. Da8 nicht einfach dieser langwelligere Teil 
der Fluoreszenzbanden weniger polarisiert ist als der kurzwellige, 


1) Verh. d. D. Phys. Ges. 28, 100, 1920. 
*) ZS. £. Phys. 16, 135, 1923. 
3) Ebenda 17, 287, 1923. 
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haben schon Wawilow und Lewschin gezeigt; wir haben das da- 
durch bestatigt, da8 wir das von einer verdiinnten Lésung stammende 
stark polarisierte Licht nachtraglich durch eine tief gefirbte Schicht 
filterten, ohne da8 dabei der Polarisationsgrad merklich gedndert 
worden wire. 

Da aber Wawilow und Lewschin eine Abhingigkeit des Polari- 
sationszustandes von der Konzentration in Abrede stellen und da 
andererseits durch das Vorhandensein eines solchen Effektes manche 
scheinbare Widerspriiche aufgeklart werden konnten, wurden die be- 
schriebenen Versuche in quantitativer Weise weiterverfolgt. 

Um den Farbstoffgehalt bequem und sicher dosieren und variieren 
zu kénnen, wurde an Stelle von Gelatine als Lésungsmittel. wieder 
Glycerin gewahlt; die Lésung wurde in eine Glaskiivette von 1 mm 
Dicke mit planparallelen VerschluBplatten eingefillt und mit dem 
durch ein Nicolsches Prisma polarisierten Licht einer Bogenlampe 
erregt; beobachtet wurde stets im durchfallenden Licht in Richtung 
des Primarstrahles, das Primarlicht selbst wurde durch gut kompen- 
sierte Farbfilter vollstandig vom Auge abgeblendet. Der Polarisations- 
grad des Fluoreszenzlichtes wurde in der iiblichen Weise durch 
Kompensation mit einem Glasplattensatz gemessen, indem dieser auf 
Verschwinden der Interferenzstreifen in einer Savartschen Platte 
eingestellt wurde. Diese Methode ist, zum mindesten fiir geringe 
Polarisationsgrade, bedeutend empfindlicher als das Cornusche Polari- 
meter; der Einwand von Wawilow und Lewschin, da8 man so bei 
schwachen Intensitéten aus physiologischen Griinden die Streifen zu 
friih verschwinden sieht und demnach zu kleine Polarisationsgrade 
mit, ist hinfallig, wenn man, wie das auch meist getan wird, nicht 
auf das Verschwinden der Streifen einstellt, sondern die Platten 
weiterdreht, bis die Streifen wieder erscheinen und dann das Mittel 
aus diesen beiden Einstellungswinkeln in die Rechnung einsetzt; auf 
solche Weise wird durch kleine Lichtstairke wohl die absolute Meb- 
genauigkeit herabgedriickt, aber nicht das Ergebnis einseitig verfalscht. 
: Dagegen darf die Berechnung des Polarisationsgrades aus der 
Kompensationseinstellung des Glasplattensatzes nicht — wie es in der 
Regel geschieht — nach der einfachen im Drudeschen Lehrbuch 
der Optik angegebenen und aus diesem z. B. von Wood und Dunoyer — 
iibernommenen Formel durchgefiihrt werden, sobald es sich um einiger- 
maBen gréBere Werte handelt; diese Formel beriicksichtigt namlich 
nur-den direkt durch die Platten hindurchgegangenen Anteil der 
auffallenden Strahlung, vernachlissigt dagegen die mehrfachen Re- 
flexionen zwischen den einzelnen Oberflachen, was bei steiler Inzidenz 


26 EB. Gaviola und Peter Pringsheim, 


in Anbetracht des dann nur geringen Reflexionsvermégens ohne groBen 
Fehler gestattet ist. Unter dieser Voraussetzung wird, wenn r der 
Reflexionskoeffizient fiir die Strahlen mit dem elektrischen Vektor in 
der Einfallsebene, R derjenige mit dem Vektor 1 zur Einfallsebene 
ist, und entsprechend d — 1—rund D=1—R die durchgelassene 
Energie miBt, der Polarisationsgrad nach dem Durchgang durch k 


reflektierende Flichen (bzw. k/2 Glasplatten) 
t= See) (1) 
P= DE 1+ cos**(p — 0)’ 


da nach den Fresnelschen Formeln: 


sin 2g sin 2y __ sind g.sin2v 


~~ sin? (p + ¥) cos? (p — v)’ sin? (p + v) 


also: 
D AL ae : 
es cos?(p —7), wobei sing —n.sinw 


und m der Brechungsexponent. 

Beriicksichtigt man dagegen die nach zweimaliger, viermaliger 
oder noch mehrfacher Spiegelung zwischen den reflektierenden Flachen 
schlieBlich in der urspriinglichen Strahlrichtung mit austretenden 
Strahlen, so muB die Formel (1) ersetzt werden durch die vollstandigere: 
d*¥.a— DA 
d¥.at+ DFA’ oS 
wobei die Koeffizienten a und A je nach der Zahl der reflektierenden 
Flachen besonders zu berechnen sind, in der Hauptsache aber in ganz 
gleicher Weise durch die Reflexionskoeffizienten r und R bestimmt 
werden, also desto mehr von 1 sich unterscheiden, je griéBer diese 


mit Zunahme des Einfallswinkels werden. Fiir eine einzige Glasplatte 
(k = 2) wird 


p= 


a=1l+rtrétrét+...- (3) 

Fiir eine gréBere Anzahl von Platten aber werden die Verhiltnisse 

dadurch immer komplizierter, daB z. B. schon ein zweifach reflektierter 

Strahl, je nachdem er etwa an der letzten und ersten Flache oder an 

der letzten und vorletzten Flache reflektiert worden ist, auf seinem 

Wege eine ganz ungleiche Zahl von Brechungen erleidet; an Stelle 
- der speziellen Formel (3) gilt allgemein: 


a= 1+ mr2+ mrt + mgré + --- (4) 

Fir groBere r (r>0,1) konvergieren diese Reihen sehr schlecht, 
weil die Koeffizienten m, mit steigendem vy sehr schnell anwachsen; 
_ fiir Polarisationsgerade iiber 30 Proz. und bei einem aus vier Platten 
bestehenden Plattensatz miissen zum mindesten die sechsfachen 
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Reflexionen noch mit in Rechnung gesetzt werden, wenn man be- 
trachtliche Fehler vermeiden will; man erhilt dann: 


m, = 7164 5dt+ 454 3de8 4 2d 4 gy, 
Ms = 28 + 5442+ 76d* + 925 + 100d8 + 98 aio + stan] 

+ 56 di + 35 dis + 20418 + 1020 4+ 4.4224 24, (5) 
ms; = 84 + 270d2-+ 551 dt + 940 ds + 136548 -+ 1764410 

+ 2030 d12 +... + sé 1), 


In Fig. 1 baben wir fiir diesen Fall und einen Brechungsexponenten 
nm = 1,52 die Kurven eingetragen, die sich fiir den Polarisationsgrad 
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als Funktion der Winkeleinstellung berechnen, einmal nach der ein- 
fachen Formel (1) und dann unter Beriicksichtigung der Mehrfach- 
reflexionen: man sieht, wie die Kurven in der Nahe des Nullpunktes 
zusammenlaufend mit wachsendem immer starker divergieren. Um 


1) Hine allgemeine und nicht sehr komplizierte Formel fiir die Koeffizienten 
ist nicht wohl anzugeben, wegen der auSerordentlichen Vielfaltigkeit der még- 
lichen Kombinationen. Dagegen l46t sich fiir jeden Einzelfall ein relativ ein- 
 faches Schema fiir die betreffenden Abzihlungen leicht aufstellen. 
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uns davon zu iiberzeugen, daB die von uns eingefiihrte Korrektion 
den Tatsachen entspricht, kompensierten wir mit Hilfe unseres Glas- 
plattensatzes die Polarisation eines Lichtstrahles, der durch einmalige 
Reflexion an der Vorderflache eines Prismas von bekanntem Brechungs- 
index partiell polarisiert war und dessen Polarisationsgrad also aus 
dem Einfallswinkel nach der Fresnelschen Formel berechnet werden 
konnte. Die so gefundenen Punkte fallen innerhalb der Beobachtungs- 
genauigkeit vollstandig in die korrigierte theoretische Kurve. 


In Fig. 1 sind auSerdem noch die entsprechenden Kurven fiir 
eine einzige kompensierende Platte eingetragen. Man sieht, wie bis 
etwa zu p = 25 Proz. die Abweichung zwischen beiden Kurven nur 
unbetrachtlich bleibt; dafiir wird hier oberhalb von 32 Proz. die Methode 
vollstiandig unbrauchbar, weil nun bei sehr schrager Inzidenz der Ein- 
flu8 der Mehrfachreflexionen so schnell ansteigt, daB bei Schrager- 
stellung der Platte der Polarisationsgrad des durchgehenden Lichtes 
tiberhaupt nicht mehr wAchst '). 


Es wurden zunachst Losungen von Eosin und Uranin in Glycerin 
bei Zimmertemperatur untersucht. Bekanntlich verlieren solche Farb- 
stofflosungen bei sehr hoher Konzentration ihre Leuchtfahigkeit. Als 
Ausgangsprodukte dienten stark konzentrierte Lésungen, die aber in 
diinner Schicht in der Durchsicht noch deutliche Fluoreszenz erkennen 
lieBen. Es waren das 150mg Eosin bzw. 160 mg Uranin auf lg 
Glycerin. Diese Konzentrationen wurden willkiirlich als 1 bezeichnet 
und durch Zusatz von reinem Glycerin schrittweise verdiinnt; dabei 
nahm die Fluoreszenzhelligkeit zunachst stark zu, um bei gréSten Ver- 
diinnungen schlieBlich wieder unter die Grenze der Beobachtbarkeit 
herabzusinken. Der Polarisationsgrad war fiir die am starksten kon- 
zentrierten Loésungen praktisch Null: Streifen erschienen im Gesichts- 
feld der Savartplatten erst bei Schragstellung der Glasplatten, und 
der Winkel, unter dem sie zuerst wahrnehmbar wurden, war derselbe, 
wie wenn das nur durch Farbfilter geschwachte natiirliche Licht der 
Bogenlampe direkt zur Beobachtung gelangte. Erst von einer gewissen 
Konzentration ab wurde die Polarisation merklich, wachs dann mit 
fortschreitender Verdiinnung zunichst ziemlich stark und_ strebte 
schlieBlich einem Grenzwert zu. Tabelle 1 gibt solche MeBreihen fiir 


1) Wood, meist mit einer oder héchstens zwei Platten arbeitend und tiberdies 
nur geringe Polarisationsgrade messend, hat gréfere Fehler vermieden: immerhin 
sind, wenn er fiir die Polarisation der D-Linienresonanz im Magnetfeld 30 Prog 
angibt, dafur nur 26 Proz. einzusetzen. GréBer sind schon die Fehler bei D unoyer, 


der mit drei Platten fiir die Polarisation der Rubidiumdampf-Fluoreszenz 38 Proz 
statt 30 Proz. errechnet. 2 
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je eine Kosin- und Uraninlésung, in Fig. 2 ist p als Funktion des 
lg 1/C fiir drei Glycerin-Uraninlésungen eingetragen. \ 


Tabellel. Polarisationsgrad p des Fluoreszenzlichtes von Farbstoff- 
lé6sungen in Glycerin als Funktion der Konzentration (. 


Eosin | 2 rant n 


Cc C 
(in willkiirlichen = (in willktirlichen 
Einheiten) 7] “an Proz. Einheiten) in Proz. 
1 2 1 0 
1 Z 1 
3 2 : 
1 | 1 
10 9 7% 4 
1 ae 1 
50 | 15,5 = | 5 
1 1 
100 | 16,5 16 6 
1 | 1 , 
500 20 39 | 10,5 
1 1 | 
Fond 22 30 14 
1 1 
5000 23 240 | 21,5 
i 1 | 
scndh 22,5? 800 | 22,5 
1 | 
3000 | 24,5 


Es ist nun leicht verstandlich, warum Wawilow und Lewschin 

diese Abhangigkeit von der Konzentration tibersahen, wahrend sie 
_umgekehrt bei Messungen an diinnen Gelatineplattchen eine Rolle 
spielen muB. Wawilow und Lewschin beobachteten die Fluoreszenz 
in einer Richtung senkrecht zum erregenden Strahl, dieser mufte also 
die Lésung eine langere Strecke ohne allzu groBe Schwachung durch- 
laufen, die Konzentrationen muSten sehr klein gewahlt werden — sie 
lagen in der Tat bei etwa 10-2 mg pro Kubikzentimeter Glycerin, un- 


, 1 j 
gefahr entsprechend unserer Konzentration T0000? Waren also von einer 


GréBenordnung, bei der auch nach unserer Erfahrung eine Anderung 
um eine Zehnerpotenz keinen wesentlichen Einflu8 mehr hat. Diinne 
Gelatineschichten dagegen lassen eine seitliche Beobachtung nicht zu, 
und um in der Langsdurchsicht nicht gar zu kleine Absorption der 
erregenden Strahlung zu erhalten, mu man die Gelatine tiefer anfairben. 
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Man sieht, da8 man nicht aus dem Verhalten zweier ungleicher Farb- 
stofflisungen von beliebiger Konzentration generelle Schliisse auf die 
Eigenschaften der gelisten Substanz ziehen darf. In einem gegebenen 
Loésungsmittel scheinen dagegen die Polarisationsgrade verschiedener 
Substanzen einem gemeinsamen Grenzwert zuzustreben — in Uberein- 


a 0 ———— 
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Fig. 2. 
Polarisationsgrad des Fluoreszenzlichtes von Uraninlésungen 
als Funktion der Konzentration C. 


stimmung mit den Angaben von Wawilow und Lewschin, die in 
ihrem zihesten Lésungsmittel fiir alle Farbstoffe den gleichen Polari- 
sationsgrad von 35 Proz. fanden. 


Tabelle 2. Uranin in ganz wasserfreiem Glycerin. 


C p C p C p C p 

1 1 Gh AE 1 

= 0 — 6°54 2 a eee a 

+ 32 ; | 256 | 2048 si 
ah 2 a sual : 19,5 aie 

8 : 64 y 512 , 4100 at 
1 1 | 1 1 

= 3,2 = 11,1] “ tw 

16 128 1024 gt awe50000 |. 


Der Héchstwert von p ist von Viskositit des Lésungsmittels, 
also z. B. von der Temperatur oder dem Wassergehalt des Glycerins 
abhangig; man kann nicht durch weiteres Heruntergehen mit der 
Konzentration den Polarisationsgrad der leichtfliissigeren Lésung auf 
denselben Wert steigern, den man in einer zaiheren Liésung erreicht. 
Im tbrigen aber ist der Kinflu8 der Konzentration in beiden Fallen 
ganz analog. — Kurve 2 in Fig. 2 zeigt die Ergebnisse einer Mefreihe, 
die mit emer etwas wasserreicheren Glycerinlésung gewonnen wurde. 


a on 
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Durch die Liebenswiirdigkeit des Herrn Dr. Simon vom physikalisch- 
chemischen Institut erhielten wir schlieBlich auch noch Glycerin, das 
bis auf wenige Promille vollkommen wasserfrei war und das schon 
fiir das Auge sehr viel dickfliissiger wirkte als die kiufliche sogenannte 
reine Ware. Die Zablen der Tabelle 2 sowie Kurve 3 in Fig. 2 geben 
die Resultate fiir Lésungen von Uranin in diesem Glycerin wieder. 
Hier fallt auf, da einerseits die maximalen Werte von p sehr viel 
héher liegen, als sie bisher je erreicht wurden, sie kommen mit 45 Proz. 
dem Wert von 50 Proz. schon sehr nahe, der fiir vollkommen aniso- 
trope Resonatoren bei Fernhaltung jeder depolarisierenden Stérung 
nach der klassischen Theorie zu erwarten wire. Da dies im Wider- 
spruch mit den Angaben von Wawilow und Lewschin steht, die auch 
in wasserfreiem Glycerin unter keinen Umstinden mehr als p = 35 Proz. 
erhielten, wurde der Polarisationsgrad der betreffenden Lésungen auch 
noch nach einer anderen Methode, namlich mit einem Cornuschen 
Polarimeter gepriift, und zwar mit genau demselben Ergebnis. Tat- 
sachlich bildeten diese vergleichenden Messungen den Ausgangspunkt 
fiir die weiter oben mitgeteilte Korrektionsrechnung, welche bei der 
Messung mit kompensierenden Platten zu beriicksichtigen ist. Anderer- 
seits ersieht man aus der Figur, da8 Kurve 3 noch weit steiler ab- 
fallt als die beiden anderen und somit bei groBen Konzentrationen 
der Polarisationsgrad noch kleiner wird als in den weniger zaihen 
Lésungen!). Die Zerstérung der Polarisation durch zu geringe Vis- 
kositaét des Lésungsmittels und durch zu hohe Konzentration sind also 
voneinander wesentlich unabhangig. 


Nachdem dieses feststand, war nicht zu erwarten, dab in einer 
Losung, deren p wegen groBer Konzentration gering war, der Polari- 
sationsgrad durch Abkiihlung und die damit verbundene Vermehrung 
der Viskositat gesteigert werden kénnte; wohl aber muBte, wie tibrigens 


schon Wawilow und Lewschin gezeigt haben, eine solche Wirkung 


an verdiinnteren Lésungen vorhanden sein. Fiir diese Beobachtungen 
wurde der mit der Uraninlésung gefiillte Trog in ein unversilbertes 
DewargefaB eingesetzt, das entweder Wasser von Zimmertemperatur 
(¢ = 20°) enthielt oder rings um den Trog herum mit Schnee bzw. 
CO,-Schnee vollgepackt war; im letzteren Fall konnte die Temperatur 


1) Wa&hrend innerhalb einer Versuchsreihe die Werte der relativen Konzen- 
trationen ziemlich genau sein diirften, kénnen wir dasselbe fiir die Absolutwerte 
der Konzentration nicht beanspruchen, so daS also der Lage der drei Kurven 
gegeneinander kein allzu grofes Gewicht beizulegen ist. Sie kénnten z. B. sehr 


- wohl durch Parallelverschiebung in ihren unteren Teilen fast ganz zur Deckung 
- zu bringen sein. 


= 
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durch ein unmittelbar an die Kiivette anliegendes Pentanthermometer 
gemessen werden. Der Wert von p bei + 20° kann als ungefabres 
Ma& fiir die Konzentration der betreffeuden Lésung dienen. 


Tabelle 3. 
- — —— ~ a 
Temperatur | +209 | 0° | etwa —50° 
Polarisations- = fe i 
. i wi Zo 
grad in Proz. | 36 | ries 3 


Man sieht aus der zweiten Zeile der Tabelle 3, daB die Abkihlung 
von 0° auf —50° relativ nur noch sehr wenig ausmacht, wahrend 
dabei doch das Glycerin aus einer noch gut tropfbaren Flissigkeit 
sich in ein kaum noch plastisches Glas verwandelt, man sieht ferner 
aus der dritten Zeile der Tabelle — zu den Messungen diente die 
stark verdiinnte Liésung in relativ wasserreichem Glycerin, die dem 
letzten Punkt der Kurve 2, Fig. 2 entspricht —, da8 wenn schon 
durch das Einfrieren p stark zunimmt, namlich von 20 auf 32 Proz., 
doch nicht im entferntesten die Werte erreicht werden, die man an 
der wasserfreien fliissigen Lésung bei Zimmertemperatur beobachtet. 
Das zeigt abermals, da8 bei all ihrer Bedeutung fiir das Phanomen 
die Zahigkeit der Lésung allein nicht maBgebend ist; es spielen hier 
natiirlich auBerordentliche Komplikationen mit, z. B. die Frage danach, 
wie der Wassergehalt des Glycerins auf die Léslichkeit des Farbstoffes 
einwirkt, inwieweit die Farbstoffmolekiile bei WVorhandensein von 
Wassermolekiilen sich zunichst an diese anlagern und mit ihnen etwa 
zum mindesten teilweise bei der Abkiihlung ausfrieren usw. Auf 
jeden Fall aber scheint jetzt schon sicher zu stehen, daS wenn die Er- 
hébung des Polarisationsgrades durch Verminderung der molekularen 
Rotation erkJart werden soll, die letztere wohl bis zu einem gewissen 
Grade aber keineswegs vollkommen mit der makroskopisch gemessenen 
Zahigkeit parallel anwachst, denn diese muS in dem glasartig ein- 
gefrorenen wasserhaltigen Glycerin sicher gréSer sein als in der 
tropfbar fliissigen wasserfreien Lésung. 

Sucht man nun nach einer Erklirung fiir den Zusammenhang 
zwischen der Konzentration der Lésung und dem Polarisationsgrad des 
Fluoreszenzlichtes, so ist zunichst festzustellen, da& dessen absolute 
Intensitat, bezogen auf gleiche Molekiilzahl, einen ganz analogen Gang 
aufweist: bei groBer Verdiinnung praktisch konstant, sinkt sie mit 
wachsender Konzentration, um bei den gré8ten Konzentrationen ganz 
zu verschwinden. Daf in den von uns untersuchten konzentriertesten 
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Lésungen, an denen sich keine Polarisation mehr messen lie8, doch 
noch deutliches Leuchten zu beobachten war, ist fiir diese Parallelitat 
ohne Belang, weil relativ geringe Lichtintensititen sehr viel leichter 
nachzuweisen sind als sehr kleine Polarisationsgrade. Man kann also 
wohl annehmen, daB die gleiche Art von Stérungen, welche die Leucht- 
fahigkeit an sich vermindern, auch depolarisierend wirken — und diese 
Stérungen wachsen mit zunehmender Dichte der leuchtfahigen Mole- 
kiile. Die sehr naheliegende Analogie mit der Resonanzstrahlung der 
Gase ist vermutlich doch nur AuBerlich; auch dort wird durch Ver- 
gréSerung der Dampfdichte die Leuchtintensitat herabgesetzt, eventuell 
vorhandene Polarisation wird zerstért. Verursacht wird das vorziiglich 
durch ,ZusammenstéBe zweiter Art“, bei denen angeregte Atome 
ihre Anregungsenergie auf andere Atome iibertragen, entweder diese 
ihrerseits in angeregten Zustand versetzend oder die Anregungsenergie 
in kinetische Warmeenergie verwandelnd. Ein derartiger Vorgang 
ist bei den Farbstofflésungen kaum vorstellbar, denn auch bei groSer 
Verdiinnung der leuchtfahigen Molekiile sind doch immer die Molekiile 
des Lésungsmittels in unverminderter Zahl vorhanden — Zusatz fremder 
Molekiile wirkt aber bei Gasen fiir die ZusammenstdBe zweiter Art 
wesentlich wie eine Erhéhung der Dampfdichte der fluoreszierenden 
Molekiile. Neben den StéBen zweiter Art kommt fiir die Resonanz- 
strahlung noch als schwachend und depolarisierend die Reabsorption 
der Strahlung in anderen Dampfatomen in Betracht. Schon bei der 
Bandenemission mehratomiger Molekiile, etwa des Joddampfes, spielt 
diese keine Rolle mehr. Immerhin kénnte sie bei der bereits in der 
Einleitung erwahnten teilweisen Uberschneidung der Absorptions- und 
Emissionsbanden fluoreszierender Farbstofflésungen zu beriicksichtigen 
sein. Denn bei jeder Erregung tritt eine teilweise Depolarisation auf, 
gelangt also das primare Fluoreszenzlicht nicht direkt ans Auge, 
sondern wird es unterwegs absorbiert, um zu abermaliger Fluoreszenz- 
~ emission Veranlassung zu geben, so miiBte die Depolarisation damit 
zunehmen, und die Wabhrscheinlichkeit hierfiir ist desto gréBer, je 
gréBer die Konzentration ist. Wir glauben auch einen Anhalt dafiir 
zu besitzen, daS wirklich ein derartiger Effekt existiert. Untersucht 
man nimlich Lésungen gleicher nicht zu grofer Konzentration von 
wachsender Schichtdicke, so nimmt der Polarisationsgrad, wenn auch 
nicht sehr betrichtlich, so doch in sicher nachweisbarem MaBe ab, 
was nur durch sekundare Ursachen der erwahnten Art verschuldet 
sein kann. Quantitative Untersuchungen hieriiber sind noch im Gange. 
Um diese Frage weiter zu erértern, wurde der Hinfluf anders- 
- artiger fluoreszierender Molekiile auf die Polarisation der Uranin- 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 3 
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fluoreszenz untersucht; damit derartige Beobachtungen angestellt werden 
kénnen, muS die zweite Substanz so gewahlt werden, daf ihre Ab- 
sorptions- sowohl als ihre Lumineszenzbanden hinreichend von der 
entsprechenden Bande des Uranins getrennt sind. Als in diesem 
_Sinne geeignet erwiesen sich Umbelliferon mit mehr nach dem Violett, 
und Rhodamin B extra mit sehr weit im Rot gelegenem Fluoreszenz- 
spektrum. Hine ziemlich stark konzentrierte Lésung von Umbelliferon 
(etwa 3mg auf 1 g Glycerin) zeigte bei einem Polarisationsgrad von 
7,5 Proz. maBig starke hellblanue Fluoreszenz, die durch ein fiir 
die griinliche Uraninfluoreszenz noch gut durchlissiges Rotfilter voll- 
kommen vom Auge abgeblendet wurde. Bei Verdiinnung dieser 
Umbelliferonlésung mit Glycerin wuchs ibr Polarisationsgrad in der 
iiblichen Weise. Der konzentrierten Umbelliferonlésung wurde nun 
so viel Uranin zugesetzt, daB diese neue Lésung — abgesehen vom 
Umbelliferongehalt — jeweils die Glycerin-Uraninkonzentration besa, 
die friiher (Tab. 1) mit 2 bzw. ae bezeichnet wurde und der also 
die Polarisationsgrade 14 bzw. 22,5 entsprachen; in den umbelliferon- 
haltigen Lésungen aber wurde auch fiir die Uraninfluoreszenz hinter 
Rotfilter p = 7 bzw. p = 8 gefunden, also innerhalb der Fehlergrenzen 
der gleiche Wert wie fiir die Umbelliferonfluoreszenz. Andererseits 
stieg in einer Lésung von Rhodamin B, deren Polarisation wegen zu 
hoher Konzentration kaum mehr erkennbar war, der Polarisationsgrad | 
bei Zusatz von ein wenig Uranin sofort auf etwa 20 Proz. — hier 
war die Uraninfluoreszenz zwar nicht spektral auszufiltern, aber durch 
ihre sehr viel gré8ere Intensitéit bei weitem vorherrschend. Nun 
liegen gegeniiber den Uraninbanden die des Umbelliferon nach kiirzeren, 
die des Rhodamin nach langeren Wellenlingen, so da also das 
Lumineszenzlicht des einen die Fluoreszenz des Uranin zu erregen 
vermag, die des anderen nicht, und damit kénnten die zuletzt be- 
schriebenen Versuche in dem Sinne gedeutet werden, als riihre die 
Depolarisation bei hoher Konzentration von sekundirer Fluoreszenz- 
erregung her. 

Aber wenn ein solcher Effekt auch sicher vorhanden sein diirfte, 
glauben wir doch bestimmt aus einer Reihe von Griinden nicht, da8 
er die Hauptursache des Phinomens ist. Einmal miiSte dann, da ja 
stets nur der kurzwellige Teil des Emissionsspektrums merklich 
reabsorbiert wird und somit der langwelligere Teil, auch soweit er 
direkt durch die Primarstrahlung erregt wird, vollstindig ans Auge 
des Beobachters gelangt, dieser sehr viel weniger stark depolarisiert 
werden, was tatsachlich nicht der Fall ist. Man vergleiche hierzu 
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das bereits in der Hinleitung Gesagte. Wenn man ferner zwei diinne 
Gelatineschichten, die eine sehr konzentriert, die andere nur leicht 
angefarbt, dicht aufeinander liegend derartig in den Strahlengang 
bringt, daB die letztere der Primirlichtquelle zugewandt ist, so ist die 
Depolarisation eine relativ sehr geringe, nicht wesentlich gréfer als 
es dem Anteil der zweiten konzentrierten Schicht an der primir er- 
regten Gesamtemission entspricht. Ein analoger Versuch la&t sich 
auch an der konzentrierten Umbelliferonlésung mit geringem Uranin- 
zusatz anstellen: beobachtet man den Strahlengang in einem Trog von 
groBerer Dicke, so ist die blaue Umbelliferonlumineszenz wegen der 
groBen Absorption der sie erregenden Strahlen auf eine ganz kurze 
Strecke nahe der Eintrittsstelle beschriankt, und von diesem blaulichen 
Licht angeregt, leuchtet wohl die ganze Fliissigkeit schwach im griin- 
lichen Uraninlicht; von einer ganz anderen GréSenordnung hell und 
scharf begrenzt bleibt aber die typische Uraninfluoreszenz entlang 
dem ganzen erregenden Strahl, dessen fiir die Uraninerregung wirk- 
samen spektralen Bestandteile von Umbelliferen kaum geschwicht 
werden. Und auch die zuletzt mitgeteilten Beobachtungen an Rhodamin- 
lésungen sind hier von Interesse. Das von uns verwandte Kahl- 
baumsche*) Rhodamin B gibt namlich in Glycerin selbst bei recht 
kleinen Konzentrationen, wo die Reabsorption sicher keine Rolle mehr 
spielen kann, kaum merklich polarisierte Fluoreszenz, erst bei duberster 
Verdiinnung steigt dann der Polarisationsgrad in der sonst iiblichen 
Weise. In den erwahnten Versuchen haben wir, um die Uranin- 
fluoreszenz nicht zu sehr zu verdecken eine solche ziemlich verdiinnte 
Rhodaminlésung verwandt. Warum sich verschiedene Substanzen quan- 
titativ so ungleich verhalten, vermégen wir ebensowenig zu erklaren, 
wie fiir den gesamten Komplex von Phinomenen eine zusammen- 
-fassende Deutung zu geben. Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, 
daB auch die Vernichtung der Leuchtfihigkeit selbst in konzentrierten 
Lésungen wohl teilweise, aber sicher nicht ganz durch Reabsorption 
yu erklaren ist; denn die Fluoreszenz, die sich mit steigender Konzen- 


1) Das quantitative Verhalten der einzelnen Farbstoffe scheint aufer- 
ordentlich von noch gar nicht zu iibersehenden Umstainden abzuhangen; um 
reproduzierbare Resultate zu erhalten, muS man daher mit sehr wohl definierten 
Substanzen arbeiten. So finden Wawilow und Lewschin fiir Erytrosin von 
der Badischen Anilin- und Sodafabrik ziemlich unabhangig von Art und Zahig- 
keit des Liésungsmittels, auch in Wasser, p > 30Proz.; an Erytrosin von 
Kahlbaum dagegen erhielten wir in Wasser von Zimmertemperatur p — etwa 
7,5, diesen Wert aber ebenfalls von Konzentration und Schichtdicke unbeeinflubt. 
Esrwahnt sei, da& wir an wasserigen Uraninlésungen von Zimmertemperatur auch 
bei AuBerster Verdiinnung keine Polarisation erkennen konnten. 
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tration zunichst immer mehr auf eine diinne Schicht zusammenzieht, 
verschwindet schlieBlich vollstindig und ist dann auch von der Seite, 
auf der die erregende Strahlung eintritt nicht mehr wahrzunehmen. 
AuBerlich ist dieses wiederum vollstandig analog mit dem Verhalten 
der Resonanzstrahlung etwa des Hg bei wachsender Dampfdichte. 


Zusammenfassung. 1. Bei der Messung von Polarisations- 
graden mit Hilfe eines kompensierenden Glasplattensatzes kann, wenn 
es sich um starkere Polarisation handelt, nicht die iibliche einfache 
Formel angewandt werden, sondern diese bedarf wegen des Kinflusses 
der Mehrfachreflexionen einer schnell wachsenden Korrektion. 

2. Der Polarisationsgrad des Fluoreszenzlichtes von Farbstoffen 
in zihen Lésungsmitteln bei polarisierter Erregung ist stark von der 
Konzentration abhingig: er sinkt in sehr konzentrierten Loésungen 
praktisch auf Null und strebt in verdiinnten Lésungen einem oberen 
Grenzwert zu, der von der Zahigkeit des Lésungsmittels abhangt. 

3. In ganz wasserfreiem Glycerin wurde ein Polarisationsgrad 
von. 45 Proz. erreicht; in wasserhaltigen Loésungen konnte auch bei 
tiefen Temperaturen, wobei die Zahigkeit scheinbar viel gréBer wird, 
ein derartig hoher Polarisationsgrad nie gemessen werden. 

4. Ks werden die Griinde diskutiert, warum die Depolarisation 
bei hohen Konzentrationen nicht durch Reabsorption in der Lésung 
verursacht werden kann wie bei der Resonanzstrahlung von Gasen;, 
sondern es miissen noch nicht weiter zu erklarende Stérungen durch 
die zu dicht benachbarten leuchtfahigen Molekiile angenommen werden. 


- Berlin, Physikalisches Institut der Universitit, Marz 1924. 
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Uber das Tyndallphanomen. 
Von Antonio Carrelli in Neapel. 
(Eingegangen am 24. Marz 1924.) 


Bei Durchstrahlung eines triiben Mediums mit polarisiertem Licht wird 
neben dem normalen Tyndalleffekt, dessen Intensitat ihr Maximum 
in Richtung senkrecht zum elektrischen Vektor des Primirstrahles 
besitzt, noch eine weitere tertiare zerstreute Strahlung in Richtung des 
elektrischen Vektors des Primarstrahles beobachtet; diese Strahlung 
ist betrachtlich kurzwelliger als der eigentliche Tyndalleffekt und 
ihr elektrischer Vektor schwingt parallel zur Richtung des Primar- 
strahles. 


In dieser Arbeit beschranke ich mich darauf, auf eine wichtige 
Kigentiimlichkeit des Tyndallphanomens hinzuweisen, die fast immer 
von den verschiedenen Autoren vernachlassigt wird. Tyndall be- 
merkte, da bei Beleuchtung eines triiben Mittels mit natiirlichem 
Lichte und bei Beobachtung in der Ebene senkrecht zum Primarstrahl 
das zerstreute Licht senkrecht zur Richtung des primaren Lichtbiindels 
volistandig polarisiert ist, solange die GréSe und die Konzentration 
der Kérnchen nicht zu gro wird; anderen Falles wird das zer- 
streute Licht durch ein Nicol mit elektrischem Vektor senkrecht zur 
Richtung des primaren Lichtbiindels nicht mehr ganz ausgeldscht. 
Ks bleibt dann ein Rest von Licht itibrig, das reicher an Strahlung 
von kleinen Wellenlangen ist. Tyndall nannte es ,residual blue“. 
Lord Rayleigh, der das Problem theoretisch behandelte, kam zu dem 
Schlu8, daB, wenn man die Lésung mit polarisiertem Licht durch: 
leuchtet, man bei Beobachtung in Richtung des elektrischen Vektors 
des Primirstrahles zerstreutes Licht, von schon zerstreutem Licht her- 
riihrend und daher reicher an Strahlung von kleineren Wellenlingen, 
_wahrnehmen miiSte, und solches Licht miiBte gianzlich polarisiert sein 
mit elektrischem Vektor parallel zur Richtung des primiéren Licht- 
biindels. Bei seinen Versuchen jedoch benutzte er natiirliches Licht 
und begniigte sich damit, das zerstreute Licht durch ein Nicol zu 
- beobachten. Die neueren Autoren behandeln andere Probleme und 
-nehmen sich vor, die Parameter der Teilchen im Tyndallphinomen 
herauszufinden. 

Ich habe die Frage vom makroskopischen Standpunkt aus be- 
trachten wollen und habe das Phinomen in kolloidalen Lésungen bei 
Beleuchtung mit polarisiertem Licht und Beobachtung in verschiedenen 
Richtungen analysiert. Als zerstreuendes Mittel benutzte ich, wie 

schon Tyndall und Lord Rayleigh, eine durch Zusatz einiger Tropfen 
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" Schwefelsiiure getriibte wisserige Lésung von Natriumhyposulfit. Da- 
durch genieBt man den Vorteil, mit der Zeit wechselnde Kérnchen 
zu erzielen, und unter Zusatz von Ammoniak kann der Niederschlag 
des Schwefels nach Belieben aufgehalten werden. Die Strahlung einer 
Bogenlampe ging durch ein auf einem graduierten horizontalen Kreis 
drehbares Nicol hindurch und fiel dann auf die freie Oberflache der 
Lisung. Die Lage der Polarisationsebene konnte nach Belieben ver- 
andert werden, so daB, wenn man in der Richtung senkrecht zum 
Primirstrahl beobachtete, man nach Belieben die Emission durch Zer- 
streuung senkrecht oder parallel zum elektrischen Vektor des durch- 
gehenden Lichtbiindels erhalten konnte. Folgendes kann man aus der 
nach dieser Methode ausgefiihrten Analyse feststellen: In den An- 
fangsstadien des Niederschlages (kleine und nicht zahlreiche Kérnchen) 
ist das in normaler Richtung zum elektrischen Vektor zerstreute Licht 
schwach und von blaulicher Farbung; in der Richtung parallel zum 
elektrischen Vektor ist keine wahrnehmbare Emission zu erkennen. 
Nach und nach, wenn die GréSe und die Zahl der K6rnchen zunimmt, 
beobachtet man in der ersten Richtung eine allmahlich stirker wer- 
dende Emission, und dieses Licht ist, wie bekannt, vollstandig polarisiert. 
Aber auch bei Beobachtung in der Richtung des primaren Lichtvektors 
wird eine bedeutende Emission gefunden, obwohl nicht so intensiv 
wie die andere und reichhaltiger an violettem Licht als diese. Ich 
habe mich tiberzeugen kénnen, da8 sie immer polarisiert ist, und zwar 
mit ihrem elektrischen Vektor parallel zar Richtung der Fortpflanzung 
des anregenden Lichtbiindels. Wenn man die Konzentration noch 
weiter steigert, so ist die Polarisation nicht mehr vollstindig. Ich 
habe denselben Vorgang — nur mit geringen Veranderungen in der 
Intensitét, besonders bei farbigen Substanzen — fiir zahlreiche in 
Wasser aufgeléste Stoffe, wie drei Arten Gummi, Kolophonium, Gela- 
tine, Nickelschwefel, beobachten kénnen, und man kann behaupten, 
da8 die Emission in der Richtung des primiren Lichtvektors, die 
parallel zur Fortpflanzungsrichtung des Primiarstrahles polarisiert ist, 
ein Phinomen von gréSerer Bedeutung darstellt, als die Spur von 
Depolarisation, die in dem mit polarisiertem Lichte angestellten Ver- 
suche von der Anisotropie der Kérnchen abhangig ist. 

Zur Erklarung der Erscheinung muf man sich vergegenwirtigen, 
daB, wenn die GréSe und die Konzentration der Kérnchen bedeutend 


ist, das zerstreute Licht ein sekundires Phinomen veranlaft, das man. 


in diesem Falle leicht beobachten kann. Nun hiangt das Phiinomen 
der Zerstreuung von dem Umstand ab, da8 das von den Wellen durch- 
flutete Medium nicht homogen ist und folglich Anla8 gibt zu einem 
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System von zerstreuten Wellen, die sich mit bestimmter Polarisation , 
und nach bestimmten Gesetzen ausbreiten. Nennen wir Z die Fort- 
pflanzungsrichtung des Primirstrahles und X die Richtung seines elek- 
trischen Vektors; in der Richtung Y ist das zerstreute Licht mit 
elektrischem Vektor parallel zu X polarisiert und nur in der Richtung X 
wird dieser erste Effekt keine Emission hervorrufen. Aber die Be- 
trachtung dieser Emission des primaren Tyndalleffekts erschépft nicht 
volistandig das in Frage stehende Problem, denn wenn die Verinde- 
rungen der optischen Parameter an den verschiedenen Stellen des 
Systems gréBer sind, so ist die Intensitét dieses primar zerstreuten 
Lichtes so bedeutend, daB sie zum Ausgangspunkt weiterer Zer- 
streuung wird: es mu ein sekundirer Effekt eben mit dieser 
Emission zusammenhangend auftreten. Diesen Effekt kann man nur 
in der Richtung, in welcher der primaire Effekt verschwindet, beob- 
achten, und so muf sich eine Zerstreuung lings der X-Achse ergeben. 
Das ist, wie schon gesagt, dadurch bedingt, daf das Mittel nach allen 
Richtungen hin von abgebeugten Wellen durchzogen wird. 

Welches wird nun die Richtung des elektrischen Lichtvektors 
des zerstreuten Lichtes langs X sein? Da fiir das in der Richtung Y 
zerstreute Licht der elektrische Vektor parallel zu dem des erregenden 
Lichtes, also senkrecht zur Richtung der Lichtfortpflanzung und parallel 
zur Richtung X liegt, in welcher es keine Emission gibt, darf man 
folgerichtig annehmen, da der elektrische Vektor der sich langs X 
fortpflanzenden Energie auch wieder senkrecht zu der Richtung der 
primar zerstreuten Wellen, die jene weitere Zerstreuung bedingen, 
orientiert sein muS, und weiter parallel zu einer Richtung, in welcher 
wegen primiren Effekts keine Emission stattfindet. Aber in einer 
Ebene senkrecht zur X-Achse gibt es nur eine Richtung, die diese 
beiden Bedingungen erfiillt, eben jene parallel zur Z-Achse; diese 
Richtung steht sowohl normal zur Richtung Y, in der man das Maxi- 
mum der primaren Emission vorfindet, als sie auch die einzige unter 
jenen der betreffenden Ebene ist, langs welcher man kein primar zer- 
streutes Licht hat, da es die Richtung der Fortpflanzung des primaren 
Lichtbiindels ist. In der Tat ist das lings der Y-Achse emittierte 
Licht gem&S den experimentellen Ergebnissen parallel zur Z-Achse 
vollkommen polarisiert, Wenn man ferner die Giiltigkeit von Lord 
Rayleighs Gesetz iiber die Verteilung der Intensitaét annimmt, zeigt 
es sich deutlich, wie Lord Rayleigh schon feststellte, daB die relative 
Intensit&t des residual blue proportional 1/48 sein mul. 

Es muB8 schlieBlich noch erwahnt werden, daS man bei diesem 
Effekt eine Anwendung des Prinzips der Symmetrie von Curie an- 
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_trifft, weil die Symmetrie der Ursache in den Ergebnissen wieder- 
kehrt. Die Ursache ist in der Tat in diesem Fall ein polarisiertes 
Lichtbiindel, das als Symmetrieelement eine polare Achse: Richtung 
der Lichtfortpflanzung und zwei verschiedene Ebenen, die des elektri- 
schen und die des magnetischen Vektors hat. Soleche Elemente findet 
man auch in der von mir analysierten Emission wieder, indem diese 
in zwei Ebenen ganzlich verschieden ist. Die Polaritét der Achse ist 
hier dadurch gekennzeichnet, daf die Qualitét des zerstreuten Lichtes 
von der Dicke der durchleuchteten Schicht abhingt. Das von einem 
polarisierten Lichtbiindel durchleuchtete heterogene Medium besitzt 
somit infolge des Tyndallphinomens in seinem optischen Verhalten 
die Symmetrie eines Kristalls der pyramidalen Klasse des rhombischen 
Systems. 


Physikalisches Institut der Universitat Neapel, Marz 1924. 
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Strahlungsgesetz und Intensitat von Mehrfachlinien. 
Von L. 8. Ornstein und H. C. Burger in Utrecht. 
(Kingegangen am 25. Marz 1924.) 


Die Messungen der Intensitaét von mehrfachen Spektrallinien ist von 
Burger und Dorgelo in einigen einfachen Regeln zusammengefaBt 
worden. In dieser Arbeit werden die Intensititen in Beziehung ge- 
bracht zu dem statistischen Gewichte der Zusténde und zu dem 
Begriffe Aus- und Einstrahlungswahrscheinlichkeit, welche von 
Einstein in die Strahlungstheorie eingefiihrt worden sind. Die 
genannten Regeln, betreffend die Intensitaéten, sind dann als eine 
einfache Beziehung zwischen den Ausstrahlungswahrscheinlichkeiten 
(bzw. Einstrahlungswahrscheinlichkeiten) zu verstehen. 


1. Die Messung der Intensitaét der Komponenten von mehrfachen 
Spektrallinien 1) hat zu Resultaten gefiihrt, die in einfacher Form in 
einigen empirischen Regeln zusammengefaft werden kénnen2). Die 
theoretische Bedeutung dieser Regeln soll in dieser Arbeit behandelt 
werden. Vorlaufig nehmen wir an, da die Frequenzen der Kom- 
ponenten einer Mehrfachlinie nur sehr wenig verschieden sind und 
als gleich betrachtet werden kénnen. 

Wir denken uns Atome, die mehrfache Spektrallinien emittieren, 
z. B. Alkaliatome, die mit schwarzer Strahlung im Gleichgewicht sein 
kénnen. In der Hauptserie entstehen die Doppellinien, wenn ein 
Atom aus dem Zustand p, bzw. p. in den Zustand s fallt. Wir 
nehmen an, da die Intensitaten der Linien sp, und sp,, welche dabei 
emittiert werden, das Verhiltnis 2:1 haben, wie es fiir diese Linien 
im Flamm- und Bogenspektrum gefunden ist. Zum richtigen Ver- 
stindnis dieses Intensitétsverhiltnisses bemerken wir, da die Inten- 

sitit 7 einer Spektrallinie das Produkt dreier Faktoren ist. Sei N 
die Zahl der Atome, welche sich in einem Zustande befinden, der 
fiir die betreffende Emission Anfangszustand ist, und sei Adt die 
Wabrscheinlichkeit, da8 ein Atom aus diesem Anfangszustand durch 
Emission der betreffenden Spektrallinie in einen anderen Zustand 
iibergeht, so ist: 
(aa hy. NA (1) 
die Intensitit dieser Spektrallinie. Da die Werte von v fiir die ver- 
schiedenen Komponenten der Mehrfachlinie als gleich angenommen 
werden, so sind die verschiedenen Werte von ¢ zuriickzufiihren auf 


1) H. B. Dorgelo, ZS. f. Phys. 22, 170, 1924. 
2) H. 0. Burger und H. B. Dorgelo, ebenda 28, 258, 1924. 
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einen Unterschied von N und A fiir diese Komponenten. Fiir die 
Zahl N der Atome in einem bestimmten Zustande wenden wir, da 
wir einen Zustand vom Strahlungsgleichgewicht betrachten, das Max- 
well-Boltzmannsche Gesetz an. Bezeichnen wir mit ¢ die Energie 
des Zustandes und mit g sein statistisches Gewicht und sei C eine 
belanglose Konstante, so gilt nach diesem Gesetz: 


é 

N =C ge *T. (2) 
Wir betrachten aber vorliufig nur Zustande von fast derselben Energie, 
also ist N proportional dem Gewicht g1). Die Intensitat einer Spektral- 
linie ist daher proportional dem Produkt gA von Gewicht und Uber- 
gangswabhrscheinlichkeit. _Das Verhaltnis 2:1 der Intensitaten der 
Linien sp, und sp, bedeutet also, dafS das Produkt gA fiir beide 
Linien dieses Verhaltnis hat. 

Fiir das statistische Gewicht kann man ganzzahlige Relationen 
erwarten. Man kann g betrachten als die Zahl der Méglichkeiten 
zur Realisierung des Zustandes des Atoms, und hat zur Bestimmung 
dieser Zahl die Wirkung eines 4uBeren Feldes zur Hilfe genommen. 
Bekanntlich gibt es bestimmte quantenhaft orientierte Lagen, welche 
ein Atom in einem Felde, z. B. in einem Magnetfelde einnehmen kann, 
und die Zahl ist proportional dem totalen Impulsmomente des Atoms, 
falls 'man h/2” als Einheit wahlt. Das Gewicht g ist also propor- 
tional dem Impulsmoment des Atoms und fiir diese Gréfe hat man 
schon friiher eine Beziehung zur inneren Quantenzahl angenommen 2). 
Wir nehmen an, da die inneren Quantenzahlen, die fiir die Inten- 
sititen von Komplexstrukturen mafSgebend sind, das Impulsmoment 
des Atoms und daher auch das statistische Gewicht angeben$), Fiir 
die Hauptserie verhalten sich also die statistischen Gewichte der 
Zustinde p, und p, wie 2:1; dies Verhaltnis ist es, das die Inten- 
sititen bestimmt. Hieraus folgt aber die wichtige Eigenschaft der 
Wahrscheinlichkeiten A: 

Die Wahrscheinlichkeiten eines spontanen Uberganges vom Zu- 
stand p, nach s und von p, nach s sind gleich; die Ubergangswahr- 
scheinlichkeit ist von der inneren Quantenzahl unabhingig, 

Wenden wir uns nun zu den Linien, welche Ubergingen von 
dem gleichen Anfangszustande in verschiedene Endzustande ent- 


1) Auch wenn kein Gleichgewicht existiert, ist die Konzentration eines 
Zustandes in erster Instanz durch sein statistisches Gewicht gegeben. 

*) Die Zahl der verschiedenen midglichen Lagen ist bei Gebrauch der 
Sommerfeldschen und der Landéschen inneren Quantenzahlen dieselbe. 


3) Herr Prof. Sommerfeld hat schon vor einiger Zeit brieflich hierauf 
hingewiesen. 
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sprechen, z. B. die Linien der scharfen Nebenserie p,s und Pos, deren 
Intensitéten sich wie 2:1 verhalten. Hier kénnen keine Konzentra- 
tionen der emittierenden Atomarten die Intensititen erklaren; das 
Intensitatsverhaltnis ist gleich dem Verhiiltnis der Konzentrationen 
der Atome im Endzustand. Die Anzahl der Atome in den End- 
zustanden p, und p, sind aber fiir die Absorption der Linien p, s 
und p.s maSgebend, und es ist daher angebracht, die Beziehung 
zwischen der Ausstrahlungswahrscheinlichkeit 4 und der Absorptions- 
wahrscheinlichkeit B zu verwenden. In seiner bekannten Arbeit iiber 
das Strahlungsgesetz hat Einstein‘) gezeigt, daB ein Atom, das in 
zwei Zustanden 1 und 2 bestehen kann, nur dann mit Strahlung im 
Gleichgewicht sein kann, wenn fiir A und B und die Gewichte g, 
und g. die nachfolgende Gleichung besteht: 


82 
nA =~, hvBg,. (3) 


g, ist das Gewicht vom Anfangszustand, g, vom Endzustand. Fiir 
uns ist wichtig, daB die Produkte g,A und g,B proportional sind. 
Das erste Produkt gibt die Intensitat der Emissionslinie an und das 
Verhaltnis 2:1 dieser Linien ist also auch das Verhiltnis von g, B 
fiir die Absorptionslinien p,s und p,s. Die Zahl der Absorptions- 
akte, welche von p, bzw. ps nach s fiihren, verhalten sich nach EKin- 
stein bei derselben Strahlungsdichte wie die Produkte g,B. Die 
Gewichte g, der Zustiinde p, und p, verhalten sich wie die inneren 
_ Quantenzahlen, d. h. wie 2:1, also sind die Einstrahlungskonstanten B 
gleich. Die Wahrscheinlichkeit B, um von einem Zustande p durch 
Einstrahlung in einen ebensolchen Zustand s tiberzugehen, ist von 
der inneren Quantenzahl des Anfangszustandes unabhangig. 

Wir betrachten jetzt eine beliebige Mehrfachlinie, deren Kom- 
ponenten Uberginge darstellen zwischen verschiedenen Anfangs- und 
Endzustanden des Atoms. Die Messung hat gelehrt, daS die Inten- 
sititen dann eine einfache Gesetzmibigkeit zeigen, welche auch als 
Eigenschaft der Sprungzahlen betrachtet werden kann: 

Die totale Zahl der Spriinge von einem Anfangszustande nach 
mehreren Endzustinden, welche nur in ihrer inneren Quantenzahl 
unterschieden sind, ist der inneren Quantenzahl des Anfangszustandes 
proportional (A). 

Die totale Zahl der Spriinge aus mehreren Anfangszustinden, 
welche nur in ihren inneren Quantenzahlen unterschieden sind, ist 
der inneren Quantenzahl des Endzustandes proportional |B] ?). 


1) A. Hinstein, Phys. ZS. 18, 121, 1917. 
2) H. OC. Burger und H. B. Dorgelo, 1. ¢., Regel HI und IV. 
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Die erste dieser Regeln fiihrt uns zu der Folgerung, daB die 
Summe der Produkte g A fiir ein bestimmtes Anfangsniveau mit der 
inneren Quantenzahl dieses Niveaus proportional ist. Da aber g 
gerade mit dieser Zahl identifiziert werden muB, so folgt: 

Die Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten A von einem 
Anfangsniveau nach verschiedenen Endniveaus, die sich nur durch 
ihre innere Quantenzahl unterscheiden, ist von der inneren Quanten- 
zahl des Anfangsniveaus unabhangig. 

Eine abnliche Regel 148t sich aus (B) ableiten, wenn man die 
Beziehung (3) verwendet, die ausdriickt, daS Strahlungsgleichgewicht 
von den betrachteten Atomen und schwarzer Strahlung méglich sein 
muB. Die Sprungzahlen, von denen (B) spricht, sind die Produkte 
g, A, und diese sind nach (3) durch die Produkte g,B zu ersetzen. 
So bekommt man fiir die totale Sprungzahl von verschiedenen Niveaus 
nach einem anderen eine Summe von konstantem B, multipliziert mit 
dem gemeinsamen Gewicht g, des unteren Niveaus. Da dieses Ge- 
wicht mit der inneren Quantenzahl des Niveaus identisch ist, und 
die Summe der Intensitéten nach (B) mit der inneren Quantenzahl 
proportional ist, so folgt: 

Die Summe der Einstrahlungswahrscheinlichkeiten B von einem 
Niveau nach verschiedenen héheren Niveaus, die nur durch ihre inneren 
Quantenzahlen verschieden sind, ist von der inneren Quantenzahl des 
energieirmeren Anfangsniveaus unabhangig. 

Um die Beziehungen, die wir gefunden haben, formelmiBig aus- 
zudriicken, bezeichnen wir die inneren Quantenzahlen der Anfangs- 
niveaus mit j und die der unteren Niveaus mit J; es seien g; und g 
die Gewichte der Zustande mit diesen Quantenzahlen. Die Inten- 
sitat einer Emissionslinie ist dann proportional 9;A4j1, und zwischen 
den Emissions- und Absorptionskonstanten A;; und B;; und derselben 
Komponente besteht nach (3) die Beziehung: 


8a 
95 Aji = oc hv? gy By;. (3a) 


Die Frequenz v ist in erster Naherung von den inneren Quanten- 
zahlen 7 und J unabhangig und ist durch die totale Quantenzahl n 
und die azimutale Quantenzahl k bestimmt. Wir haben nun ge- 
funden, dafi die Summe: 


A= > Aji, (4) 


ausgedehnt tiber alle Werte von 1, die méglich sind, von J unab- 
hangig ist. Es ist also A eine Emissionskonstante, die fiir die ganze 
Mehrfachlinie charakteristisch ist; A ist. die Wabrscheinlichkeit, daB 
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eine Emission stattfindet von einem der hdheren Niveaus nach irgend 
einem der unteren. 


E ist: 
benso ist pee y Bia (5) 
j 


unabhingig von 7 und hat die Bedeutung einer Absorptionskonstante, 
die fiir die ganze Mehrfachlinie charakteristisch ist, ohne Hinsicht 
auf die Komplexstruktur. 

Aus (3a) folgt durch zweifache Summation nach j und 1: 


- 8x 
AXg; —— ee BEE 2. (6) 
j 
Bezeichnet man noch ~ 93 mit g, und 9 mit Js, so bekommt man 


wieder die Beziehung (3), die fiir eine Late Linie gilt. g, und gs 
sind die totalen statistischen Gewichte von Anfangs- und Endzustand, 
und diese bestimmen fiir eine Mehrfachlinie das Verhaltnis von A 
und B in derselben Weise, wie die Gewichte der einfachen Niveaus 
fiir eine einfache Linie. Man kann yon der Trennung der oberen 
bzw. unteren Niveaus abstrahieren und die Mehrfachlinie als eine 
einfache Linie betrachten; es gilt dann fiir sie dieselbe Formel (3). 

Die modellgemaBe Erklarung der behandelten Eigenschaften der 
Emissions- und Absorptionskonstanten ist uns zurzeit noch nicht még- 
lich. Nur in einem Falle ist eine qualitative Erklarung mdglich. 
Wenn ein Atom aus zwei verschiedenen Zustainden p, und p, in den 
Zustand s zuriickfallen kann, ist die Wahrscheinlichkeit eines solchen 
Uberganges von der inneren Quantenzahl unabhingig. Betrachtet 
man nun die Bahnen des Leuchtelektrons in den Zustinden p, und 
Po, 80 miissen sie sehr dhnlich sein. Der Rumpf ist, wie man an- 
nimmt, in beiden Zustiinden zwar anders orientiert, aber hat dieselbe 
Struktur; die Bahn des Leuchtelektrons mu daher, wenigstens an- 
nihernd, dieselbe Form haben. Wird die Bewegung des Leucht- 
elektrons harmonisch analysiert, so bekommt man also fiir p,; und po 
dieselben Koeffizienten und es ist korrespondenzgemaB zu erwarten, 
daB die Ubergangswabrscheinlichkeiten nach demselben Zustand s fiir 
p, und py dieselben sein sollen. 

Eine Verallgemeinerung dieses Gedankens fiir den komplizierteren 
Fall, in dem Anfangs- und Endniveau mehrfach sind, zeigt, da die 
totale ,,Explosionswahrscheinlichkeit“ 1) von der inneren Quantenzahl 
unabhingig ist. Korrespondenzgema& bedeutet das, daB die Fourier- 
schen Koeffizienten der Anfangsbahn, die fiir die verschiedenen Anfangs- 


1) Mit Explosion wird nicht ein Auseinanderfallen gemeint, sondern ein 
_ Labilwerden und Zusammenbrechen der bestehenden Konfiguration. 
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niveaus gleiche Gestalt und daher gleiche Fouriersche Koeffizienten 
hat, fiir die totale Explosionswahrscheinlichkeit des Atoms mabgebend 
ist; die Endbahn bestimmt in einer bis jetzt unbekannten Weise das 
weitere Schicksal des explodierten Atoms. 

2. Im vorangehenden haben wir angenommen, da die Trennung 
der mehrfachen Niveaus so gering war, da§ die Frequenzen der Kom- 
ponenten gleich genommen werden konnten. Wir lassen nun diese 
Annahme fallen und schreiben daher fiir Gleichung (6): 


82x 
G Aji = ye VNB. (6a) 


Leider bestehen’ noch keine sicheren experimentellen Daten fiir die 
Intensititen von Komplexstrukturen mit weiter Trennung, und daher 
beschrinken wir uns auf den Fall der scharfen Nebenserie ps, in 
dem der Index j nur eines Wertes fahig ist. Die beiden Glieder 
von (6a) geben die Sprungzahl der Komponenten, und diese ware 
bekannt, wenn man die Absorptionskonstante B fiir die Zustande p, 
und p, berechnen kénnte, denn die Gewichte g; sind schon bekannt. . 
Nun 1a8t sich die Absorptionswahrscheinlichkeit zwar nicht mit Sicher- 
heit angeben, aber folgende Uberlegung kann uns doch etwas tiber 
diese GréBe lehren. 
Sei @ die Strahlungsdichte, dann ist: 


oBdt 


die Wahrscheinlichkeit einer Absorption in der Zeit dt. Zur Berech- 
nung dieser Wahrscheinlichkeit stellen wir uns auf die Basis der 
Lichtquanten und bemerken, daS die Absorption stattfindet, wenn ein 
Atom von einem Lichtquant getroffen wird und iiberdies das Licht- 
quant aufnimmt. Die Wahrscheinlichkeit a des letzten Ereignisses 
kann von dem Bau des Atoms und von seiner Lage abhingen. Wir 
nehmen aber an, daf ow nicht von der inneren Quantenzahl des vom 
Lichtquant getroffenen Atoms abhangt. Sei » die Zahl der Quanten 
von der betreffenden Frequenz, so ist die Wahrscheinlichkeit eines 
Treffens von Quant und Atom proportional » und proportional einer 
Gréfe, die mit der Wirkungssphiare des Lichtquants zusammenhangt 


: e 
und gleich 43 = p2 eesetzt werden kann1). Sei OC ein von der 
Frequenz unabhangiger Faktor, so bekommt man: 


oB = Cui. (7) 


1) L. 8. Ornstein und H. O. Burger, ZS. f. Phys. 20, 345, 1924. 
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Da die Energie eines Quantes hy ist, besteht die Beziehung 


o = hrn, 
und man findet: 


Die Wahrscheinlichkeit einer Absorption ist fiir die verschiedenen 
p-Niveaus umgekehrt proportional der Frequenz der absorbierten 
Linie. In (6a) ist also fiir die verschiedenen Komponenten v;}, B); 
gleich und die Sprungzahl g;A;; ist proportional g. Fiir die Sprung- 
zahl gelten also die ganzzahligen Beziehungen, die durch den Wert 
von g, bestimmt werden; die Intensitaéten der Linien p,s und p,s 
verhalten sich nicht wie 2:1, sondern wie 2¥,:7,, wenn v, und Vv, 
die Frequenzen von p,s bzw. p,s darstellen. Fiir Triplettsysteme be- 
kommt man eine 4hnliche Regel. Das Experiment mu8. entscheiden, 
ob dies wahr ist; die Bestatigung unserer letzten Behauptung wire 
auch eine Bestitigung der Annahme, daS die Ubergangswahrschein- 
lichkeit eines von einem Lichtquant getroffenen Atoms von dessen 
innerer Quantenzahl unabhangig ist. 


Utrecht, Physik. Institut d. Univ., Marz 1924. 
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Uber Reste einer Spiralstruktur in Sternhaufen}). 
Von P. ten Bruggencate in Minchen. 
Mit fiinf Abbildungen. (Eingegangen am 25. Marz 1924.) 


Eine Untersuchung des offenen Sternhaufens Messier 37 hat er- 
geben, daB sich bei den B- und A-Sternen des Haufens eine deut- 
liche Spiralstruktur erhalten hat. 


Die zuerst von Shapley gefundene Tatsache *), daB die Riesen- 
sterne in den Kugelhaufen um so heller sind, je réter ihre Farbe ist, 
verlangt fiir die Sterne eines Kugelhaufens einen gemeinsamen Ur- 
sprung anzunehmen. Ks ist die gleiche Erscheinung wie bei einem 
Doppelstern, bei dem die beiden Komponenten gleichzeitig entstanden 
sind, die mit kleinerer Masse sich aber rascher entwickelt hat. Im 
Sternhaufen bleiben die groBen Massen noch im friihen Riesenstadium; 
die kleinen Massen durchlaufen ihre Entwickiung rascher, — haben 
deshalb schon die blaueren Spektralklassen erreicht. 

Dieses Shapleysche Phainomen findet sich auch bei einigen 
offenen Haufen, wie z. B. bei Messier 37) und Messier 114). Auch 
hier miissen wir auf gemeinsamen Ursprung der Haufensterne 
schlieBen. Freilich kénnen diese beiden Haufen, die in MilchstraBen- 
wolken liegen, auch manche eingefangenen Sterne enthalten, was 
sogar wahrscheinlich ist, da das Phanomen bei weitem nicht so 
deutlich hervortritt wie bei den Kugelhaufen Messier 13 und 
Messier 3. 

Die Annahme eines gemeinsamen Ursprungs der Sterne eines 
Kugelhaufens und mancher offener Haufen weist auf das Studium 
der Vergangenheit der Haufen hin. In dieser Hinsicht ist es von 
Wichtigkeit, die Anordnung der Sterne verschiedener Helligkeit oder 
Spektren in den Haufen zu studieren. Die Hinweise von Freund- 
lich und Heiskanen®) auf Reste einer Spiralstruktur in Messier 13 
bei den B-Sternen sind in diesem Zusainmenhang ebenfalls sehr wert- 
voll, wird dadurch doch etwas iiber vorhandene Sternstrémung aus- 
gesagt. 

Um einen ersten Uberblick iiber die Verteilung der hellen und 
schwachen Sterne in einem Kugelhaufen zu erhalten, habe ich nach 


1) Abschnitt aus der Miinchener Dissertation. 

2) Mt. Wilson Contr. 116. 

3) y. Zeipel, Kung]. Svenska Vet: Akad. Handl. 61, Nr. 15. 
*) Shapley, Mt. Wilson Contr. 126. 

5) ZS. f. Phys. 14, 226, 1923. 
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den Bonner Katalogen fiir Messier 3 und Messier 15 die hellen und 
und schwachen Sterne fiir sich auf Millimeterpapier in kleinem Maf- 
stab aufgezeichnet (Fig. 1 bis 4). Die Diagramme zeigen bei den 
schwachen Sternen aufs deutlichste die’ elliptische Anordnung, und 


Fig. 1. Fig. 2. 
Messier 3:150 helle Sterne. Messier 3:270 schwache Sterne. 


Fig. 3. Fig. 4. 
Messier 15:110 helle Sterne. Messier 15: 760 schwache Sterne. 


mit groBer Sicherheit kann die Richtung der groBen Achse geschatzt 
werden. Die Figuren stellen nur den innersten Kern der Haufen 
dar. Sie sind keine direkten Bilder der Haufen am Himmel, denn 
die A. R. wachsen von links nach rechts. — Betrachten wir die 
hellen Sterne an Hand der Diagramme, so sieht man — vor allem 
bei Messier 3 —, da® sie Reste einer Spiralstruktur zeigen. Diese 
-Figuren haben ich guerst auf diese Tatsache hingewiesen. Bei 
‘Messier 3 ist es wahrscheinlich, dab die Verbindungslinie der beiden, 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 4 


50 P. ten Bruggencate, 


cinander gegeniiberliegenden Loslésungspunkte der Spiralarme in die 
Richtung der groBen Achse des Haufens fallt, wie es die Theorie 
von Jeans erfordern wiirde. Bei Messier 15 scheint schon ein viel 
ausgeglichenerer Bewegungszustand zu herrschen. Zur genaueren 
Untersuchung enthalten jedoch die Bonner Kataloge zu wenig Sterne, 
und dann ist auch die Trennung zwischen hellen und schwachen 
Sternen eine sehr willkiirliche. Daher habe ich die Reste einer Spiral- 
struktur naher verfolgt beim Haufen Messier 37, der allerdings schon 
zur Gruppe der offenen Haufen gehért, aber doch noch das Shapley- 
sche Phinomen zeigt. Fir diesen existiert ein umfangreicher Katalog 
von v. Zetpel und Lindgren}). 

Der Untersuchung liegt der folgende Gedanke zugrunde: Die 
Fig. 5 gibt in schematischer Weise eine Spiralstruktur wieder. Ich 
teile nun den Haufen in eine Anzahl kon- 
zentrischer Ringe ein. Fiir jeden Ring 
wird gesondert die Richtung der Haupt- 
tragheitsachse bestimmt. Da in~jedem 
Ring die Hauptmasse der Sterne jeweils 
in den Spiralarmen liegt, so ist klar, daB 
die Haupttragheitsachse sich gleichsinnig 
drehen mu$, wenn man von den inneren 
Ringen zu den AuBeren iibergeht. Die 
B- und A-Sterne sind in Messier 37 durch- 
schnittlich die hellsten, und, nach den Er- 
fahrungen im Sternsystem, die massigsten. 
Bei ihnen miiBte sich somit am ehesten 
noch eine spiralartige Struktur im Verlauf der Entwicklung erhalten 
haben. Fiir sie habe ich daher die Rechnungen durchgefihrt. 


Der Haufen wurde in vier konzentrische Ringe eingeteilt. Es 
besteht der Ring 


Fig. 5. 


I aus den y. Zeipelschen Ringen 1 und 2, 


i n n n ” n 3, a; 5 ? 
U1 n ” n ” ” 6, 7, 8 ? 
LA, Meaiegt oo, = . ee ee 


Aus zwei Griinden wurde hier abgebrochen, obwohl y. Zeipels 
Katalog 15 Ringe enthilt: 1. Weil in den spiteren Ringen nicht 
mehr alle Farbenindizes angegeben sind, und 2. weil in diesen 
auBersten Ringen eine starke Vermischung der Haufensterne mit den 
Sternen der Aurigawolke zu erwarten war, wodurch eine Stérung der 
wirklichen Haufenstruktur zu befiirchten ist. Fiir jede der vier Ring- 


1) Kungl. Svenska Vet. Akad. Handl. 61, Nr. 15. 
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zonen wurde gesondert die Richtung der Haupttragheitsachse be- 
(3timmt, und zwar nach der bekannten Formel: 

20,, 

6;—= 6, 

Hier ist « der Richtungswinkel der Haupttrigheitsachse gegen die 
.2-Achse; @,, ist das Deviationsmoment, 6, das Tragheitsmoment in 
bezug auf die y-Achse, 9, dasjenige in bezug auf die x-Achse. Wir 
stellen hier die Ergebnisse der Rechnung zusammen: 


ig20 = 


Ringe von | Zahl der B- a 
Zeipel |und A-Sterne 

ie a: | 126 50° 58/ 

ass er ae 236 75 24 

Geiss" | 194 a 94° 6 

9.40, -41, | 195 96 15 


Geht man vom Zentrum des Haufens nach auBen, so dreht sich 
die Haupttracheitsachse im entgegengesetzten Uhrzeigersinn. Diese 
gleichgerichtete Drehung zeigt, daB sogar in den offenen Haufen 
Reste einer Spiralstruktur zu finden sind. Jedenfalls ist durch diese 
Untersuchungen gezeigt, da& in den Sternhaufen, auch im Zentrum, 
noch keine stationaren Zustande erreicht sind. 
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Normaler Kathodenfall der Glimmentladung 
und Ablosearbeit der Elektronen. 


Von A. Giinther-Schulze in Charlottenburg. 
Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 3. April 1924.) 


Zwischen dem normalen Kathodenfall V, an einem Metall und 

der Ablésearbeit g der Elektronen besteht die einfache Beziehung 

V,, = ©.9, wobei die Konstante C fiir das benutzte Gas charak- 
teristisch ist. 


In einer Veréffentlichung+), in der ich den Versuch machte, 
GesetzmaBigkeiten der Glimmentladung aufzudecken, habe ich den 
normalen Kathodenfall zu dem elektrochemischen Normalpotential der 
Metalle in Beziehung gesetzt. Es hatte naher gelegen, den normalen 
Kathodenfall mit der Ablésearbeit der Elektronen zu vergleichen, 
denn, wenn die Glimmentladung dadurch zustande kommt, daf die 
vom Glimmlicht ausgehenden Kationen durch den Kathodenfall eine 
solche Energie erhalten, da sie von der Kathode Elektronen ab- 
zuspalten vermégen, so ergibt sich ohne weiteres die Vermutung, 
da8 in ein und demselben Gase der normale Kathodenfall der Ab- 
lésearbeit der Elektronen proportional ist. Ich konnte diesen Weg 
jedoch damals nicht beschreiten, da mir keine hinreichenden Werte 
fiir die Ablosearbeiten zu Gebote standen. 

Inzwischen ist nun eine sehr wichtige Arbeit itiber den normalen 
Kathodenfall in Luft von A. Schaufelberger?) aus dem Ziiricher 
Institut hervorgegangen, in der nicht nur gezeigt wird, da8 der nor- 
male Kathodenfall in Luft durch Beseitigung der letzten Spuren von 
Wasserdampf nicht unbetrachtlich erhéht wird, sondern in der auch 
die gemessenen stérungsfreien normalen Kathodenfille der Luft mit 
den von I. Langmuir’) mitgeteilten Ablésearbeiten verglichen sind. 
Schaufelberger schreibt dazu: ,Man bemerkt einen parallelen Gang 
von p und Vxq, so da8 gréBerem g im allgemeinen auch ein gréBeres 
Vig entspricht.“ Ferner haben Holst und Oosterhuis‘) ein ana- 


1) A. Giinther-Schulze, ZS. f. Phys. 20, 1, 1923. 
*) A. Schaufelberger, Ann. d. Phys. 78, 21, 1924. 
3) I. Langmuir, Trans, Amer. Electrochem, Soc, 29, 125, 1916. 
*) G@. Holst und Oosterhuis, Physica 1, 78, 1921. 
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loges Verhalten fiir den Kathodenfall verschiedener Metalle in Neon 
| gefunden. 

Nun liegen zweifellos die Werte fiir den normalen Kathodenfall 
‘in den verschiedenen Gasen noch nicht derart fest, da8 man voll- 
|Kommen sichere Schliisse darauf aufbauen kann, andererseits aber 
sind die Erscheinungen der Glimmentladung so verwickelt, daB jeder 
Versuch, in ihnen GesetzmaBigkeiten zu finden, unternommen werden 
mu8. Deshalb sind in der folgenden Tabelle 1 die Quotienten J, 


Tabelle 1. C 


| 


“i fiir verschiedene Gase und Kathodenmetalle. 


Ne Luft 
Metall p || He | Ne | Holstu. Ar N H Luft | Schaufel-| H,O 

Oosterhuis) berger 
Na . . | 1,82] 44,0 | 41,2 47,2 | — |(97,8%)|(101,52)|. — 3 = 
Mg .. ||2,7 |46,3|45,2| 40,8 /|58,6/77,8 | 68,3 | 88,9 91,5 98,2 
Al. . . 3,0 |.51,0/ 48,3 43,3 50,0| 71,7 | 64,0 |80,7|  100,7 | 107,0 
Yn. . ||3,4 | 421} — iss 45,6| 74,1 | 68,5 |86,0/ 109,4 | 108,8 
We--2 . 3,7 1485) — 37,9 44,9| 69,8 | 67,6 | 78,7 98,2 | 107,7 
Cu. . . 4,0 | 44,2| 55,2 37,6 38,8/ 61,0 | 74,8 | 70,5 93,8 | 101,2 
Bo .-. 4,1 |89,5| — 39,1 | — | 62,0 | 73,4 |74,4| 104,3 | 106,5 
Pt. . . 4,4 |137,1/ 34,6 —  |36,8)53,0 | 68,2 | 78,7 96,7 | 97,8 
ee. 8 43,9 —|— == — == == 
Mittel . || — | 43,5 | 44,9 41,5 45,8 | 67,1 68,5 | 79,0 99,2 103,9 


fiir alle Kombinationen von Gas und Metall gemaiB Tabelle 3 meiner 
friiheren Arbeit gebildet, fiir die beide Werte bekannt sind. Ferner’ 
ist mit den Werten von Schaufelberger und von Holst und Ooster- 
huis in der gleichen Weise verfahren. Endlich sind folgende eigenen 
ad hoc ausgefiihrten Messungen des normalen Kathodenfalles in Wasser- 
dampf hinzugefiict. 


Metall | Kathodenfall Metall | Kathodenfall 
i as 265 V Pilg: om 430 V 
AU bok ce 321 V’ OW aie ea 405 V 
Zn aos 370 V Yee cgi Sat 437 V 
Fe ca 399 V 


Fiir die Gase Ne nach Holst und Oosterhuis, Wasserstoff 
nach Tabelle 3, Luft nach Schaufelberger und H,O nach den vor- 
‘stehend angegebenen Werten ist auBerdem der Zusammenhang zwischen 
Y,, und g graphisch in Fig. 1 eingetragen. 


i Tg mars ity 
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Tabelle 1 und Fig. 1 zeigen nun, da8 sich bei simtlichen be- 
riicksichtigten Gasen die Punkte zwanglos durch eine gerade Linie 
verbinden lassen, die durch den Nallpunkt. geht, wenn bei N und 
H die an Na erhaltenen Werte weggelassen werden. Hs ist also bei 
simtlichen Gasen i= Oe (1) 


wenn JV, der normale Kathodenfall, C eine das betreffende Gas 
charakterisierende Konstante und g die Ablésearbeit der Elektronen 


Ablosearbet 
Vo/t 


0 100 DDO 300 400 Volt 
Normaler Kathodenfal/ 
Fig. 1. 

ist. Nur bei N zeigt sich ein gewisser Gang in den Werten, die 
Kathodenfalle der unedleren Metalle sind zu groB. Es besteht des- 
halb der Verdacht, daB8 die bisher gemessenen Kathodenfalle bei 
Stickstoff an den unedleren Metallen, vor allem an Na zu grof be- 
funden sind, und es ware experimentell zu priifen, ob durch ioni- 
sierten Stickstoff auf der Kathodenoberflaiche gebildete Nitride den 
Kathodenfall sekundar in die Héhe treiben. Eine starke Nitridbildung 
in N auf Natriumkathoden ist in der Literatur verschiedentlich er- 
wihnt worden. Aus entsprechenden Griinden erscheinf auch der 
Kathodenfall an Natrium in Wasserstoff zu hoch. 

Ermittelt man die Konstante C der Gleichung (1) in der Weise, 
dafi man fiir jedes Metall, fiir das V, und gm bekannt sind, C be- 
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rechnet, und aus allen so erhaltenen Werten fiir die einzelnen Gase 
das Mittel nimmt, so ergibt sich folgendes: 


Gas 6) 
| 
TG ene, so 43,5 
Ne Zgeite, oh '. || 44,9 || (Tabelle 3) 
Newaene ot 41,5 | (Holst u. Oosterhuis) 
AT peers cos 45,8 
ie 7 67,1 | (Na-Wert weggelassen) 
> 68,5 | . 
Lutte i. « 79,0 || (Tabelle 3) 
eS a ee 98,8 || (wasserdampffrei nach Schaufelberger) 

Wasserdampf . || 103,9 


Eine Priifung der Gleichung (1) fiir weitere Gase, insbesondere 
fiir den durch Atomgewicht und Kathodenfall eine extreme Stellung 
eimmehmenden Quecksilberdampf ist sehr erwiinscht. 

Daraus, daB zwischen Kathodenfall und elektrochemischem Normal- 
potential einerseits, Kathodenfall und Abldsearbeit andererseits ein 
enger zahlenmaBiger Zusammenhang besteht, folgt, daB auch die 
Ablésearbeit und das elektrochemische Normalpotential miteinander 
eng verkniipft sein miissen. Das ist in der Tat der Fall, gehért 
aber nicht hierher. 

Nachdem die Beziehung V, = C.q festgestellt ist, kénnen mit 
ihrer Hilfe vorlaufige Werte der Ablésearbeit fiir diejenigen Metalle 
berechnet werden, fiir die noch keine Messungen von @ vorliegen. 
So ergibt sich vorwiegend auf Grund der sorgfaltigen Messungen 
von Schaufelberger folgendes: 


Metall | Pp Metall p? 
ee 1,55 V i ee 3,91 V 
ie 42 3,43 V 2, 8 3,98 V 
See 3,65 V Bis 4,01 V 
ne eas 3,72 V ees 4,23 V 
yi, oh 5 3,84 V PE ed sc 4,26 V 
ee 3,86 V 


Zusammenstellung: Zwischen dem normalen Kathodenfall V,, 
an einem Metall und der Ablésearbeit m der Elektronen besteht die 
einfache Beziehung V, = C.@, wobei die Konstante C fiir das be- 
nutzte Gas charakteristisch ist. 
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Zur Theorie 
der anomalen Beweglichkeit elektrolytischer Ionen’). 
Von Hans Schmick in Berlin. 


(Eingegangen am 5. April 1924.) 


1. Berechnung des maximalen Bornschen Dipoleffekts bei gegebenem 
Wirkungsbereich elementarer Ionen. 2. Die anomale Beweglichkeit 
wird dadurch erklart, da& der Wirkungsradius der lonenladung wachst, 
wiihrend der wahre Ionenradius abnimmt. Hierbei versagt die 
kontinuumstheoretische Betrachtungsweise. 


§1. Wahrend im allgemeinen die Beweglichkeit elektrolytischer 
Ionen mit abnehmender GréBe der Ionen zunimmt, zeigt sich bei den 
kleinsten, atomaren Ionen das Umgekehrte; so wandert z. B. Lit lang- 
samer als Rbt+ oder Ost. M. Born?) hat versucht, diese Tatsache dynamisch 
zu deuten, indem er die Wechselwirkung zwischen den Ionen und 
den in ihrer Umgebung befindlichen Wasserdipolen untersuchte. Bei 
der Ableitung des Widerstandsgesetzes wurde das von den lonen 
herriihrende Feld als so schwach angenommen, dai der Dipoleffekt 
unter Zugrundelegung der Stokesschen Hydrodynamik in einem 
Naherungsverfahren zusatzlich berechnet werden konnte. Diese Rechnung 
wird nun bei der Anwendung derart stark extrapoliert, daB das Ver- 
fahren Bedenken erregt. Born berechnet einen scheinbaren Radius R* 
der Wanderung, der in die Stokessche Formel 


W = 6xx RFU (1) 
eingesetzt, bei gegebener Geschwindigkeit U den Widerstand W ergab. 
Dieser scheinbare Radius als Funktion des wahren Radius R: 


: 1 /Tig\* 
re = R[1+5(3) |. (2) 
erreicht fiir R — Ry ein absolutes Minimum. Es ergibt sich 


n (.eM\*}t 
R= |on146 7 (« a) ir (3) 


worin 7 bzw. x die Konstanten der molekularen bzw. der hydro- 
dynamischen Reibung des Wassers, e die Ionenladung, M das Dipol- 


1) Mit Benutzung der Géttinger Dissertation 1923. 
®) M. Born, ZS. f. Phys. 1, 221, 1920. 
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moment eines Wassermolekiils, w eine Konstante zwischen 1 und 1/s,, 
die die Stiirke des wirksamen Ionenfeldes 


é 
K=a- (4) 


bestimmt. Um nun die geringe Beweglichkeit des Li-Ions zu deuten, 
muf man annehmen, daS Ryj+< Ro ist. Man setze Ro, —= Ry; dann 
1 1 
ist nahezu Ryi+ = 9 Fo und wegen (2) 

Riis ~ 6 Rri+- 


Daraus folgt, daB die bei gegebener Geschwindigkeit U durch Dipol- 
wirkung hervorgerufene Kraft den hydrodynamischen Widerstand 
einer ungeladenen Kugel gleicher GréSe um das Sechsfache iibertrifft. 
Man gewinnt so ein Bild von der Gréfe der rechnerischen Extra- 
polation. — Die Polarisation’ des Wassers findet durch Sittigung 
(Parallelrichtung aller Dipole) ihre natiirliche Grenze. Daraus entsteht 
eine weitere Schwierigkeit. Nach Langevin?) stellt der Ausdrack 
1 MK 
die Abhangigkeit der Polarisation P vom wirksamen elektrischen 
Felde dar (NV ist die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit). 
Fir kleine § hat man genihert 


eo 3 NM 86; 


wichst 6 mehr und mehr, so tritt Sattigung ein: 
| PN 


Man kann fiir das Jon einen Sattigungsradius definieren, der dem 
Wert 6 = 38 entspricht. Hier nimmt namlich die lineare Naiherung 
den Si&ttigungswert an. Das Bornsche Verfahren darf daher nur 
angewandt werden, solange 


meee, (6) 


jist. Setzt man nun nach dem Vorgang Debyes?*) 7 = %, so zeigt 
ein Vergleich von (3) und (6), daB der Wert 6 = 3 nahezu dem 
Radius #, entspricht. Dann verliert wegen (6) die Bornsche Rechnung, 
die fiir R < R, den Umkebhreffekt liefert, gerade in diesem Falle 
ihre physikalische Giiltigkeit. 


1) Vgl. M. Abraham, Th. d. Elektrizitat, 2. Bd. § 31. 
2) P. Debye, Verh. a. D. Phys. Ges. 15, 777, 1913. 
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Die elektrische Wechselwirkung ist auf die Umgebung des Ions 
beschrankt. Hier sind die Wassermolekiile selbst die Volumenelemente 
der fingierten Flissigkeit. Ist 7 = %, so ergibt sich die Forderung, 
die Umgebung des Ions gesondert zu behandeln. 

§ 2. Jedes gentigend stark geladene Ion besitzt einen gewissen 
Wirkungsradius, innerhalb dessen das Feld der Ladung noch merk- 
lichen EinfluB auf die Dipole. des Liésungsmittels besitzt. Es sei 


MK 
leek 


> &: (7) 


Dann sind nach Langevin (vgl. § 1) die Drehfreiheitsgrade der 
Dipole weitgehend gebunden. MK bedeutet die potentielle Energie 
eines Dipols M, der senkrecht zum Felde K steht, also véllig aus ihm 
herausgedreht ist. Ebenso gro8 ist die Arbeit, die aufgewandt 
werden mu, um einen im Abstande a vom Zentrum befindlichen, in 
die Feldrichtung eingestellten Dipol aus dem inhomogenen Jonenfelde 
herauszuzichen: 


co 


— [ary ae a= dM Ka 
dr 
a 

d. h. in der Umgebung des Ions werden alle sechs Freiheitsgrade 
des Wassermolekiils in gleichem Ma8e gefesselt. Gilt die Bedingung (7) 
in einer hinreichend groBen Umgebung, so wird vollstandige Bindung 
einer Anzahl von Dipolen eintreten; wir haben den Fall stabiler 
Hydratation oder, mit anderen Worten, starkster gegenscitiger Beein- 
flussung von Jon und Lésungsmittel. Wir zeigen nun im folgenden, 
daB der von einem Wirkungsbereich gegebener Gréfe maximal zu 
erwartende Bornsche Dipoleffekt durch die Bedingung 


R* <Q (8) 
beschrankt ist, wenn @ den Wirkungsradius bedeutet. Diesen Wirkungs- 
radius wahlen wir so groB, da% auferhalb g die gewéhnliche Hydro- 
dynamik des Wassers gilt. Innerhalb des Wirkungsbereiches dagegen 
rechnen wir in erster Naherung mit vollstiéndiger Bindung der Dreh- 
freiheitsgrade. Unter dieser Bedingung ist der Bornsche Effekt 
maximal bei gegebenem g. Die im Feldbereich befindliche fingierte 
Dipolfliissigkeit habe die Reibungskonstante 1; % sei die gewdhnliche 
Konstante des Wassers im AuSenraum. 

Wegen (7) ist die Fliissigkeit innerhalb des Wirkungsbereiches 
weitgehend erstarrt; nur selten werden Wasserteilchen aufgenommen 
oder abgegeben. Daher vergleichen wir die im Wirkungsbereich befind- 
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lichen Dipole mit einer Fliissigkeit groBer Zahigkeit und bringen dies 
durch die Annahme 

y groB gegen x (8a) 
zum Ausdruck. Es ist dies die einzige Mdglichkeit, das hydro- 
dynamische Bild den tatsichlichen Vorgangen anzupassen. Die Bindung 
der Drehfreiheitsgrade beriicksichtigen wir durch Anwendung der 
von Born entwickelten Hydrodynamik mit inneren Drehmomenten. 
Durch geeignete kinematische und dynamische Grenzbedingungen 
la6t sich der Zusammenhang mit der Sto kesschen Flissigkeitsbewegung 
im AufSenraume herstellen. 


§ 3. Die Bewegungsgleichungen fiir den Feldbereich haben also 
die Form?) 


1 
grad p — 4q = § + Z rot’ div 7 ==.0. (9) 


p bedeutet den Druck, g die Geschwindigkeit, § die Volumenkraft und 
% das innere Drehmoment ({% und % beziehen sich auf die Volumen- 
einheit). Ist g die Drehungswinkelgeschwindigkeit eines Dipols relativ 
zum elektrischen Felde, so kann man zerlegen: 


§ = 91 + o> (10) 


wo g, die Drehung im raumfesten Koordinatensystem, g, aber die 
negativ genommene Drehung des Feldvektors im Raume, wenn der 
Dipol sich mit der Geschwindigkeit q durch das Feld bewegt. Fiir den 
Fall eines zum Nullpunkt des Koordinatensystems kugelsymmetrischen 
Feldes hat g, den Ausdruck 


6 = ls vr}. . (11) 


Nun sind die Dipole weitgehend gebunden und daher zentral gerichtet. 
Sie erleiden aber durch die Strémung eine gewisse Ablenkung aus 
der Feldrichtung, und zwar derart, daB das Moment der molekularen 
Reibung infolge der Strémung dem Moment der am Dipol angrvifenden 
elektrischen Kraft die Wage halt: 


: 1 
67 |d—g, |= NU | siny | K; ) = > rotg. (12) 


2 
Nach dem Vorgang Debyes fat man die. Molekiile als Kugeln auf, 
die sich im reibenden Medium drehen; daraus folgt die linke Seite 
von (12) als Ausdruck fiir die Deformationsspannungen, die an den 
Molekiilen angreifen. Da nach (12) die Anderungsgeschwindigkeit 


1) Vgl. M. Born, 1. c¢. 
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von 7 proportional einem Beschleunigungsgliede ist, so kann man bei 


hinreichend kleinen Geschwindigkeiten g = 0 setzen, d. h. 
go = —g oder b—g, = d+ go 
Danach ist o_o eee (13) 
das innere Drehmoment. La8t man ferner in der Volumenkraft 
= ($; grad) 
(8 = Polarisation pro Kubikzentimeter) den zentrisch symmetrischen 


Teil fort, der in der Bindung der Freiheitsgrade, also indirekt in (8a) 
zum Ausdruck gelangt, so wird die durch die Strémung_hervor- 
gerufene, zum Felde senkrechte Komponente der Polarisation durch 
die Gleichungen 

(Bn; KH] =L—= —6y(O+ ge); (K3 d+g2) = 0 
bestimmt, und man behilt die durch Ablenkung der Dipole bewirkte 
Volumenkraft 


e = 67 (|» aye ¥\ grad) &. (14) 


Setzen wir (13) und (14) in die Differentialgleichung (9) ein, so 
erhalten wir bei Hinfiihrung des Coulombschen Feldes 


1 
gradp—yndqg—6y Ir (G + ge); 5) grad ) “5 — g tot (o + aah (15) 
Im AuSenraum dagegen gilt 

grad p—x4q = 0; divqg = 0. (16) 
Bezeichnet i den Index der inneren, a den der fiuBeren Bewegung, 
so werden die kinematischen und dynamischen Grenzbedingungen 

durch folgende Gleichungen dargestellt; 
tee ==.05 fie == tees qeaco —="— U; (17) 
A yig — Mvagd «>» Soto Zane (18) 
R ist der Radius des im Nullpunkt des Koordinatensystems 
ruhenden Ions, @ der Wirkungsradius, Xyo +--+» Ze bedeuten die 


Flachenkrafte an der Oberfliche der Kugel @ mit der inneren Nor- 
malen v. 


Die Lisung von (16) hat die Form 
oo 2 >) + const 
Jaz = ze.>) Fe Me Se SS 2% 3a 


Durch Kinsetzen ergeben sich die Bestimmungsgl ane 
nA, —x(n—5)nB,=0; A,—x[(n—3)(4—n)+2]B, =0. (19) 
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Hieraus folgen die Exponenten 
na; w= 5 (20) 
der Stokanachet Bewegung. In der gleichen Weise erhalten wir fiir 
die Koeffizienten der Lésung von (15) die Bestimmungsgleichungen 


ae + | 5 me (om —5) + 3 |e: = 0; 
(21) 
% +0 — 5 | (m—4)(F nt —P mt 9) +4—20] B.=0. 


ane fiir die Lisung dieses Systems ist die Gleichung 


vierten Grades 
149 , 


ne —10n nf + ni — 24m +2 = 0. 
Sie la8t sich auf eine quadratische Gleichung reduzieren und 
liefert die Werte 
s, = 0,116]; MN, = 4,884; 3 = 1,080; m™ = 3,920. (22) 
Gesucht ist der Gesamtwiderstand, den das Ion erfihrt. Die 
hydrodynamische Hauptgleichung 


[Bdr+[Zdo=0 
ergibt, auf den Wirkungsbereich angewandt, 
JB)det f Z=-mdo = f Hs d6; 
(i) 
links steht der Gesamtwiderstand, den das Ion erfahrt. In die rechte 


Seite setzen wir nach (18) die Flachenkrafte der iauberen Bewegung 
ein. Mit (19) und (20) erhalten wir dann durch Ausrechnung leicht 


| (—%)dr+ | Z,=-—mdo = — 8ux B;. 
@ 
Der scheinbare Radius der Bewegung folgt nun aus der Beziehung 
W = 6xxH*U = 82x B,, - (23) 
und man hat fiir das Verhiltnis des scheinbaren zum Wirkungsradius 
tet 4 
pas oe eel 24 


Eine Bestimmung von B, nach (17) bis (22) ergibt nun die rechte 
Seite von (24) als. Funktion des Verhiltnisses R/g: 


P=) a 


oder in einfacher Schreibweise 
Y ZF (a). (25a) 
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f(#) hat folgende Form 
f (x) = . Mio Py — My Po , (26) 
M9 Py — My, Po + 7 (mq, Mag — Myo My, + Mg; Py — Ma9 D1) 
worin zu setzen ist: 
m,, == 1,268 «1? + 0,431 ot 017 a 
My, = 1,263 a39? — 0,0524 2916 4+ 0,317 24864, 
My == — 2,131 2 + 2,118 o1161 + 0.0127 a%884, 
Moo == 0,281 x39? — 0,257 a%1161 — 0.0241 at8%; 


by = (— 0,861 + p08 (3,287 + 1,633 = 01161 
nk (— 0,833 + 0,633 2 op 884, 
ps = (0413 +) ate + (0,899 + 0,198 7) anne 


‘6 (1,576 — 1,198 = ops884, 


Fir 7 = co nimmt (26) den Wert Eins av. Das bedeutet aber 

nach (25) und (24), daB 
Rae 

der Wirkungsbereich des Feldes ist’ véllig erstarrt, und der Radius 
der Wanderung ist gleich dem Wirkungsradius. 

Zweitens sei %/7 klein gegen Eins. Schreiben wir (26) in der 
Form 
1 


1+ 79) 


My1 M9 — My Mo, + Mg, Py — Myo Py 

M12 P, — My, Po 
und vernachlassigen in den p die Glieder mit x/y, so erhalten wir die 
folgende Tabelle fiir g (a) 


f(2) = (27) 


p (%) = 


z= | 9@) | 2 | o@ 
1,0 0 0,5 + 0,990 
0,9 + 0,054 0,3 + 2,33 
0,7 +0308 | 0,1 + 3,24 


Nach (27) und (25) folgt hieraus: 


1. Es ist immer R*<gQ; der scheinbare Radius der Bewegung 
ist kleiner als der Radius des Wirkungsbereichs. 
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2. R* nimmt ab mit R; eine Umkehr der Beweglichkeit tritt 
nicht ein. 

3. Je kleiner das Verhiltnis %/n, umso kleiner ist das Verhiltnis 
R* 0. 
Mit Benutzung der vollen Gleichung (26) erhalt man im Grenz- 
fall y= ~% die nachstehende Tabelle: 


x | fa | « | Fe) 


ae ae 0,5 0,58 
09 | 0,93 0,3 0,39 
0,7 0,78 | o2 0,32 


Hier sinkt der scheinbare Radius bei abnehmendem R bis auf 
etwa 1/; des Wirkungsradius. 

§ 4. Die Erklarung des Umkehreffekts gelingt also nur unter der 
Annahme, da§ der Wirkungsradius wichst, wahrend der wirkliche Radius 
des Ions abnimmt. Da nun bei der Einwirkung des nach au8en hin 
abnehmenden Ionenfeldes auf ein Kontinuum die Wirkungsbereiche 
verschieden groBer Ionen gleiche Radien @ haben miiSten, so kann die 
rein hydrodynamische Theorie nicht zum Ziele fiihren, vielmehr wird 
man molekulare Daten tiber GréSe, Struktur und Lagerung der Wasser 
molekiile heranziehen miissen. Hier ist nun die Méglichkeit vorhanden, 
da8 das einfache Bild stabiler Hydratation, das wir oben hydro- 
dynamisch erlauterten, tiberwiegend zu Recht besteht. Danach wandern 
Cs+ oder Rbt, die gré8ten Ionen aus der Reihe der Alkalimetalle, 
noch angenahert hydrodynamisch nach dem Stokesschen Gesetz. 
Man hat dann!) bei 25°C 


R= a 89,54.10-& cm, 


Ugs 
-worin w die Beweglichkeit, und man erhalt mit w., = 78 fiir Casium 
und Rubidium 

oa 1,10 tO em. 

Dieser Wert ist seiner Ableitung nach ein Maximalwert und 
stimmt z. B. gut iiberein mit der aus der Bornschen Gittertheorie 
- erhaltenen Zahl 0,914.10—8, die nach Landé noch etwas zu klein ist *). 
Li+ wird nun, da es doppelt so langsam wandert, einen raéumlich min- 
destens doppelt so grofen Wirkungsradius haben miissen: @ri+ > 2; 
.10-8em. In dieser Umgebung ist mindestens eine einfache Schicht 
von Wassermolekiilen gebunden, da die Anziehungskrafte gegen Casium 


1) Vgl. R. Lorenz, Raumerfiillung und Jonenbeweglichkeit, 8.12. Leipzig 1922. 
2) Vgl. R. Lorenz, 1. c., Labelle 8. 255. 
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um ein Mehrfaches gewachsen sind. Das ganze Gebilde wandert hydro- 
dynamisch nach Stokes, wie oben auseinandergesetzt. Gegenwartig 
ist nun nichts iiber die tatsAchliche Starke des wirksamen Feldes 
kleinster Jonen bekannt. M. Born’) hat zwar die Energiefrage in 
Angriff genommen, indem er die Ionenlésungswarme untersuchte. 
Er rechnete aber mit der gewéhnlichen Dielektrizitatskonstante des 
Wassers, wihrend wir es doch mit molekularen Feldern zu tun haben. 

Unter der Annahme, da die elektrische Wechselwirkung auch 
bei Lit nicht zur Sattigung fiihrt, bliebe noch eine Kraftkomponente 
zu beriicksichtigen, die bisher nicht berechnet ist. Wenn namlich die 
Dipole in das Feld des Ions eintreten oder es verlassen, so erleiden sie 
eine Verzégerung ihrer Einstellung in dem zu- oder abnehmenden Felde. 
— Wir kommen zu dem Schlu8, da8B die Dipoltheorie in ihrer bis- 
herigen Form das Problem der anomalen Beweglichkeit kleinster 
Ionen nicht zu lésen imstande ist. 

Der Verfasser ist Herrn Prof. Born, von dem die Anregung zu 
dieser Arbeit ausging, zu gro{em Dank verpflichtet. 


K6éln-Lindenthal, Marz 1924. 


1) M. Born, ZS. f, Phys. 1, 45, 1920. 
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Das Raumgitter des Triphenylmethans. 
Von K. Becker in Berlin-Dahlem. 
Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 25. Februar 1924.) 


In einer friiheren, mit H. Rose gemeinsamen Arbeit?) waren von 
uns als Abmessungen des Elementarparallelepipeds des Triphenyl- 
methaus folgende Werte angegeben worden: a = 13,40 A, b= 11,85 A, 
iwc 6,85 A; a:b:e¢ = 1,140;1:0,578. Aus diesen drei Kanten ergab 
sich das Volumen der Elementarzelle zu 1090 A? und fiir eine Dichte 
von 1,103 drei Molekiile darin. Da drei Molekiile mit rhombischer 
Symmetrie nicht im Einklang stehen, lieBen wir die Frage offen, ob 
das bestimmte Elementarparallelepiped hexagonale Symmetrie haben 
kénnte, da die Raumgruppen dieser Symmetrieklassen eine durch 3 
teilbare Anzahl von Fundamentalbereichen haben. Da bei den oben 
angegebenen Zahlen b = cV3 ist, hatte das vermessene Epiped ein 
orthohexagonales Prisma sein kénnen. Wir hatten die Zahlen aus einer 
Drehaufnahme bestimmt, indem wir den c-Wert (Netzebenenabstand 
in Richtung der Nadelachse — Drehachse) aus den Schichtlinien, die 
Werte a und b aus der quadratischen Form sin?#/2 = K,,h? + Ky.k? 
berechneten. 

In einer Entgegnung auf unsere Arbeit gaben Mark und Weissen- 
berg?) andere Werte an, welche sie durch Drehung einer Kristall- 
nadel um die drei kristallographischen Achsen bestimmt hatten. Die 
Berechnung aus den Schichtlinien ohne Diskussion samtlicher Inter- 
ferenzmaxima durch eine quadratische Form ergab a = 15,16 ihe 
B= 26,25 A, c= 7,66 A; a:b:c = 1,152:2:0,584. Aus dem Volumen 
dieses Elementarparallelepipeds ergeben sich fiir eine Dichte von 1,056 
acht Molekiile darin. 

Auf einen Vorschlag von Herrn Dr. Mark wurden die Priparate 
ausgetauscht und wir setzten unsere Versuche im gegenseitigen Kin- 
vernehmen fort. Dabei zeigte sich, daB in beiden Fallen dieselben 
Modifikationen untersucht worden waren und da es sich um die 
stabile, rhombisch bipyramidale Form handelt, was auch durch eine 
-Laueaufnahme bestitigt wurde. Um den Gitterabstand in Richtung 
der c-Achse genau festzulegen, wurden dann Aufnahmen gemacht, 
indem ein Triphenylmethankristall zugleich mit einem Cu- oder 
Al-Draht durchleuchtet wurde. Dabei ergab sich unter Zugrundelegung 


1) Becker und Rose, ZS. f. Phys. 14, 369, 1923. 
2) Mark und Weissenberg, ZS. f. Phys. 17, 347, 1923; vgl. dazu Becker 
und Rose, ebenda, §. 352. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 5 
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der Gitterkonstanten fiir Cu (a = 3,60 A) und Al (a = 4,07 A), dab 
simtliche Gleitwinkelwerte dieser Eichaufnahmen von jenen unserer 
ersten Aufnahme um einen konstanten Betrag abwichen. Da a/r = tg? 
ist (a = Abstand des Interferenzmaximums vom Primarfleck der Platte, 
y = Abstand der Platte vom Kristall), mu8 die Differenz auf r zuriick- 
guftihren sein. Eine Riickrechnung aus den Eichaufnahmen ergab, 
daB wir bei unserer ersten Aufnahme den Abstand mit 5,67 cm statt 
mit 6,00cm gemessen hatten. Da wir unsere spateren Filmaufnahmen 
stets auf diese erste Messung bezogen, :lief diese meen 
n 
2 sin 7/2 
ist, bedingt bei den gemessenen Gitterabstanden in dem Intervall von 


stets als konstanter Fehler durch die Rechnung mit. Da d = 


9/2 = 0° bis 15° ein um 0,35cm zu kurz gemessenes r ein um etwa 
7,5 Proz. zu kleines d. 
In der Zuordnung der 
Indizes der reflektieren- 
den Netzebenen zu den 
einzelnen Interferenz- 
maxima 4ndert dieser 
konstante Fehler natiir- 
lich nichts, da jadadurch 
lediglich die Kanten 
des Elementarparallel- 
epipeds in allen Rich- 
tungen um denselben Betrag verkiirzt erscheinen. Unsere rechnerische 
Auswertung des ersten Réntgenogramms war also richtig, nur ergaben 
sich infolge der MefSungenauigkeit des Plattenabstandes s&mtliche 
linearen Abmessungen um 7,5 Proz. zu kurz und daher auch das 
Volumen des Elementarparallelepipeds zu klein. Das Achsenverhiltnis 
bleibt natiirlich das gleiche. Die nun bestimmten Werte sind 

a = 14,52 A, b = 12,81 A, c = 7,42 A. (Fehlergrenze + 1,0 Proz.) 

@:b6:¢0= LIsss 1205s: 

= 1380 A8, was fiir d — 1,152 (gemessen 1,132) vier Molekiile ergibt. 
Vergleicht man diese Zahlen mit den von Mark und Weissenberg 
angegebenen, so liegen deren Werte um 4,4, 2,5 und 3,2 Proz. hdher, 
wenn man bei ihnen die b-Kante halbiert). In der vorstehenden Figur 
ist das Verhaltnis der bisherigen Messungen zueinander demonstriert. 


1) Es kann aus unserer Aufnahme nicht entschieden werden, ob die Reflexion 
der (010)-Ebene in der 2. oder erst in der 4. Ordnung auftritt. Wir haben daher 


bei der Auswertung auf das kleinst mégliche Elementarparallelepiped Bezug 
genommen. 
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In folgender Tabelle ist die Zuordnung der Netzebenenindizes 
zu den einzelnen Maxima angegeben, wie wir sie schon in unserer 
ersten Auswertung festgelegt haben. 


Tabelle 1. 
———————————————————————— 
J / O/2 sin 0/2 gem. | sin 3/2 ber. (hkl) 
0. Sechichtlinie. 
schwach . | 5928’ | - 0,0958 0,0961 8-Linie 
stark / 6 02 | 0,1051 0,1058 200 
mittemee as is 645 | 0,118 | 0,120, 0,118 | 020, 210 
stata © | 7 27 | 0,180 fo 0,181 120 
Mittal y= s | 9 05° | 0,158 0,160 220 
stark .... | 1017 | 0,178 | 0,179 030 
PHIGLONA sik bmn i “= Ge iy i 0,196 | 03198 320 
= ean ts VS 0,207 0,209 230 
ae... «|| 12:29 0,215 0,212, 0,219 | 400, 410 
1. Schichtlinie. 
mittel 2. -."*: 6947/ | 0,117 0,116, 0,119 | 101, 011 
= 3 ara 7-355} 0,132 0,131 aes 34. 
sehr stark . . 9 50 0,171 0,167 121 
Withtel s . . « 11 10 0,194 0,191 221 
s - eae 12 00 0,208 0,206 | 031 
schwach.. . 12 40 0,219 0,221 oaks 
mitiel. . . . 13 35 0,235 | 0,233, 0,235 | 231, 401 
a ~ Fae 14 12 0,246 0,243 411 
2. Schichtlinie. 
mithele=.. - 13630! 0,233 0,232, 0,235 | 202, 022 
schwach. ... 14 15 0,246 0,243 1130) 
1 F 


Aus der Ewaldschen Vektorenbeziehung (hf) = 7 (/PLetD 
welche gestattet, aus den Koordinaten eines beliebigen Interferenz- 
maximums (Ff — Abstand des Punktes von der horizontalen Mittellinie 
der Platte, G == Abstand des Punktes von der vertikalen Mittellinie 
der Platte, D = Plattenabstand vom Kristall) den reziproken Netz- 
ebenenabstand in Richtung der Drehachse zu berechnen, ergeben sich 
folgende Werte: 


Tabelle 2. 
Maximum 25 ae of (bf) 
cm cm em 

(111) 2,62 1,95 0,13385 
(121) 2,65 3,40 0,1345 
(221) 2,68 4,20 | 600 0,1850 
(411) 2,82 6,00 0,1339 
(202) 5,61 2,13 0,1360 
Mittelwert: 0,1346 
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1 1 ? : 
doo) = 7) se 0,1346 = 7,42. Datker ist sin D(o91)/2 = 0,1037 und 


der Wert K,, der quadratischen Form 0,0107. Die quadratische 
Form sin? /2 — 0,0028 h? + 0,0036 k? + 0,0107 7? ergibt dann die 
bereits erwahnten (gegen friiher entsprechend verlingerten) Kanten 
des Elementarparallelepipeds. 


Zusammenfassung. Die rechnerische Auswertung und Be- 
zifferung des ,,vollstandigen Spektraldiagramms“ ist dieselbe, wie sie 
der ersten Arbeit von Becker und Rose dem Triphenylmethan zu- 
grunde gelegt wurde. Die Deutung des ,,vollstandigen Spektral- 
diagramms“ war also richtig. Nur hatte sich infolge einer MeB- 
ungenauigkeit des Plattenabstandes (5,67 statt 6,00 cm) eine konstante 


Verkiirzung aller linearen Abmessungen des Elementarparallelepipeds 


ergeben, so daB sich n = en = 3 statt 4 berechnete (n = Anzahl 


der Molekile im Elementarparallelepiped, V = a.b.c = Volumen 
desselben, L — Loschmidtsche Zahl, d = Dichte, MZ — Molekular- 
gewicht). 


Zum Raumgitter des Triphenylmethans. 
Von H. Mark und K. Weissenberg in Berlin-Dahlem. 
(Hingegangen am 25. Februar 1924.) 


Durch die vorstehende Arbeit erscheinen nunmehr die Differenzen, 
welche beziiglich des Elementarkérpers des Triphenylmethans be- 
standen, in dem Sinne aufgeklart, dai 

1. in beiden Fallen dieselbe Modifikation von rhombischer Sym- 
metrie untersucht wurde, und 

2. von Herrn Becker nunmehr fir m die Zahl 4 an Stelle der 
friiher angegebenen Zahl 3 berechnet wurde. Die noch 
bleibende Diskrepanz zwischen nm = 4 und m = 8 hat ihren 
Grund darin, daf wir die b-Achse doppelt so gro8 angeben 
als Herr Becker. Diese Angabe ist durch simtliche ungerad- 
zahligen Schichtlinien in unseren Drehdiagrammen um die 


b-Achse experimentell gestiitzt, so da® sie fiir erwiesen gelten 
kann. 
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Uber die Quantentheorie der Strahlung. 
Von N. Bohr, H. A. Kramers und J. ©. Slater in Kopenhagen. 
(Eingegangen am 22. Februar 1924.) 


Ohne yon dem klassischen Gesetz der Strahlungsfortpflanzung im 
leeren Raum abzuweichen, wird in der Arbeit versucht, eine sinn- 
gemaBe Beschreibung der optischen Phinomene in enger Verbindung 
mit der quantentheoretischen Deutung der Spektren zu erzielen. 
Dabei werden die kontinuierlichen Strahlungserscheinungen mit den 
diskontinuierlichen Atomprozessen durch Wabrscheinlichkeitsgesetze 
nach dem Vorgang von Einstein verbunden. Unter Heranziehung 
virtueller Oszillatoren, die nach dem Korrespondenzprinzip den dis- 
kontinuierlichen Prozessen zugeordnet werden kénnen, werden je- 
doch diese Gesetze in einer etwas anderen Weise gedeutet, als es 
gewohnlich geschieht. 


Einleitung. Bei den Versuchen, die Wechselwirkungsvor- 
gange zwischen Strahlung und Materie theoretisch zu deuten, wurde 
man zu zwei verschiedenen, sich scheinbar widersprechenden Auf- 
fassungen gefiihrt. inerseits fordern die Interferenzerscheinungen, 
von denen die Wirkung aller optischen Instrumente wesentlich ab- 
hingt, eine kontinuierliche Auffassung von derselben Art, wie sie in 
der Wellentheorie des Lichtes enthalten ist, besonders in der Form, 
in welcher diese Theorie auf Grundlage der klassischen Elektro- 
dynamik entwickelt worden ist. Andererseits fordern die Erscheinungen 
des Austausches von Energie und BewegungsgréBe zwischen Strah- 
lung und Materie, auf die die Beobachtung optischer Phinomene 
schlieBlich zuriickzufiihren ist, eine Auffassung, die wesentliche dis- 
kontinuierliche Ziige enthalt. So haben die genannten Erscheinungen 
zu der Aufstellung der Theorie der Lichtquanten gefiihrt, die in 
ihrer paradoxesten Form sogar die Wellenkonstitution des Lichtes 
yerneint. Beim heutigen Stande der Wissenschaft scheint es nicht 
wohl méglich, sich von dem formalen Charakter der Deutung der 
atomaren Prozesse loszumachen. Dies kommt besonders darin zum 
Ausdruck, da8 man vorliufig darauf verzichtet, den Mechanismus der 
in der Quantentheorie der Spektren als Ubergiinge zwischen statio- 
naren Zustiinden bezeichneten diskontinuierlichen Vorginge niher zu 
beschreiben. Trotzdem scheint es méglich, wie wir in der vorliegenden 
Abhandlung zeigen werden, im Anschlu8 an das Korrespondenzprinzip 
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ein sinngemiBes Bild der optischen Phanomene zu entwerfen, wenn 
die diskontinuierlichen Prozesse im Atom in einer von der herkémm- 
lichen etwas abweichenden Weise mit dem kontinuierlichen Strahlungs- 
feld verbunden werden. Die in § 2 eingefiihrte wesentlich neue 
Annahme, da8 das Atom schon vor dem Auftreten eines Ubergangs- 
prozesses durch ein virtuelles Strahlungsfeld imstande ist, mit ent- 
fernten Atomen zu kommunizieren, riihrt von Slater her?) Ur- 
springlich war es seine Meinung, in dieser Weise eine bessere 
Harmonie zwischen dem physikalischen Bilde der elektrodynamischen 
Lichttheorie und der Lichtquantentheorie zu erreichen, wobei die 
Emissions- und Absorptionsiibergange in kommunizierenden Atomen 
als paarweise zusammengekoppelt erscheinen sollten. Es wurde jedoch 
von Kramers betont, daS8 die erwaihnte Annahme, anstatt zu der 
Vorstellung einer engen Koppelung dieser Vorgange zu fiihren, viel- 
mehr uns die Auffassung aufdrangt, da8 Ubergangsprozesse in ent- 
fernten Atomen in noch héherem Grade unabhangig voneinander 
sind als bisher angenommen wurde. Die vorliegende Arbeit bildet 
das Resultat einer gemeinschaftlichen Diskussion der Verfasser tiber 
die Bedeutung, welche diese Annahmen eventuell fiir die Weiter- 
fiihrung der Quantentheorie haben kénnen; sie kann in verschiedener 
Hinsicht. als ein Supplement zum neulich erschienenen ersten Teil 
einer Arbeit von Bohr iiber die Prinzipien der Quantentheorie be- 
trachtet werden, in der mehrere der hier beriihrten Probleme aus- 
fiihrlicher besprochen sind °). 


§ 1. Die Prinzipien der Quantentheorie. Die elektro- 
magnetische Lichttheorie gibt nicht nur ein wundervoll angemessenes 
Bild von der Fortpflanzung der Strahlung durch den freien Raum, 
sondern hat sich auch in groBem Umfange als zur Deutung der 
Erscheinungen, die mit der Wechselwirkung von Strahlung und 
Materie zusammenhingen, geeignet erwiesen. So laBt sich eine 
allgemeine Beschreibung der Emissions-, Absorptions-, Refraktions-, 
Streuungs- und Dispersionserschéinungen erreichen auf Grund der 
Annahme, daB die Atome elektrisch geladene Teilchen in sich ent- 
halten, die harmonische Schwingungen um stabile Gleichgewichts- 
lagen herum ausfiihren kénnen, und die den klassischen elektrodyna- 
mischen Gesetzen gemifS Energie und Bewegungsgriéfve mit dem 


1) J. C. Slater, Nature 118, 307, 1924. 
2) N. Bohr, Uber die Anwendung der Quantentheorie auf den Atombau. I. 
Die Grundpostulate der Quantentheorie, ZS. f. Phys. 18, 117, 1923. Diese Arbeit, 


welche auch ausfiihrlichere Literaturhinweise enthalt, wird im folgenden stets 
als G. d. Q. zitiert. 
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‘trahlungsfelde austauschen. Andererseits weisen die genannten Er- 
heinungen bekanntlich eine Anzahl von Ziigen auf, die zu den 
"olgerungen der klassischen Elektrodynamik im Widerspruch stehen. 
“in solcher Widerspruch wurde zuerst im Falle des Gesetzes der 
armestrahlung auBer Zweifel gestellt. Von der klassischen Vor- 
ellung iiber Strahlungsemission und Absorption durch einen harmo- 
ischen Oszillator ausgehend, fand Planck, daB Ubereinstimmung 
it den Versuchen iiber Wirmestrahlung nur durch die Einfiihrung 
iner neuartigen Annahme erzielt werden konnte, die darauf hinaus- 
ing, da8 in der statistischen Gleichgewichtsverteilung nur mit ge- 
issen Zustinden der oszillierenden Teilchen zu rechnen sei. Die 
nergie in diesen Zustinden wurde einem ganzen Vielfachen des 
uantums h@ gleich gefunden, wo @ die natiirliche Frequenz des 
szillators und h eine universelle Konstante ist. Unabhingig von 
trahlungserscheinungen erhielt dieses Resultat, wie Einstein zeigen 
onnte, eine unmittelbare Stiitze in den Versuchen iiber die spezi- 
sche Wiarme fester Kérper. Gleichzeitig stellte dieser Verfasser 
eine wohlbekannte ,,Lichtquantentheorie“ auf, nach welcher Strahlung 
ich nicht wie die kontinuierlichen Wellenziige der klassischen Licht- 
heorie fortpflanzen sollte, sondern vielmehr wie diskrete Einheiten, 
die in kleinem Raumgebiet die Energie hv enthalten sollten, wo h 
die Plancksche Konstante bedeutet, und v die GréBe, die im 
klassischen Bilde als die Anzahl der in der Zeiteinheit vorbeiziehenden 
‘Wellen gedeutet wird. Obgleich der groBe heuristische Wert dieser 
‘Hypothese in der Bestaitigung der Einsteinschen Voraussage beziiglich 
des photoelektrischen Effektes klar zutage tritt, so kann die Licht- | 
quantentheorie dennoch nicht als eine befriedigende Lésung des 
Problems der Lichtfortpflanzung angesehen werden, was schon aus 
dem Umstande erhellt, daf die in dieser Theorie auftretende 
»Frequenz“ vy der Strahlung durch Versuche iiber Interferenzerschei- 
nungen definiert ist; diese Erscheinungen fordern aber offensichtlich 
zu ihrer Deutung eine Wellenkonstitution des Lichtes. 

Den grundsitzlichen Schwierigkeiten der Ideen der Quanten- 
theorie zum Trotze hat es sich als méglich herausgestellt, diese Ideen 
in Verbindung mit anderswoher entnommenen Ergebnissen, den Bau 
der Atome betreffend, zu einer Deutung der Untersuchungen iiber 
die Emissions- und Absorptionsspektren der Elemente zu verwenden. 
Diese Deutung stiitzt sich auf das grundlegende Postulat: daB ein 
Atom der Existenz in einer Anzahl von ausgezeichneten Zustinden 
fahig ist, den sogenannten ,stationaren Zustinden“, denen eine 
eigentiimliche Stabilitit zugeschrieben wird, von der die Begriffe der 
6* 
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klassischen Elektrodynamik nicht imstande sind, Rechenschaft abzu- 
legen. Diese Stabilitat tritt zutage in dem Umstande, dab — eine 
Anderung im Zustande des Atoms stets in einem vollstandigen Uber- 
gangsprozeB von einem stationaren Zustande zu einem anderen be- 
stehen muB. Mit optischen Phinomenen wird dies Postulat durch die 
weitere Annahme verkniipft, da8, falls ein Ubergang zwischen zwei 
station’ren Zustiinden von Emission von Strahlung begleitet ist, diese 
Strahlung aus einem Zug harmonischer Wellen besteht, deren Fre- 
quenz durch die Beziehung 

hv = fy =F, (1) 
bestimmt wird, wo E, und E, die Energiewerte des Atoms im An- 
fangs- bzw. im Endzustand bedeuten. Weiter wird angenommen, daf 
der umgekehrte Ubergangsproze8 stattfinden kann als Folge von 
Bestrahlung mit Licht von eben derselben Frequenz. Die Anwend- 
barkeit dieser Annahmen zur Deutung der Spektren der Elemente 
ist wesentlich dem Umstande zu verdanken, da es sich in manchen 
Fallen als méglich erwiesen hat, mit Hilfe einfacher Regeln die 
Energiewerte fiir die stationairen Zustande eines isolierten Atoms zu 
berechnen unter Zugrundelegung von Bewegungen, die mit grofer 
Annaherung durch die gewoéhnlichen elektrodynamischen Gesetze be- 
schrieben werden (G. d. Q., Kap. I, §1). Die Begriffe der Elektro- 
dynamik erlauben uns dagegen nicht, die Einzelheiten des Mecha- 
nismus der Uberginge zu beschreiben. 

Was das Vorkommen von Ubergangsprozessen betrifft, so scheint 
es bei dem heutigen Stande der Wissenschaft notwendig, sich mit 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen zu begniigen. Solche Betrachtungen 
wurden von Einstein!) eingefiihrt, dem es gelang, eine besonders 


i 


einfache Ableitung des Planckschen Warmestrahlungsgesetzes zu ~ 


geben unter der Annahme, da ein Atom in einem gegebenen statio- 
niren Zustand eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir besitzt, innerhalb 
der Zeiteinheit ,spontan“ in einen stationéren Zustand geringeren 
Energieinhaltes iiberzugehen, und daS ein Atom, unter dem Einfluf8 
auBerer Strahlung von passender Frequenz, eine gewisse Wahrschein- 
lichkeit zu einem ,induzierten“ Ubergang nach einem anderen 
stationdren Zustand mit gréBerem oder kleinerem Energieinhalt 
erhalt. In Verbindung mit der Forderung thermischen Gleichgewichts 
zwischen Strahlungsfeld und Materie, gelangte Einstein weiter zu 
dem Schlu8, daS-der Energieaustausch bei einem UbergangsprozeB 


immer mit einem Austausch von Bewegungseré8e zum Betrage kes 
ty 


1) A. Hinstein, Phys. ZS. 18, 121, 1917. 
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erbunden ist, geradeso wie es der Fall sein wiirde, wenn der Uber- 
ang von der Aussendung oder Bremsung einer kleinen Einheit, welche 
ie Geschwindigkeit des Lichtes ¢ und den Energieinhalt hv besitzt, 
egleitet ware. Er konnte schlieSen, da die Richtung dieser Be- 
egungsgrébe fiir die induzierten Uberginge dieselbe ist wie die 
ortpflanzungsrichtung der bestrahlenden Lichtwellen, da aber fiir 
idie spontanen Uberginge die Richtung der BewegungsgriBe nach 
Wahrscheinlichkeitsgesetzen verteilt ist. Diese Resultate, die als ein 
Argument fiir die physikalische Realitat der Lichtquanten angesehen 
wurden, haben neuerdings eine wichtige Anwendung gefunden bei 
tder Erklarung des bemerkenswerten Auftretens einer Wellenlingen- 
anderung der von freien Elektronen zerstreuten Strahlung, die durch 
A. H. Comptons!) Untersuchung iiber die Zerstreuung von Réntgen- 
strahlen ans Licht gebracht wurde. Die Anwendung von Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtungen auf das Problem des Gleichgewichtes 
zwischen freien Elektronen und Strahlung, zu welcher diese Entdeckung 
anregte, wurde vor kurzer Zeit erfolgreich von Pauli?) behandelt, 
und die formale Analogie seiner Resultate mit den Gesetzen, die die 
Uberginge zwischen stationiren Zustinden.von Atomen beherrschen, 
wurde von Ehrenfest und Einstein betont3). 

' Ungeachtet des grundsiitzlichen Unterschiedes zwischen dem 
quantentheoretischen Bilde der atomaren Prozesse und dem auf den 
gewohnlichen Begriffen der Elektrodynamik fuBenden Bilde, mu8 
ersteres in gewissem Sinne schlieBlich als eine natiirliche Verallge- 
meinerung des letzteren erscheinen. Dies erhellt besonders aus der 
Forderung, daS in der Grenze, wo wir Erscheinungen betrachten, die 
von der statistischen Gesamtwirkung einer groBen Anzahl von Atomen 
abhaingen, und in der wir es mit stationiren Zustainden zu tun haben, 
wo der Unterschied zwischen benachbarten Zustinden relativ gering 
ist, daB dort die klassische Theorie zur Ubereinstimmung mit den 
Beobachtungen fiihrt. Fiir den Fall von Emission und Absorption 
von Spektrallinien hat diese Verbindung zwischen den beiden Theorien 
zur Aufstellung des ,,Korrespondenzprinzips“ geleitet, das eine 
alleemeine Zuordnung jedes der méglichen Uberginge zwischen zwei 
station’ren Zustiinden zu einer gewissen harmonischen Schwingungs- 
komponente im elektrischen Momente des Atoms fordert (G. d. Q., 
Kap. IJ, § 2). Dieses Prinzip hat eine Grundlage fiir die Abschatzung 


1) A. H. Compton, Phys. Rev. 21, 207, 1923. Siehe auch P. Debye, 
Phys. ZS. 24, 161, 1923. 

2) W. Pauli, ZS. f. Phys. 18, 272, 1923. 

3) P, Ehrenfest und A. Einstein, ZS. f. Phys. 19, 301, 1924. 
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von Ubergangswahrscheinlichkeiten erméglicht und dadurch das Problem 
der Intensitét und Polarisation von Spektrallinien in einen engen 
Zusammenhang mit der Bewegung der Elektronen im Atom gebracht. 

Das Korrespondenzprinzip hat dazu AnlaB gegeben, die Reaktion 
eines Atoms auf ein Strahlungsfeld mit der Reaktion auf ein solches 
Feld zu vergleichen, die man nach der klassischen Elektrodynamik 
yon einer Anzahl von ,,virtuellen“ harmonischen Oszillatoren erwarten 
sollte, deren Frequenzen den nach Gleichung (1) fiir die verschie™ 
denen méglichen Uberginge nach anderen station’ren Zusténden be- 
stimmten Frequenzer gleich sind (G. d. Q., Kap. III, § 3). Ein 
solches Bild wurde von Ladenburg benutzt in seinem Versuch, die 
experimentellen Resultate iiber Dispersion zahlenmafig mit Betrach- 
tungen tber die Ubergangswahrscheinlichkeiten in Verbindung zu 
bringen. Auch im Falle der Wechselwirkung zwischen freien Elek- 
‘tronen und Strahlung wird die Anwendungsméglichkeit solcher Be- 
trachtungen durch die von Compton betonte Analogie zwischen der 
Wellenlangeninderung der Streustrahlung und dem klassischen Doppler- 
effekt der Strahlung von einer bewegten Quelle nahegelegt. 

Obgleich das Korrespondenzprinzip durch die Abschatzung von 
Uibervangtvaheest oli nea Schliisse tiber die mittlere Verweilzeit 
eines Atoms in einem gegebenen stationaren Zustand erméglicht, so 


hat andererseits das Problem des Zeitintervalls, innerhalb dessen die | 


mit einem Ubergang verbundene Ausstrahlung stattfindet, zu groBen 
Schwierigkeiten AnlaB gegeben. Diese Schwierigkeit hat sogar, zu- 
sammen mit anderen bekannten Paradoxa in der Quantentheorie den 
von verschiedenen Seiten erhobenen Zweifel) gestarkt, ob die Wechsel- 
wirkung zwischen Materie und Strahlung iiberhaupt mittels einer 
kausalen raumzeitlichen Beschreibung von der Art, wie sie bisher zur 
Deutung der Naturerscheinungen benutzt worden ist, gedeutet werden 
kann (G. d. Q., Kap. III, § 1). Ohne irgendwie den formalen 
Charakter der Theorie zu verlassen, scheint es dennoch mdglich, wie 
in der Hinleitung erwaihnt, daB sich ein ausgesprochener Fortschritt 
in der Deutung der beobachtbaren Strahlungserscheinungen erzielen 
laBt, wenn diese Erscheinungen mit den stationiren Zustinden und 
mit den Ubergiingen zwischen diesen in einer Weise verbunden 
werden, die sich von der herkémmlichen etwas unterscheidet. 

§ 2. Strahlung und Ubergangsprozesse. Wir werden an- 
nehmen, da ein gegebenes Atom in Nee gewissen stationéren 


1) Vgl. O. W. Richardson, The Electron Theory of Matter, 2. Aufi, 


8. 507 (Cambridge 1916), wo.eine solche Auffassung vielleicht zum ersten Male 
deutlich zum Ausdruck gebracht ist. 
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ustand mit anderen Atomen in standiger Kommunikation begriffen 
ist, und zwar mittels eines raumzeitlichen Mechanismus, der virtuell 
einem Strahlungsfelde gleichwertig ist, das dem Vorhandensein der 
)yirtuellen harmonischen Oszillatoren, die den verschiedenen mdglichen 
Ubergingen nach anderen stationaren Zustinden zugeordnet sind, nach 
der klassischen Strahlungstheorie entsprechen wiirde. Ferner nehmen wir 
an, da8 das Vorkommen von Ubergangsprozessen, sowohl fiir das gegebene 
Atom selbst wie fiir die anderen Atome, mit denen es kommuniziert, 
mit diesem Mechanismus durch Wahrscheinlichkeitsgesetze verkniipft 
ist, die den Gesetzen der Einsteinschen Theorie fiir die von AuBerer 
Strahlung induzierten Uberginge zwischen stationiren Zustiinden 
analog sind. Die in jener Theorie als spontan bezeichneten Uber- 
gange betrachten wir von unserem Gesichtspunkte aus als vom 
virtuellen Strahlungsfelde induziert, das mit den der Bewegung des 
Atoms selbst zugeordneten virtuellen Oszillatoren verkniipft ist. 
Andererseits finden die induzierten Uberginge der Einsteinschen 
Theorie infolge der von anderen Atomen herrihrenden virtuellen 
Strahlung im umgebenden Raum statt. 

Wahrend diese Annahmen einerseits keine Anderung mit sich 
bringen, was die durch die Beziehung (1) und das Korrespondenz- 
prinzip beherrschte Verbindung zwischen dem Atombau und der 
Frequenz sowie der Intensitat und Polarisation von Spektrallinien an- 
belangt, so fiihren sie andererseits zu einem neuartigen Bilde des 
raumzeitlichen Vorkommens der verschiedenen Ubergangsprozesse, 
auf das ja die Beobachtung von optischen Phinomenen schlieflich 
zuriickgeht. So wird das Vorkommen eines gegebenen Uberganges 
in einem gegebenen Atom von dem urspriinglichen Zastand dieses 
Atoms selbst sowie von den Zustainden jener Atome abhangen, mit 
denen es mittels des virtuellen Strahlungsfeldes in Kommunikation 
begriffen ist, nicht aber von dem Vorkommen von Ubergangsprozessen 
in den letzteren Atomen. 

Einerseits wird man sehen, da8 unser Gesichtspunkt im Grenz- 
fall, wo aufeinanderfolgende stationare Zustinde sich nur wenig 
yoneinander unterscheiden, zu einem Zusammenhang zwischen der 
virtuellen Strahlung und der Bewegung der Teilchen im Atom fiihrt, 
der allmahlich in den von der klassischen Strahlungstheorie ge- 
_forderten tibergeht. In der Tat wird weder die Bewegung noch die 
Konstitution des Strahlungsfeldes in diesem Grenzfall durch die Uber- 
giinge zwischen den stationiren Zustinden wesentliche Anderungen 
erleiden. Was das Auftreten der Ubergangsprozesse betrifft, das den 
wesentlichen Zug der Quantentheorie bildet, verzichten wir andererseits 
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auf eine etwaige kausale Verkniipfung zwischen Ubergingen in ent-— 


fernten Atomen, und im besonderen auf die direkte Anwendung der fiir 
die klassischen Theorien so charakteristischen Prinzipien der Erhaltung 
der Energie und der BewegungsgréBe. Die Anwendbarkeit dieser 
Prinzipien auf die Wechselwirkung zwischen einzelnen Atomsystemen 
ist nach unserer Auffassung auf solche Wechselwirkungen beschrankt, 
wo die Atome einander so nahe sind, daB die nach der klassischen 
Theorie mit dem Strahlungsfelde verkniipften Krafte klein sind, ver- 
glichen mit den konservativen Teilen der Krafte, die von den elektrischen 
Ladungen in den Atomen herriihren. Wechselwirkungen dieser Art, 
die wir als ,Zusammenst6Be“ bezeichnen kénnen, bieten bekanntlich ein 
typisches Beispiel von der postulierten Stabilitét der stationaren Zu- 
stiinde dar, weil ja die experimentellen Resultate, wenn gedeutet auf 
Grundlage der Erhaltungssitze fiir die Energie und fir die Be- 
wegungsgréBe, in Ubereinstimmung sind mit der Auffassung, da die 
zusammenstoBenden Atome sowohl vor wie nach dem Prozesse sich 
in stationiren Zustiinden befinden [G. d. Q., Kap. I, § 4]1). Bei 
Wechselwirkungen zwischen Atomen in gréSerem Abstand vonein- 
ander, wo nach der klassischen Theorie von einer gleichzeitigen 
wechselseitigen Wirkung keine Rede sein wiirde, werden wir dagegen 
eine Unabhingigkeit bei den einzelnen Ubergangsprozessen annehmen, 
die in bestimmtem Gegensatz zur klassischen Forderung der Er- 
haltung von Energie und Bewegungsgréfe steht. So nehmen wir 


1) Diese Betrachtungen gelten offenbar nur, insoweit man von der mit dem 
Zusammensto& yverbundenen Strahlung absehen kann. Obwohl in vielen Fallen 
die Energie dieser Strahlung sehr gering ist, diirfte ihr Auftreten doch von 
prinzipieller Bedeutung sein. Dies ist von Franck betont worden im Zusammen- 
hang mit der Erklarung von Ramsauers wichtigen Resultaten (Ann. d. Phys. 
64, 513; 66, 546, 1922) betreffend die Zusammenstéf%e zwischen Atomen und 
langsamen Elektronen, aus denen hervorzugehen scheint, da&8 in gewissen Fallen 
das Elektron frei durch das Gebd&ude eines Atoms fliegen kann, ohne von 
dessen Anwesenheit beeinflufit zu werden. In diesen Fallen sollte naémlich, wenn 
beim ,Zusammenstof“ eine Anderung der Bewegung des Elektrons wirklich statt- 
fande, nach der klassischen Theorie eine so groBe Strahlung auftreten, daB eine 
sinngemafe Zuordnung von Strahlung zu méglichen Ubergangsprozessen, wie 
sie yom Korrespondenzprinzip gefordert wird, kaum erreicht werden kénnte 
(vgl. F. Hund, ZS. £. Phys. 18, 241; 1923). Nach der in dieser Arbeit ver- 
tretenen Auffassung dirfte eine solche Verbindung einerseits als um so natiir- 
licher angesehen werden, als der Ursprung von Strahlung direkt in der Bewegung 


des Elektrons gesucht wird, und nicht in erster Linie in dem Vorkommen von’ 


Ubergangsprozessen. Andererseits mu aber betont werden, daS wir es hier 
mit einem Fall zu tun haben, wo infolge der betrachtlichen Gré&e des klassi- 
schen Strahlungswiderstandes eine strenge Unterscheidung zwischen stationdrer 


Bewegung und Ubergangsprozessen beim jetzigen Stand der Theorie nicht durch- 
fithrbar ist. : 
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n, da8 ein induzierter Ubergang nicht seine direkte Ursache in einem 

bergang in einem entfernten Atom hat, fiir den der Energieunter- 
}schied zwischen Anfangs- und Endzustand derselbe ist. In der Tat, 
-wenn ein Atom zur Induktion eines Ubergangs in einem entfernten 
Atom beigetragen hat, und zwar mittels des virtuellen Strahlungs- 
feldes, das vom virtuellen Oszillator herriihrt, der einem gewissen 
der méglichen Uberginge nach anderen stationiren Zustinden zu- 
geordnet ist, so kann das Atom trotzdem schlieBlich sehr wohl einen 
anderen dieser Uberginge vollfiihren. Zwar erlauben die vorhan- 
denen Versuche augenblicklich keine Priifung dieser Annahmen; es 
mége jedoch hervorgehoben werden, daB der hier angenommene 
Grad yon Unabhingigkeit der Ubergangsprozesse die einzige Még- 
lichkeit liefern diirfte, eine widerspruchslose Beschreibung der 
Wechselwirkung zwischen Strahlung und Atomen zu erhalten, in die 
Wahrscheinlichkeitsgesetze wesentlich eingehen. Diese Unabhiangig- 
keit reduziert nicht nur die Erhaltung der Energie zu einem stati- 
stischen Gesetz, sondern auch die Erhaltung der BewegungsgréBe, 
denn geradeso wie wir annehmen, da8 jeder durch Strahlung indu- 
zierte Ubergangsproze8 von einer Energieinderung des Atoms vom 
Betrage hv begleitet ist, werden wir, Einstein folgend, annehmen, 
da jeder soleher ProzeS von einer Anderung der Bewegungsgréfe 
des Atoms vom Betrage hv/c begleitet ist. Ist der Ubergang durch 
die virtuellen Strahlungsfelder entfernter Atome induziert, so fallt 
die Richtung dieser BewegungsgréBe mit der Richtung der Wellen- 
fortpflanzung im Felde zusammen. Wenn dagegen der Ubergang 
durch die eigene virtuelle Strahlung induziert ist, machen wir natur- 
gemaS die Annahme, daS die Anderung der BewegungsgréSe nach 
Wabrscheinlichkeitsgesetzen verteilt ist, und zwar in solcher Weise, 
da8 die Anderungen in der BewegungsgréBe, welche die von jener 
Strahlung in anderen Atomen induzierten Uberginge begleiten, fiir jede 
Richtung im Raum statistisch kompensiert werden. 

Den Grund zur beobachteten statistischen Erhaltung der Energie 
und der BewegungsgréBe suchen wir also nicht in einer etwaigen 
Abweichung von der elektrodynamischen Lichttheorie beziiglich der 
Gesetze der Strahlungsfortpflanzung im freien Raum, sondern in den 
besonderen Eigenschaften der Wechselwirkung zwischen dem virtuellen 
Strahlungsfeld und den bestrahlten Atomen. So werden wir an- 
nehmen, daf diese Atome als Quellen einer sekundaren virtuellen 
Wellenstrahlung wirken, die dieselbe Frequenz wie die einfallende 
Strahlung besitzt und die mit den urspriinglichen Wellen interferiert. 
In dem Falle, daB die Frequenz der auffallenden Strahlung mit der 
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Frequenz eines der den verschiedenen méglichen Ubergingen zu- | 


geordneten virtuellen Oszillatoren nahe zusammenfallt, sind die Am- 
plituden der sekundiaren Kugelwellen besonders groB und diese 
Wellen weisen zu den einfallenden Wellen solche Phasenbeziehungen 
auf, daB durch die Interferenz die Intensitat des virtuellen Strahlungs- 
feldes vergréBert oder verkleinert wird und dadurch die Fahigkeit 
dieses Feldes, Ubergiinge in anderen Atomen zu induzieren, verstarkt 
oder geschwicht wird. Ob eine Schwachung oder Verstaérkung be- 
wirkt wird, hingt davon ab, ob der entsprechende virtuelle Oszillator 
einem Ubergang des Atoms nach einem stationéren Zustand gréBeren 
Energieinhaltes oder nach einem solchen kleineren Energieinhaltes zu- 
geordnet ist. Diese Auffassung steht offenbar in enger Beziehung 
zu den Gedanken, die Einstein zur Einfiihrung von Wabhrscheinlich- 
keiten fiir induzierte Uberginge zweierlei Art AnlaS gaben, solche, 
wo die Energie des Atoms einen Zuwachs, und solche, wo sie eine 
Abnahme erfahrt. Ungeachtet der fiir die Quantentheorie so charak- 
teristischen raumzeitlichen Trennung der Absorptions- und Emissions- 
prozesse, diirfen wir dennoch in unserem Bilde eine weitgehende 
formale Analogie mit der klassischen Elektrodynamik erwarten, was 
die Wechselwirkung zwischen dem virtuellen Strahlungsfeld und den 
der Bewegung im Atom zugeordneten virtuellen harmonischen Oszilla- 
toren betrifft. Es scheint tatsachlich méglich, durch diese Analogie 
geleitet, zu einer zusammenhangenden und ziemlich vollstandigen Be- 
schreibung der optischen Phinomene, die die Fortpflanzung des 
Lichtes durch ein materielles Medium begleiten, zu gelangen, wobei 
zu gleicher Zeit die enge Verkniipfung dieser Phinomene mit den 
Spektren der Atome des Mediums klar zutage tritt. 

§ 3. Interferenzfihigkeit von Spektrallinien. Bevor wir 
naher auf das allgemeine Problem der Wechselwirkung zwischen 
Atomen und einem virtuellen Strahlungsfeld eingehen, werden wir 
in diesem Paragraphen kurz die Eigenschaften des von einem ein- 
zelnen Atom herriihrenden Feldes betrachten, insoweit diese mit der 
Interferenzfahigkeit des von ein und derselben Quelle ausgehenden 
Lichtes verkniipft sind. Die Konstitution dieses Feldes hat offenbar 
nichts mit den Besonderheiten der Ubergangsprozesse selbst zu schaffen, 
deren Dauer wir als jedenfalls nicht groB, verglichen mit einer Periode 
der Strahlung oder der Bewegung der Teilchen im Atom, annehmen 
werden. Diese Prozesse bezeichnen nach unserer Auffassung eben 
nur den Abschlu8 des Zeitintervalls, innerhalb dessen das Atom im- 
stande ist, mittels der korrespondierenden virtuellen Oszillatoren mit 
anderen Atomen zu kommunizieren. 
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Dagegen wird eine obere Grenze fiir die Interferenzfihigkeit 
offenbar durch die mittlere Zeit gegeben sein, wihrend welcher das 
Atom in dem dem betrachteten Ubergang zugehérigen Anfangs- 
zustand verbleibt. Die auf dem Korrespondenzprinzip fuBende Ab- 
Schatzung dieser mittleren Lebensdauer der stationiren Zustiinde hat 
durch die wohlbekannten Versuche tiber die Leuchtdauer von in ein 
hohes Vakuum austretenden Kanalstrahlen eine allgemeine Bestitigung 
erhalten (vgl. G. d. Q., Kap. II, § 4). Die Deutung dieser Versuche 
gestaltet sich im Lichte unserer neuen Auffassung sehr einfach. 
Man sieht namlich, daS nach dieser Auffassung der Verlauf des 
Leuchtens nicht von den Eigentiimlichkeiten der Uberginge herriihrt, 
sondern nur von der relativen Anzahl der Atome in verschiedenen 
stationaren Zustanden in den verschiedenen Teilen des Strahles. Wenn 
zum Beispiel alle austretenden Atome dieselbe Geschwindigkeit be- 
sitzen, und sich urspriinglich im selben Zustande befinden, so diirfen 
wir erwarten, da fiir alle Spektrallinien, die Ubergingen aus diesem 
Zustande zugeordnet sind, die Leuchtkraft dem Strahle entlang genau 
in demselben Mafe exponentiell abnimmt. Das heute vorliegende 
Versuchsmaterial ist kaum zureichend, um diese Betrachtungen jetzt 
schon zu priifen. 

Wenn wir nach der Interferenzfahigkeit von Spektrallinien fragen, 
so wie diese von optischen Instrumenten gemessen wird, so wird die 
mittlere Lebensdauer der stationéren Zustinde freilich eine obere 
Grenze fiir diese Fahigkeit bestimmen. Wir miissen uns aber vor 
Augen halten, daB die beobachtbare Scharfe einer gegebenen Spektral- 
linie, die vom statistischen Resultat der Wirkungen einer grofen 
Anzahl von Atomen herriihrt, nicht nur von den Liangen der einzelnen 
durch Uberginge beendeten Wellenziige abhingt, sondern auch von 
einer etwaigen Unsicherheit in der Definition der Frequenz dieser 
Wellen. Mit Riicksicht auf die Art, in der die Frequenz der Spektral- 
linien durch die Beziehung (1) mit der Energie der stationiren Zu- 
stinde verkniipft ist, ist es von Interesse zu beachten, da die 
besprochene obere Grenze fiir die Scharfe von Spektrallinien sich in 
engen Zusammenhang bringen lat mit der Genauigkeitsgrenze fiir 
die Definition der Bewegung und der Energie in den stationiren 
Zustinden. In der Tat setzt das Postulat von der Stabilitat der 
stationiren Zustinde der Genauigkeit, womit die Bewegung in diesen 
Zustinden sich nach der klassischen Elektrodynamik beschreiben labt, 
eine a-priori-Grenze, die in unserem Bilde auch direkt dadurch zutage 
tritt, daB die Tatigkeit des virtuellen Strahlungsfeldes nicht in einer 
kontinuierlichen Anderung der Bewegung des Atoms besteht, sondern 
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in der Induktion von Ubergingen, bei denen die Energie und die 
BewegungsgréBe des Atoms eine endliche Anderung erleiden (G. d. 
Q., Kap. II, § 4). In dem Grenzgebiet, wo die Bewegungen in den 
zwei stationaren Zustinden sich verhaltnismaBig nur wenig vonein- 
ander unterscheiden, fiallt die obere Grenze der Interferenzfahigkeit 
der einzelnen Wellenziige mit der Genauigkeitsgrenze zusammen, mit 
der die Strahlungsfrequenz mittels (1) bestimmt ist, wenn der EinfluS 
der Ungenauigkeit in der Definition der beiden Zustande nach der 
Art unabhingiger Fehler berechnet wird. Im allgemeinen Fall, wo 
die Bewegungen in den zwei Zustiinden sehr verschieden voneinander 
sein kénnen, ist die obere Grenze der Interferenzfahigkeit der Wellen- 
ziige eng mit der Definition der Bewegung in jenem stationaren Zu- 
stand verbunden, der den Anfangszustand des Ubergangs bildet. 
Auch hier diirfen wir jedoch erwarten, daB die beobachtbare Scharfe 
der Spektrallinien sich mittels der Gleichung (1) bestimmen 1aBt, 
indem man den Einflu8 irgend eines Mangels in der Definition des 
Endzustandes mit dem Eintilu8 des Mangels in der Definition des 
Anfangszustandes der betreffenden Ubergangsprozesse in ‘bnlicher 
Weise zusammensetzt wie die Zusammensetzung unabhangiger Fehler. 

Eben dieser Kinflu8 des Definitionsmangels in beiden stationaren 
Zustinden auf die Scharfe einer Spektrallinie erméglicht das Bestehen 
einer Reziprozitaét zwischen der Konstitution einer Linie einerseits, 
wenn sie in Emission und andererseits wenn sie in Absorption er- 
scheint, so wie die durch das Kirchhoffsche Gesetz zum Ausdruck 
kommende Forderung fiir thermisches Gleichgewicht es verlangt. In 
dieser Verbindung sei daran erinnert, daf die scheinbare Abweichung 
von diesem Gesetze, die, beziiglich der Anzahl und dem Verhalten 
der Linien, in dem oft beobachteten auffallenden Unterschiede zwischen 
dem Emissions- und dem Absorptionsspektram eines Elements zutage 
tritt, in der Quantentheorie ihre direkte Erklarung findet, wenn auf 
den Unterschied in der statistischen Verteilung der Atome in ihren 
stationdaren Zustinden unter verschiedenen AuBeren Umstinden Riick- 
sicht genommen wird. 

Eng verwandt mit dem eben besprochenen Problem der-Scharfe 
von Spektrallinien, die von Atomen unter konstanten duBeren Be- 
dingungen herriihren, ist die Frage nach dem Spektrum, das von 
Atomen herriihrt, wo die 4uBeren Krifte sich betrachtlich andern 
innerhalb eines Zeitintervalls von derselben GréBenordnung wie die 
mittlere Lebensdauer der stationiren Zustiinde. Einem solchen Problem 
begegnet man in gewissen von Starks Versuchen iiber den Einflu8 
elektrischer Felder auf Spektrallinien. In diesen Versuchen bewegen 
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sich die strahlenden Atome mit groBen Geschwindigkeiten, und die 
Zeitabschnitte innerhalb deren sie von einem Punkt zu einem an- 
deren gelangen, wo die Intensitit des Feldes ganz verschieden ist, 
sind nur ein kleiner Bruchteil der Lebensdauer der mit den unter- 
suchten Linien verkniipften stationiren Zustiinde. Trotzdem fand 
Stark, daB, abgesehen von einem Dopplereffekt der gewéhnlichen Art, 
die von den bewegten Atomen ausgehende Strahlung in jedem Punkte 
in derselben Weise vom elektrischen Felde beeinflu&t wurde, wie die 
Strahlung von ruhenden Atomen durch die konstante Wirkung der 
Feldstarke in diesem Punkte beeinflu8t sein wiirde. Wiihrend die 
Deutung dieses Resultats, wie von verschiedenen Verfassern betont 
worden ist'), zu Schwierigkeiten Anlaf gibt, wenn man an der bis- 
-herigen quantentheoretischen Beschreibung der Verbindung zwischen 
Strahlung und Ubergangsprozessen festhilt, sind Starks Resultate 
offenbar in Ubereinstimmung mit dem in dieser Abhandlung zugrunde 
gelegten Bilde. In der Tat wird die Bewegung in den stationdren 
Zustinden, waihrend die Atome das Feld durchlaufen, sich kontinuierlich 
andern, und dasselbe wird daher der Fall sein mit den virtuellen har- 
monischen Oszillatoren, die den méglichen Ubergingen zugeordnet sind. 
Das von den sich bewegenden Atomen herriihrende virtuelle Strahlungs- 
feld wird deshalb dasselbe sein, wie wenn die Atome wihrend ihres 
ganzen Weges sich in einem Felde konstanter Intensitit bewegt 
hatten, jedenfalls wenn — wie es in Starks Versuchen der Fall war — 
die von anderen Teilen ihres Weges herrihrende Strahlung daran 
verhindert ist, jene Teile des Apparates zu erreichen, wo die Beob- 
achtung des Phanomens stattfindet. Man wird sehen, da bei einem 
Problem dieser Art auch eine weitreichende Reziprozitat zwischen 
den beobachtbaren Emissions- und Absorptionserscheinungen gesichert 
ist, und zwar dank der unserem Bilde eigenen Symmetrie beziiglich 
der Koppelung zwischen Ubergangsprozessen in der einen oder an- 
deren Richtung einerseits und dem Strahlungsfelde andererseits. 


§ 4. Quantentheorie der Spektren und optische Phano- 
mene. Obgleich nach der Quantentbeorie die Beobachtung optischer 
Phinomene schlieBlich durch Ubergangsprozesse bedingt ist, muB die 
sinngemaBe Deutung dieser Erscheinungen dennoch, wie in der Kin- 
leitung betont, jene kontinuierlichen Ziige enthalten, welche fiir die 
‘klassische elektrodynamische Theorie der Lichtfortpflanzung durch 
materielle Medien so charakteristisch sind. Nach dieser Theorie sind 


1) Vgl. K. Forsterling, ZS. f. Phys. 10, 387, 1922 und A. J. Dempster, 
Astrophys. Journ. 57, 193, 1923. 
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die Erscheinungen der Reflexion, Refraktion und Dispersion einer 
Zerstreuung des Lichtes zuzuschreiben, welche infolge der von den 
elektromagnetischen Kraften des Strahlungsfeldes verursachten er- 
zwungenen Schwingungen der elektrischen Teilchen in den einzelnen 
Atomen stattfindet. Das Postulat der Stabilitét der stationaren Zu- 
stinde bringt beim ersten Anblick, was diesen Punkt betrifft, eine 
fundamentale Schwierigkeit mit sich. Der Gegensatz wurde aber wie 
erwahnt in gewissem MaBe durch das Korrespondenzprinzip aufgehoben, 
das dazu fiihrte, die Reaktion eines Atoms auf ein Strahlungsfeld mit 
der Streuung zu vergleichen, die nach der klassischen Theorie von 
einer Anzahl von virtuellen harmonischen Oszillatoren herriihren wiirde, 
die den verschiedenen méglichen Ubergingen zugeordnet sind. Dabei 
soll man jedoch bedenken, daB die Analogie zwischen der klassischen 
Theorie und der Quantentheorie, so wie sie durch das Korrespondenz- 
prinzip formuliert wird, wesentlich formaler Natur ist, was besonders 
durch den Umstand unterstrichen wird, daB nach der Quantentheorie 
die Absorption und Emission von Strahlung an verschiedene Uber- 
gangsprozesse und somit an verschiedene virtuelle Oszillatoren gekniipft 
sind. Es ist aber eben dieser fiir die Deutung der experimentellen 
Resultate iiber Emissions- und Absorptionsspektren so wesentliche 
Punkt, der anzuzeigen scheint, wie die Streuungserscheinungen mit der 
Wirkung der virtuellen Oszillatoren beziiglich Strahlungsemission und 
-absorption verkniipft sind. Es ist die Absicht, in einer spateren Ab- 
handlung zu zeigen, wie sich bei der jetzigen Auffassung eine quanti- 
tative Dispersionstheorie, die der Ladenburgschen 4hnlich ist, aus- 
bauen 148t1). Hier werden wir uns damit begniigen, nochmals den 
kontinuierlichen Charakter der optischen Phanomene hervorzuheben, 
der keine Deutung im Sinne einer kausalen Verkniipfung mit Uber- 
gangsprozessen im fortpflanzenden Medium zuzulassen scheint. 

Kinem lehrreichen Beispiel dieser Betrachtungen begegnen wir 
in den Versuchen tiber Absorptionsspektren. Man darf namlich, streng 
genommen, nicht behaupten, wie es oft der Kiirze halber getan wird, 
daB die ausgesprochene Absorption in einatomigen Dampfen fiir Licht, 
dessen Frequenzen mit gewissen Linien im Emissionsspektrum der 
Atome zusammenfallen, ihre Ursache in den Ubergangsprozessen hat, 
die in den Atomen des Dampfes auftreten, und die durch jene Wellen- 
ziige in der einfallenden Strahlung induziert sind, die die Frequenz 
der Absorptionslinien besitzen. Da8 diese Linien im Spektroskop 


1) Anmerkung bei der Korrektur. Die Hauptziige einer solchen 


Theorie sind von Kramers in einer bald erscheinenden Mitteilung in ,Nature“ 
kurz beschrieben. 
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erscheinen, ist der Intensitatsabnahme der einfallenden Strahlung zu 
verdanken, die infolge der Eigenart der von jedem der beleuchteten 
Atome ausgehenden sekundiren Kugelwellen stattfindet; die induzierten 
Uberginge spielen dabei nur die Rolle eines begleitenden Effektes, 
durch den die statistische Erhaltung der Energie gesichert wird. Die 
Anwesenheit der sekundiren koharenten Wellenziige ist zugleich fiir die 
an die Absorptionslinien gekniipfte anomale Dispersion verantwortlich 
und tritt auBerdem besonders deutlich zutage in dem von Wood!) ent- 
deckten Phinomen der selektiven Spiegelung an der Wand des Behilters 
eines Metalldampfes unter geniigend hohem Druck. Das Auftreten 
von induzierten Ubergingen zwischen stationiiren Zustiinden bei der 
selektiven Absorption wird zur selben Zeit unmittelbar in der Fluores- 
zenzstrahlung beobachtet, die zu einem wesentlichen Teil von der An- 
wesenheit einer kleinen Anzahl von Atomen, welche durch die Be- 
strahlung in einen stationiren Zustand’ héherer Energie tibergefiihrt 
wurden, herriihrt. Bekanntlich laBt sich die Fluoreszenzstrahlung 
durch Beimischung von fremden Gasen unterdriicken. Was den von 
den Atomen in den héheren stationiren Zustainden herriihrenden Teil 
der Strahlung betrifft, wird diese Erscheinung durch ZusammenstiBe 
erklart, die ein betrachtliches Anwachsen der Wabhrscheinlichkeit des 
Atoms in seinen Normalzustand zuriickzukehren bewirken. Zugleich 
werden der aus der koharenten Streustrahlung bestehende Teil der 
Fluoreszenzstrahlung ebenso wie die Erscheinungen der Absorption, 
Dispersion und Reflexion bei Beimischung von fremden Gasen solche 
Anderungen erleiden, die mit der durch die StéLe hervorgerufenen 
Verbreiterung der Spektrallinien in Verbindung gebracht werden 
kénnen?). Man wird sehen, daf eine Auffassung von den Absorptions- 
erscheinungen, die von der soeben beschriebenen wesentlich abweicht, 
sich kaum aufrechterhalten laBt, jedenfalls wenn gezeigt werden kann, 
da8 die Absorption von Spektrallinien qualitativ von der Intensitit 
der Strahlungsquelle unabhingig ist, ahnlich wie es schon fiir die ge- 
wohnlichen Erscheinungen der Reflexion und Refraktion nachgewiesen 
wurde, wo Ubergange im Medium nicht in derartiger Weise vor- 
kommen (vgl. G. d. Q., Kap. IH, § 3). 

Ein anderes interessantes Beispiel liefert das Problem der Zer- 
streuung des Lichtes durch freie Elektronen. Wie von Compton 
mittels Reflexion von Rontgenstrahlen an Kristallen nachgewiesen 
wurde, ist diese Streuung von einer Frequenzinderung begleitet, die in 


1) R. W. Wood, Phil. Mag. 28, 689, 1915. 
2) Vgl. z. B. Chr. Fiichtbauer und G. Joos, Phys. ZS. 28, 73, 1922. 
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verschiedenen Richtungen verschieden ist, und die mit der Konstitution 
der nach der klassischen Theorie von einer gedachten bewegten Quelle 
ausgesandten Strahlung in Ubereinstimmung ist. Compton erreichte, 
wie erwihnt, eine formale Deutung dieser Erscheinung auf Grund 
der Lichtquantentheorie, indem er annahm, dah ein Elektron ein 
Quantum des einfallenden Lichtes aufnehmen, und zu gleicher Zeit 
in einer anderen Richtung ein Lichtquantum wieder aussenden kann. 
Bei diesem Vorgang erhalt das Elektron in gewisser Richtung eine 
gewisse Geschwindigkeit, die ebenso wie die Frequenz des wieder 
ausgesandten Lichtes durch die Gesetze der Erhaltung der Energie 
und der BewegungsgréBe bestimmt ist, wobei jedem Lichtquantum 
eine Energie hv und eine BewegungsgréBe hv/c zugeschrieben wird. 
Im Gegensatz zu diesem Bilde sehen wir die Zerstreuung der Strahlung 
durch die Elektronen als eine kontinuierliche Erscheinung an, an der 
jedes Elektron durch die Aussendung von sekundaren koharenten 
Wellen beteiligt ist; die einfallende virtuelle Strahlung gibt dabei 
bei jedem Elektron zu einer Reaktion AnlaB, die der Zerstreuung 
ahnlich ist, die man nach der klassischen Theorie von einem Elektron 
erwarten wiirde, das die Geschwindigkeit der oben erwahnten gedachten 
Strahlungsquelle besitzt, und unter Einflu®{ des Strahlungsfeldes er- 
zwungene Schwingungen ausfiihrt. Da in diesem Fall der virtuelle 
Oszillator sich mit einer Geschwindigkeit bewegt, die von jener der 
bestrahlten Elektronen selbst verschieden ist, bedeutet freilich einen 
Zug, der den klassischen Ideen besonders fremdartig gegeniibersteht. 
Im Hinblick auf die grunds&tzlichen Abweichungen von der klassischen 
raumzeitlichen Beschreibung, die der Idee von virtuellen Oszillatoren 
tiberhaupt innewohnen, scheint es bei dem jetzigen Stande der Theorie 
jedoch kaum gerechtfertigt, eine formale Deutung wie die betrachtete 
verurteilen zu wollen. Eine solche Deutung scheint im Gegenteil 
sogar erforderlich, wenn man von den beobachteten Erscheinungen, 
bei deren Beschreibung die Wellenauffassung der Strahlung ja eine 
wesentliche Rolle spielt, Rechenschaft ablegen will. Gerade so wie 
in Comptons Theorie nehmen wir zur selben Zeit an, daB das 
bestrahlte Elektron eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir besitzt, in 
jeder gegebenen Richtung eine gewisse endliche Anderung seiner 
BewegungsgroBe zu erfabren. Durch diesen Effekt, welcher in der 
Quantentheorie an die Stelle der kontinuierlichen Ubertragung von 
BewegungsgriBe tritt, die nach der klassischen Theorie eine Streuung 
der beschriebenen Art begleiten wiirde, ist die statistische Erhaltung 
der Bewegungsgréfe gesichert, analog zu der oben besprochenen statisti- 
schen Erhaltung der Energie bei dem Phinomen der Absorptionsspektren. 
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In der Tat zeigen die von Pauli abgeleiteten Wahrscheinlichkeits- 
gesetze fiir den Austausch von BewegungsgréBe bei der Wechselwirkung 
von freien Elektronen und Strahlung eine wesentliche Analogie zu 
den Einsteinschen Gesetzen, die fiir die Ubergiinge zwischen wohl- 
definierten stationiren Zustinden eines Atomsystems Geltung haben. 
Die in § 2 erwihnten Betrachtungen von Einstein und Ehrenfest 
sind besonders dazu geeignet, diese Analogie bervorzuheben. 


Kinem Problem, das der Lichtzerstreuung durch freie Elektronen 
abnlich ist, begegnen wir bei der Lichtstreuung durch ein Atom, 
unabhingig davon, ob die Frequenz der Strahlung grof genug ist, 
um Uberginge zu induzieren, bei denen ein Elektron ganz vom Atom 
entfernt wird. Um statistische Erbaltung der BewegungsgréBe zu 
sichern, miissen wir namlich, wie von Pauli und neuerdings auch 
von Smekal?) betont, annehmen, da8 Ubergangsprozesse vorkommen 
kénnen, bei denen die BewegungsgréSe des streuenden Atoms eine 


" endliche Anderung erfahrt, ohne da8 dabei, wie bei den gewohnlichen 


in der Spektraltheorie betrachteten Ubergangsprozessen, die relative 
Bewegung der Teilchen im Atom sich andert. Man wird auch ein- 
sehen, daS nach unserem Bilde Ubergangsprozesse der besprochenen 
Art eng an die optischen Streuungserscheinungen gekniipft sind in 
einer Weise, die der Verkniipfung der Spektralerscheinungen mit den 
Ubergangsprozessen, bei denen die innere Bewegung im Atom sich 
Andert, analog ist. Auf Grund der groBen Masse des Atomkerns ist 
die Geschwindigkeitsinderung des Atoms bei solchen Ubergingen 
jedock so klein, da8 sie keinen wahrnehmbaren EinfluS auf die Energie 
des Atoms und: auf die Frequenz der Streustrahlung haben wird. 
Trotzdem ist es von prinzipieller Bedeutung, daB die Ubertragung 
der Bewegungsgréfe ein diskontinuierlicher ProzeB ist, waihrend die 
Streuung selbst eine wesentlich kontinuierliche Erscheinung ist, an 
der alle bestrahlten Atome teilhaben, unabhingig von der Intensitat 
der einfallenden Strahlung. Die diskontinuierlichen Anderungen in 
der BewegungsgréBe der Atome sind die Ursache der beobachtbaren 
Einwirkungen auf die Atome, die als Strahlungsdruck beschrieben 


werden. Diese Auffassung geniigt offenbar den Forderungen fiir 


Temperaturgleichgewicht zwischen einem (virtuellen) Strahlungsfeld 
und einer reflektierenden Oberfliche, die von Einstein ®) hergeleitet 
wurden und in denen er eine Stiitze fiir die Lichtquantentheorie er- 
blickte. Zu gleicher Zeit braucht es kaum hervorgehoben zu werden, 


1) A. Smekal, Naturwissenschaften 11, 875, 1923. 
2) A. Hinstein, Phys. ZS. 10, 817, 1909. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 
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da sie auch mit der scheinbaren Kontinuitit bei tatsachlichen Beob- 
achtungen iiber Strahlungsdruck in Ubereinstimmung ist. Wenn wir 
naimlich einen festen Kérper betrachten, so wird eine Anderung um 
hv/c in dessen totaler Bewegungsgré8e vollkommen unbemerkbar, 
und fiir sichtbares Licht sogar verschwindend klein sein, verglichen 
mit den unregelmaSigen Anderungen in der Bewegungsgré$e eines 
Kérpers, der im thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung 
steht. Bei der Diskussion der tatsichlichen Versuche muf man 
jedoch zu gleicher Zeit beachten, daB die Haufigkeit solcher Vorginge 
oft so groB sein wird, daf wir der Frage begegnen, ob wir die 
Zeitdauer der Ubergange selbst vernachlassigen kénnen, oder, mit 
anderen Worten, ob schon die Grenze iiberschritten ist, imnerhalb 
welcher die Formulierung der Prinzipien der Quantentheorie Giiltig- 
keit besitzt (vel. G. d. Q., Kap. I, § 5). 

Die letzten Betrachtungen geben ein Beispiel davon, wie unsere 
Auffassung der optischen Phinomene eine natiirliche Verkniipfung mit 
der gewoéhnlichen kontinuierlichen Beschreibung der makroskopischen 
Phanomene erlaubt, fiir deren Deutung die Maxwellsche Theorie 
so wundervoll geeignet ist. Der Vorzug, welcher in dieser Hinsicht 
unserer Formulierung der Prinzipien der Quantentheorie, verglichen 
mit der iiblichen Darstellung dieser Theorie, zukommt, la8t sich viel- 
leicht noch deutlicher illustrieren an der Hand der Erscheinung der 
Aussendung elektromagnetischer Wellen, z. B. durch eine Antenne, 
wie in der Radiotelegraphie. In diesem Fall ist eine sinngemaBe 
Beschreibung der Erscheinungen im Sinne einer Strahlungsaussendung 
wihrend getrennter aufeinanderfolgender Ubergangsprozesse zwischen 
gedachten stationaéren Zustiénden der Antenne nicht méglich. Halt 
man sich naimlich die Kleinheit der Energieinderungen bei den Uber- 
gangen vor Augen, sowie die GréBe der Energiestrahlung von der 
Antenne pro Zeiteinheit, so sieht man, daB die Dauer der einzelnen 
Ubergangsprozesse nur ein auBerordentlich kleiner Bruchteil einer 
Schwingungsperiode der Elektrizitat in der Antenne sein kann, und 
daB es folglich nicht gerechtfertigt ist, das Resultat eines jener 
Prozesse als die Aussendung eines Zuges von Wellen dieser Periode 
zu beschreiben. Bei unserer jetzigen Auffassung beschreiben wir aber 
die Tatigkeit der Elektrizitiitsschwingungen in der Antenne als das 
Zustandebringen eines (virtuellen) Strahlungsfeldes, welches vermittelst 
Wahrscheinlichkeitsgesetzen wieder Anderungen in der Bewegung der 
Hlektronen induziert. Diese Anderungen diirfen wir in diesem Falle ~ 
als praktisch kontinuierlich ansehen, denn selbst wenn es méglich ware, 
eine Unterscheidung cinzelner Energieschritte hv aufrechtzuhalten, 
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so wiirde die GréSe dieser Schritte ganz zu vernachlassigen sein, 
verglichen mit der Energie der Antenne. Man beachte in dieser 
Verbindung, da8 das Hervorheben des ,,virtuellen“ Charakters des 
Strahlungsfeldes, was bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft fiir 
die sinngemaBe Beschreibung atomarer Erscheinungen so notwendig 
scheint, automatisch in einem Falle wie dem hier betrachteten seine 
Bedeutung verliert, wo das Feld, insoweit es seine beobachtbare 
Wechselwirkung mit der Materie betrifft, alle diejenigen Eigenschaften 
aufweist, die in der klassischen Elektrodynamik einem elektromagneti- 
schen Felde zugeschrieben werden. 


Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik. 
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Das Wesen der relativistischen Ro6ntgendubletts. 
Von A. Landé in Tiibingen. 
(Hingegangen am 15. Marz 1924.) 


Es werden eine Reihe experimenteller Tatsachen besprochen, welche 
mit der relativistischen Auffassung der Réntgendubletts unvereinbar 
sind und statt dessen eine Deutung analog den optischen Alkali- 
dubletts befiirworten. Die Frage, warum beide Dublettarten 
relativistische Intervallformeln befolgen, wird als fundamentale 
Schwierigkeit fiir die Quantentheorie des Atombaues angesehen. 


Vor kurzem ist in dieser Zeitschrift 1) ein Weg zur modellmabigen 
Deutung der Réntgenspektren beschritten worden, der im Gegensatz 
zu der von Sommerfeld 1916 eingefiihrten relativistischen Theorie 2) 
sich auf die enge, wohl zuerst von Grotrian*) bemerkte Analogie 
zwischen dem Réntgenterm-Strukturschema und den opti- 
schen Dublettermen stiitzt. Inzwischen haben sich weitere expe- 
rimentelle Beweise fiir diese Auffassung der relativistischen Dubletts 
ergeben. 

Der Unterschied beider Auffassungen werde zunachst am Beispiel 
der Réntgen- L-Niveaus erlaiutert: Wegen des mit (Z—s)* propor- 
tionalen relativistischen Intervalls L,, L,,, schreibt Sommerfeld (im An- 
schlu8 an die Bohr-Grotriansche Grundvorstellung iiber die Réntgen- 
termkomplexitat) das Niveau L,,, dem Herausheben eines 2,-Elektrons 
aus der Kreisbahn-2,-Schale, L,, dem Herausheben eines 2,-Elektrons 
aus der Ellipsenbahnschale 2, zu, demnach Z, dem Herausheben eines 
2,-Elektrons aus derselben 2,-Schale. Unsere Spezialisierung der 
Bohr-Grotrianschen Grundvorstellung behauptet hingegen, sowohl 
L,,, wie I, werde durch Zerstérung der 2,-Schale, und nur ZL, durch 
Zerstérung der 2,-Schale hervorgerufen; damit wird zugleich die 
relativistische Deutung des Intervalls L,LZ,, bestritten. An ihrer 


iit 


Stelle behaupten wir die Analogie von LZ, D,, za den optischen 


Dubletts. 

Die optischen Dubletts kommen bekanntlich+) zustande durch 
zwei verschiedene Neigungen der m-Bahn des optischen Leuchtelek- 
trons gegen den Atomrumpf; die Neigung wird bestimmt durch eine 


1) A. Landé, ZS. f. Phys. 16, 391, 1923. 


*) A.Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51, 125, 1916; vgl. auch Atombau und 
Spektrallinien, 3. Aufl. 


3) W. Grotrian, ZS. f. Phys. 8, 117, 1921. 


*) A. Landé, ebenda 5, 231, 1921; 15, 189, 1923; Verh. d. D. Phys. Ges. : 
21, 585, 1919. 
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zu n und & hinzutretende dritte Quantenzahl j, die den jeweilig resul- 
tierenden Drehimpuls des Atoms als ganzes angibt (Komplexterm- 
zustand nj). Die enge auch modellmaBige Analogie der durch Coster 
und Wentzel geordneten Réntgenterme zu den optischen Dublett- 
termen soll folgende Gegeniiberstellung zeigen (Tabelle 1): 


Tabelle 1. 
iH] | = == 
Réntgenterm..... . LK). Ie, ee a Ma We, Me Me 
%, 5 Sa a er | 1476 244 203 255 | 344 391 399 339 333 
Dubletterm. .-..../ 18 28 2p, 2p, | 38 Shy Sp, 3d, 8d, 


Wir ordnen namlich jedem Rontgenterm ein ,Réntgenleucht- 
elektron“ ,; mit entsprechender Neigung (j) gegen den Rumpf 
zu, ohne dabei die Bohr-Grotriansche Grundvorstellung zu ver- 
lassen (siehe unten). Im Gegensatz zur Tabelle 1 nimmt Sommer- 
feld bei seiner relativistischen Deutung folgende m,-Bahnen fiir die- 
selben Réntgenterme in Anspruch (Atombau, 3. Aufl., S. 634): 


Tabelle 2. 
_Roéntgenterm...:... K LL; Ly Inn M; My, Mn My My 
ae 1, 2; 2, 2 3, 34 35 35 33 


Sommerfelds SchluBweise kann kurz so wiedergegeben werden: 
Da L,, und L,,, ein relativistisches Dublett bilden, so gehéren L,, und L,,, 
za verschiedenen Bahnen 2, und 2,. Fir ZL, bleibt dann noch 
die Ellipsenbahn 2, iibrig. 

Mit demselben Recht kann man aber offenbar auch umgekehrt 
schlieBen: Da L, und L,, ein Abschirmungsdublett bilden, so gehéren 
L,und L, zu verschiedenen Bahnen 2, und 2,. Fiir L,, bleibt 
dann noch die Kreisbahn 2, iibrig. 

Beide Anschauungen stimmen beziiglich der -Schalenzerstérung 
bei Z, und L,, iiberein, aber nicht bei dem ,Zwischenniveau* L,,. 
_ Gleichzeitig gehen natiirlich die zugrunde liegenden Modellvorstellungen 
beider Anschauungen weit auseinander (siehe unten). 

Die eben gegeniibergestellten zwei SchluBweisen zeigen, dali die 
Intervallverhdltnisse der Réntgenterme keine Entscheidung 
zwischen Sommerfelds und unserer Auffassung geben. Auch das 
(Z—s)*-Gesetz, welches Sommerfeld zum Anla& seiner relativisti- 
schen Auffassung nahm, spricht andererseits fiir die Auffassung, dal 
diese Dubletts denselben Ursprung wie die optischen Dubletts haben. 
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Denn auch letztere befolgen annihernd ein (Z — s)*-Gesetz, wie 
folgende Tabelle1) fiir die Dubletts 2p, —2p, zeigt *): 


Tabelle 3. 

a 

Li (3) Bet (4) Bra (5) OA GS) 
4y beobachtet .... .- 0,34 6,6 30,9 68,5 
S berechnet .....-. 2,0 1,9 1,9 2,2 

Na (11) Mot (12) “Als7G13) «Sig aa) 
4y beobachtet..... WIE: 91,5 238 460 
S perechnet.  % % -) «ne 9.0 8,9 9,1 9,4 


Im folgenden werden nun einige Gesichtspunkte und Tatsachen 
zusammengestellt, welche die eindeutige Entscheidung zwischen den 
bisher offengelassenen Anschauungen von Sommerfeld und Verf. zu 
bringen scheinen. 


1. Fir die Zuordnung der Réntgenterme zu den 7;-Bahnen gemaB 
Tabelle 1 und nicht Tabelle 2 spricht die Form der von Coster und 
Wentzel angewandten Auswahlregeln bei der Kombination der 
Réntgenterme. Schreibt man namlich den Réntgentermen Quanten- 
zahlen n, k, 7 zu wie in Tabelle 1, so sprechen sich diese Auswahl- 
regeln in der bekannten Form aus: Es sind nur die Uberginge 


Eb 1 Ad+1 
“ ral 
cv ae ot 


erlaubt. Bei den Réntgentermen haben also k und j entsprechende Be- 
deutung wie bei den optischen 7 ;-Termen. Wire dagegen Sommer- 
felds Zuordnung der ,-Bahnen (Tabelle 2) richtig, so wiirden 
Réntgenlinien auch durch Uberginge k > k entstehen, entgegen dem 
Korrespondenzprinzip. 


2. Die Komplexstruktur der Réntgenterme K, L, M usw. zeigt 
bei Annahme der ;;-Zuordnung von Tabelle 1 véllige Analogie zu 
der Struktur der Dubletterme n;,; (vgl. erste und dritte Zeile von 
Tabelle 1). Diese Struktur wird beherrscht durch die Regeln: 


ge, ond yp = le — nL Ti ea ee 
Fanon fir bic 


1) Ay bei Sit ++ nach Fowler, Al++ nach Paschen, C+++ gemessen 
von W. W. Shaver (Toronto 1923), erkannt als C+++ von Millikan, B++ 
nach Millikan, die tibrigen Dubletts nach der Zusammenstellung von Paschen- 
Gotze. 

2) S. Goudsmith hat bereits 1921 versucht (Naturw. 9, 995, 1921) die 
Dubletts der optischen Serien durch eine relativistische Formel darzustellen. 
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Speziell ist analog zu der Einfachheit der optischen g-Terme 
(k = 1) auch nur je ein Réntgenterm & = 1 vorhanden, wihrend 
mit k > 1 je zwei Réntgenterme auftreten. Der modellmabige 
Grund fiir diese Termstruktur wird unten zwanglos im Anschlu8 an 
die der optischen Terme erklirt werden kénnen. Bei Sommer- 
felds Auffassung (Tabelle 2) ist dagegen gar nicht einzusehen, 
warum zwar die Réntgenterme k in je zwei durch ein Abschirmungs- 
intervall getrennten Niveaus vertreten sind, der Réntgenterm des 
jeweilig gréBten k aber nur einfach ist. 


3. Auf ein weiteres Argument hat mich Herr Grotrian und 
fast gleichzeitig Herr Sommerfeld hingewiesen. Im _ periodischen 
System [vgl. z. B. Bohr und Coster?)| erscheinen die Réntgenniveaus 
eines relativistischen Dubletts in der Regel erstmalig bei ein und 
demselben bzw. bei zwei dicht benachbarten Elementen, woraus hervor- 
geht, daB sie derselben Zwischenschale entspringen. Ware die rela- 
tivistische Auffassung richtig, d. h. entspriangen diese Dubletts ver- 
schiedenen Zwischenschalen, so miBte auch ihr Auftreten nach- 
eipander zu erkennen sein, getrennt durch die Elemente, bei denen 
sich die eine Zwischenschale vervollstandigt. 


4. Sommerfelds Auffassung stiitzt sich besonders auf die durch 
das Experiment bestatigte Voraussage der relativistischen Theorie, 
da8 die Dublettbreite in groBer Naherung proportional (Z — s)#:n8 
sei, wo » die Hauptquantenzahl der relativistisch verschiedenen zwei 
Ellipsen angibt. (Sommerfelds Theorie bestimmt iiberdies auch 
den Proportionalititsfaktor.) Dieselbe Proportionalitiét mit (Z — s)#:n3 
findet sich aber auch bei den optischen Dubletts, wie Tabelle 4 zeigt. 
Fiir s ist hier 9, fiir m die effektive Hauptquantenzahl zum Vergleich 


herangezogen. 
Tabelle 4. 
np | Ti eS peed oes: bps I (LZ =9)- 
Na (Z=10)....| 1718: 549: 249: 150 | 2 
Met (Z=11).... | 91,55: 805 :141 : 76 34 
age ne 288 : 80,17 : 39,15 : 20,59 eS 
G@/nys ss CAF: CAE: C4: CAB 


5. Neben diesen allgemeinen Gesichtspunkten erhilt man noch 
besondere Auskunft iiber die Natur der Réntgenterme aus dem opti- 


1) N. Bohr u. D. Coster, ZS. £. Phys. 12, 343, 1923, besonders Fig. 3 u. 4. 
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schen Serienspektrum des Neons (Z = 10). Dieses beruht nach 
Paschen auf zwei gesonderten Termsystemen, deren Grenzen um 
rund 780 Wellenzahlen gegeneinander verschoben sind. Grotrian, 
l. c., hat erkannt, daB 7 v — 780 gerade iibereinstimmt mit dem Inter- 
vall L,,—L,, fiir Z = 10, das sich aus den gemessenen Réntgen- 
dubletts hoéherer Atome nach dem (Z — s)*-Gesetz durch Extrapolation 
ergibt. Das bedeutet also nach Grotrian: Trennt man ein duberes 
Elektron (Leuchtelektron) ganz vom Neon ab, so bleibt der Rest in 
zwei Konfigurationen mit zerstérter L-Schale zuriick, als L,-Term- 
bzw. als L,,-Termzustand. Tabelle 1 behauptet aber speziell, daB 
beide Konfigurationen ZL, und Z,, durch Entnahme des Leucht- 
elektrons aus derselben 2,-Schale entstehen. Den Beweis dafiir 
geben die Intervallverhaltnisse und der Zeemaneffekt des 
Neonbogenspektrums: Wiirde namlich das Leuchtelektron um eine 
zerstérte 2,-Schale kreisen, so miiBten seine Intervallproportionen 
und Zeemaneffekte denselben Gesetzen geniigen, wie die vom Verf. 
friiher 1) zusammenfassend behandelte Multiplettklasse, die ja die Be- 
teiligung von unabgeschlossenen n;-Elektronen mit k > 1 am Rumpf- 
impuls ausschlieBt. Da sowohl die tiber LZ, wie die iiber ZL, auf- 
gebauten Neonterme der erwahnten Multiplettklasse nicht angehGren, 
ist demnach ein sicheres Zeichen, daS im Rumpf beidemal unab- 
geschlossene -Schalen mit k > 1 existieren, hier also sowohl 1 ie 
wie J, zu einer zerstérten 2,-Schale gehért, ihr Dublettabstand also 
nicht relatiyistisch .gedeutet werden darf. 

6. Die optische Dublettnatur der relativistischen Réntgendubletts 
wird ferner dadurch bekraftigt, daB das eben erwaihnte Neon-Grund- 
intervall Jv = 780 sich einerseits nach gréBerem Z hin durch das 
(Z — s)*-Gesetz an die Réntgen-L,, L,,-Dubletts anschlieBt, andererseits 
nach kleinerem Z hin Anschlu8 an ate optischen Dubletts 291 — 29s 
gewinnt, wie folgende Tabelle zeigt: 


Tabelle 5, 
SE 
| 
Li(3) Bet (4) Bt+(5) Ct+++(6) Net (10) 
2 Py — 2), beob. 0,34 6,6 30 68,5 | La — Duy 780 
S berechnet . . 2,0 1,9 1,9 2,2 S ber. Sy 


Die s-Werte sind hier aus der Formel 4v = 1 (Z— s)4 berechnet.. 
s ergibt sich bei Net um ungefithr 1 gréSer als bei den zuerst an- 
gefiihrten Elementen. Dies ist auch modellmaBig leicht verstindlich, 


1) A. Landé, ZS. f. Phys. 15, 189, 1923. 
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weil hier eine Zweierschale mehr sich an der Abschirmung _ be- 
teiligt (siehe unten). 

Zur Vorbereitung der modellmaBigen Deutung der Analogie 
zwischen Alkalidubletts und relativistischen Réntgendubletts sei daran 
erinnert, daS jede Elektronenschale im abgeschlossenen Zustande 
im ganzen den Drehimpuls Null hat, mit Ausnahme der innersten 
1,-Schale vom Quantenimpuls 1. Das geht nicht nur aus den periodisch 
wiederkehrenden Grundziigen der optischen Spektren beim Fort- 
schreiten im periodischen System hervor, sondern auch aus der 
speziellen Maultiplettstruktur, den Intervallbeziehungen und den 
Zeemaneffekten ihrer Terme. — Es werde nun z. B. von den sechs 
Elektronen der impulslos abgeschlossenen 3,-Schale eins heraus- 
gerissen, so daB die fiinf iibrigen sich zu einer neuen Konfiguration 
zasammenschlieBen. Wir nehmen an und werden gleich naher be- 
griinden, daf diese neue Konfiguration besteht aus einer impulslos 
abgeschlossenen 3,-Schale mit 6— 2 — 4 Elektronen und dazu einem 
isolierten Elektron 3, fiir sich. Ebenso erwarten wir allgemein, daB 
bei Entfernung, eines Elektrons aus einer impulslosen ;-Schale sich 
die iibrigen zu der nichstniedrigeren (zwei Elektrone weniger ent- 
haltenden) impulslosen Konfiguration und einem isolierten Elektron 
zusammentinden!). Letzteres kénnte man als das ,Leuchtelektron“ 
des Réntgenterms bezeichnen. Das Atominnere in einem solchen 
Réntgentermzustand hat dann aufSer impulslosen Schalen noch die 
innerste 1,-Schale vom Impuls 1 und das Réntgenleuchtelektron vom 
Impuls & Der Sachverhalt entspricht also den optischen ‘Term- 
zustanden der Dubletterme, z. B. des Na-Atoms: Eine innere 1,-Schale 
vom Impuls 1, mehrere abgeschlossene Schalen vom Impuls 0 und 
ein Leuchtelektron vom Impuls &. Entsprechend dem Verhalten des 
auBeren Leuchtelektrons beim Na wird man demnach auch bei den 
Réntgentermen zwei Bahnstellungen des Réntgenleuchtelektrons k 
gegen den inneren Rumpfimpuls 1 erwarten, indem & und 1 sich zu 
zwei verschiedenen Werten j des resultierenden Impulses zusammen- 
setzen. Hine Ausnahme mu dabei nur fiir den niedrigsten Wert 
k= 41 auftreten, und zwar aus denselben bekannten Griinden, aus 
denen auch der Dublett-s-Term einfach ist. 

Die soeben vertretene Modellauffassung der Vorgange bei der 
Jonisierung einer abgeschlossenen Schale wird wesentlich gestiitzt 
durch einen Fund von Fowler, der durch den Zeemaneffekt von 
Back sichergestellt ist, da& das Kohlefunkenspektrum (Ct) eben- 


1) Uber den Sonderfall der zerstérten Viererschale siehe unten. 


94 A. Landé, 


soleche Dubletts zeigt wie die Alkali-Bogenspektren, d.h. dab Ct 
ebenso wie die neutralen Alkalien den Rumpfimpuls 1 besitzt. Da 
bei den Alkalien der Rumpfimpuls 1 von der inneren 1,-Schale her- 
riihrt, kann der Rumpfimpuls 1 des C+ nur dadurch erklart werden, 
da8 von den drei zuriickbleibenden Elektronen der 2,-Tetraederschale 
das eine zum Leuchtelektron k des C+-Spektrums wird, die beiden 
andern aber zusammen den Impuls der inneren 1,-Schale nicht ver- 
mehren, sei es, da8 sie zusammen impulslos sind, sei es, da ihr 
Impuls sich mit dem Impuls 1 der 1,-Schale zum _ resultierenden 
Impuls 1 zusammensetze. Entsprechendes lernt man aus dem Bogen- 
spektrum des Bors, welches ebenfalls nach Fowler alkaliartige 
Dubletts hat. 

Durch die oben angefihrten Griinde scheint uns die Alkali- 
dublettnatur der relativistischen Réntgendubletts sichergestellt zu sein. 

Wir méchten an diesem Ergebnis festhalten trotz der bekannten 
schlagenden Erfolge der Sommerfeldschen Theorie, welche die obigen 
Réntgendubletts aus dem relativistischen Energieunterschied zweier 
verschieden elliptischer Bahnen erklart. Unsere Deutung als Neigungs- 
dubletts zweier gleich elliptischer Bahnen verlangt also eine Umdeu- 
tung der quantitativ so gut stimmenden Formeln von Sommerfeld; 
diese Deutung mu dann auch auf die optischen Dubletts (allgemein 
Multipletts) anzuwenden sein. 

Im Anschluf8 an den von Roschdestwenski und Heisenberg 
unternommenen Versuch, die optische Komplexstruktur auf magne- 
tische Krafte zwischen Leuchtelektron und Rumpf zuriickzufihren, 
kénnte man auch die Réntgendublettintervalle der verschiedenen 
Energie des Rumpfes (K-Schale, siehe oben) im magnetischen Felde 
des Réntgenleuchtelektrons (siehe oben) bei verschiedener Neigung 
ihrer Impulsachsen zuschreiben. Der Haupteinwand, der sich von 
vornherein gegen diesen Versuch erhebt, ist der, daS die magne- 
tische Kraft zu einer Dublettbreite fiihrt, die mit der dritten 
Potenz der abgeschirmten Kernladungszahl (Z—s)’ im periodischen 
System anw&chst, wahrend die Erfahrung und im Einklang mit ihr 
Sommerfelds relativistische Theorie ein Anwachsen der obigen 
Réntgendubletts mit (Z—s)* gibt (abgesehen von hdheren Gliedern). 
Dieselbe Schwierigkeit besteht auch fiir eine magnetische Theorie 
der optischen Dubletts, die mit (Z—s)4 anwachsen. Der Anlaf 
wenigstens zur Erwigung magnetischer Krafte besteht aber fiir uns 
darin, daB diese zu genau denselben Funktionen universeller Kon- 
stanten und Quantenzahlen fiihren, die Sommerfeld durch seine 
relativistische Rechnung unter Benutzung der Rydbergkonstanten R 


Das Wesen der relativistischen Réntgendubletts. 95 


und der Feinstrukturkonstanten « erhilt. Dieses ebenso iiberraschende 
wie lehrreiche Resultat leitet sich folgendermafen ab }). 

Nach dem Gesetz von Biot und Savart ist das magnetische 
Feld $, welches ein im Abstand r mit der Geschwindigkeit » fliexendes 
Elektron e am Nullpunkt erzeugt, gleich 


. efv.r] e m{vr]_ 


: crs me r* 
Darin ist m[vr] das Impulsmoment des Elektrons auf seiner Bahn- 
ellipse und hat quantentheoretisch den Wert kh/22. Der wirksame 
zeitliche Mittelwert von § ergibt sich aus dem Mittelwert von 1/r’, 
namlich mit Benutzung der Exzentrizitét ¢, der exzentrischen Ano- 
malie « und der grofen und kleinen Achse a und Db: 


2x 


(3) ee du et LS. ee! 
rs} 2a Jak(1+ecosu)? ai(l1—e)'2 bs 
0 


Dabei ist quantentheoretisch 


b = an: (mit a = 0,582.10-8§ = oT bei Wasserstoft 
Demnach wird der Mittelwert von 5 
= e kh Z3 32 5mre7 23 
m me 2a n8k3 air ai — ehS 3k? 


Ist nun 4m im Quantenma8 die Differenz der Komponenten des 
Rumpfimpulses auf die Richtung des Leuchtelektronenimpulses in den 
zwei geneigten Stellungen, so wird die zu den beiden Neigungen 
gehérige Termdifferenz Jv 


= Am 
Av= D “pi ee 
(wobei 9 = Peedi sdlid Larmorfrequenz im Feld 1 bedeutet). Ein- 


2me 
setzung von 0 und § ergibt dann 
Satmes 1 
hic = n3 k2 
Sommerfelds relativistische Theorie fiir den Termunterschied Jv 
zweier verschieden exzentrischer Ellipsenbahnen ny und nj (wobei 


|k’ —k"| = 1) gibt 
ae ou n—Kh n—kl\ _ Ror Zs 
ile nt ( ) ~ mdki kl! 


AFP nga -Z3.-Am. 


I’ kl 


1) Fir die magnetische Rechnung vgl. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 8, 286, 
1922, fiir die relativistische Rechnuag A. Sommerfetd, Atombau und Spektral- 


linien, 3. Aufl., 8. Kapitel. 
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Darin ist die Rydbergzahl R und die Feinstrukturkonstante « 


212me* we 2 1 e? 
Taw eae es wees he’ 
dah 
om 8 x4 me® 1 
Abe — m8 Kk! 
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Man findet also magnetisch und relativistisch beziiglich der univer- 
sellen Konstanten genau die gleiche Funktion, ebenso beziiglich der 
Hauptquantenzahl n. -Beziiglich der azimutalen Quantenzahl ergibt 
sich magnetisch k2 (eine LEllipsenform verschiedener Neigung), 
relativistisch k’.k’ (zwei Ellipsenformen); dabei nimmt aber Sommer- 
feld fiir k’ und k” zwei benachbarte ganze Zahlen, wahrend wir 
gezwungen sind (durch die Ergebnisse des Zeemaneffekts), fiir & die 
zwischen k’ und k” liegende halbe Zahl zu nehmen, so dah k? sich 
von kk” nur um 1/, unterscheidet (dieses 1/, spielt auch in der 
Theorie des Zeemaneffekts eine noch nicht aufgeklirte Rolle). Be- 
ziiglich Z ergibt sich relativistisch Z* (von den hdheren Relativitats- 
korrektionen abgesehen), magnetisch Z?. 4m (ebenfalls von Korrek- 
tionen des Biot-Savartschen Gesetzes bei groBen Geschwindigkeiten 
abgesehen). Bei der wirksamen Ladung Z—=—1 und 4m = 1 
(Li-Dublett) stimmen also beide 4v-Ausdriicke iiberein. 

Besonders sei darauf hingewiesen, da8B Sommerfelds relati- 
vistische Theorie fiir das Intervall zwischen zwei nicht benachbarten 
Réntgenniveaus (kj und k'j’=k —1, j — 1) durch obige Uberlegungen 
nicht betroffen wird. Unter anderem bleiben auch die Betrachtungen 
von Bohr und Coster (I. c¢.) unberiihrt. 


Nachtrag. In den obigen Betrachtungen ist der Gegensatz 
zwischen der formal so erfolgreichen relativistischen Theorie der 
-Rontgendubletts und ihrer wohl nicht mehr anzuzweifelnden optischen 
Dublettnatur stark unterstrichen. Dieser Gegensatz besteht, solange 
die Bohrsche Theorie der Spektren in ihren Grundlagen unverindert 
beibehalten wird. Mehrere Schwierigkeiten bei der Deutung der 
spektroskopischen Erfahrung bei konsequenter Anwendung der Bohr- 
schen Theorie haben jedoch zu der Ansicht gefiihrt?), daB in den 
theoretischen Grundlagen eine Modifikation nicht zu umgehen sein 
diirfte, deren Richtung iibrigens durch bestimmte Ergebnisse der 
Multiplettstruktur und des Zeemaneffekts (scheinbar halbe Quanten- 
zahlen, g-Formel usw.) gewiesen wird. Die gleiche Unvollkommenheit _ 


*) Vgl. den Vortrag in Bonn (Phys. ZS. 24, 441, 1923). 
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der Bohrschen Grundprinzipien scheint nun auch der Unvereinbar- 
keit der relativistischen Natur der Réntgendubletts mit ihrer optischen 
Dublettnatur zugrunde zu liegen. Diese Uberzeugung stiitzt sich auf 
neue Ergebnisse tiber die absolute IntervallgréB8e der optischen 
Dubletts und Tripletts, berechnet aus universellen Konstanten, Quanten- 
zahlen und Atomnummern, wo jene Widerspriiche noch drastischer 
zutage treten. In den demnichst mitzuteilenden Resultaten wird der 
positive Inhalt der vorliegenden Note, der véllig identische Ursprung 
der optischen Dublett- und Triplettintervalle mit dem der Réntgen- 
dubletts, in quantitativ unerwartet genauer Weise von Li (47 v = 0,34) 
bis Rat+ (dv = 4858,6) erwiesen. Der negative Teil, der Wider- 
spruch gegen die Sommerfeldsche Deutung wird aber vertagt, bis 
eine Klarung der Grundprinzipien erfolgt sein wird. 
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Zur Theorie der Bandenspektra. 
Von P. Tartakowsky in Kiew (RuBland). 
(Hingegangen am 25. Marz 1924.) 


§ 1. Hinleitung. § 2. Begrenzung der Oszillationsquantenzahl bei 
asymmetrischer Oszillation in Abhangigkeit von der Verstimmung. 
§ 3 und 4. Vergleich unserer Hinschrainkung der Oszillationsquanten- 
zahl mit der Einschrankung, die aus der Kratzerschen Quante- 
lung unharmonischer Schwingungen bei gleichzeitiger Rotation 
gefolgert werden kann. § 5. Verallgemeinerung der Resultate, be- 
treffend die Hinschrankung der Quantenzahl, auf die Klasse bedingt- 
periodischer Systeme. § 6. Berechnung maximaler Werte der 
Oszillationsquantenzahl aus experimentellen Daten. § 7 und 8. Schwin- 
gungszahl und Verstimmung und einige andere Konstanten, die den 
Aufbau des Molekiils charakterisieren. 


§ 1. Bekanntlich ist das Molekil als Trager der Bandenspektra 
anzusehen. Betrachten wir nur zweiatomige Molekiile, so sind fiir die 
volistandige Beschreibung aller Kigenschaften der zugehérigen Spektra 
nur folgende in diesen Molekiilen vorhandene Bewegungen ins Auge 
zu nehmen: 1. Die Oszillation der zwei Atomkerne in Richtung ihrer 
Verbindungslinie. 2. Die Rotation des Molekiils um eine Achse, die 
senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne im Schwerpunkte des Mole- 
kiils steht. Dabei ist noch die Elektronenbewegung zu beachten. Sind 
die quantentheoretisch stationaren Zustinde durch die Oszillations- 
quantenzahl » und die Rotationsquantenzahl m festgelegt, so ergibt 
die Quantelung nach A. Kratzer!) folgenden Ausdruck fiir die 
Energie: 2 


wW,= We = mtagh + oo (m2 — +), (1) 


Wo = nhvo(1 — an). (2) 


Hier ist Wo die Energie des rotationslosen Zustandes, also die 
reine Oszillationsenergie, h und J Plancksche Konstante und 
Tragheitsmoment des Molekiils um die obengenannte Achse. Das 
zweite Glied in (1) stellt die Wechselwirkung der Rotation und der 
Oszillation, das dritte die Rotationsenergie dar. a, ist eine Konstante, 
die der Oszillationsquantenzahl n proportional ist. v, ist die Schwin- 
gungszahl im Falle rein harmonischer Bindung der Kerne (was in 
Wirklichkeit nicht der Fall ist). Die kleine Konstante « stellt die 


» Verstimmung“ dar und hangt von dem Gesetze der asymmetrischen 
Bindung ab. 


1) ZS. f. Phys. 3, 289, 1920. Diese Arbeit, auf deren Ergebnisse wir noch 
mehrmals zurtickkommen werden, konnte ich leider nicht zur Hand bekommen. 
Ich zitiere nach A.Sommerfelds Atombau und Spektrallinien, 3. Aufi., Zusatz 17. 
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Zusammen mit der Bohrschen Frequenzbedingung und dem 
Korrespondenzprinzip gibt der Energieausdruck (1) iiber alle Einzel- 
heiten in dem Verhalten der ultraroten und sichtbaren (und ultra- 
violetten) Banden Aufschlu8 °). 

_ Die Schwingungszahlen der Bandenlinien (im Sichtbaren) ergeben 


sich aus der Formel ,, __ A+2Bm-+ Cm? 


Das Gesetz der Bandenanordnung ist in der Konstante A = »,+1,+ B 
enthalten. Hier hingt v, von der Anderung der Elektronenkonfigura- 
tion, ¥ von dem Quantensprunge der Oszillation ab. Da die Kon- 
stanten x und v fiir das sichtbare Gebiet bei dem Sprunge nicht 
genau gleich bleiben, so ergibt sich fiir 1; , 
Vv, = n'vo(1 —a'n') — nm (1 — an) 
= (n' —n) 1 + n(¥5 —%) — v2 voa!' + n2 V9 a. (3) 
Die Gréfen vp und # 4andern sich nur wenig, somit ist das erste 
Glied (n'—n)v5 (der GréBe nach) als das Hauptglied zu betrachten. 
Die ultraroten Banden riihren von Quantenspriingen » > 0 bei 
Erhaltung der Elektronenkonfiguration her. Also ergibt sich das 
Gesetz der ultraroten Banden in der Form 
Vy = NV) (1 — xn). (4) 
Die GréBen v, und « sind als konstant zu betrachten. Es entsteht 
also eine Reihe von ,Oberténen“ der Hauptfrequenz 
Vv, = %(1—z2). 
Die letzte experimentelle Arbeit auf diesem Gebiete stammt, soviel 
mir bekannt ist, von Cl. Schaefer und M. Thomas?) Die Er- 
gebnisse dieser Arbeit werden im folgenden beriicksichtigt werden. 
§ 2. Der Ausdruck 
W = nhw(1 — an) (5) 
fiir die Energie ergibt sich fiir jede unharmonische (asymmetrische) 
Oszillation, d.h. wenn die Bewegungsgleichung 
ua + 9(g) = 0 
lautet (u = schwingende Masse, gq = Elongation). Die Verstimmung « 
hangt von der Funktion (q) ab. Der Verfasser*) hat fiir die Oszil- 
lationsenergie unabhangig von Kratzer einen Ausdruck yom Typus (5) 
gefunden, indem er zwei erste Glieder in einer Reihenentwicklung 
von @(q) beriicksichtigte, also die Bewegungsgleichung 


vitfa+ge = 0 ( 


1) Siehe A. Kratzer, ZS. f. Phys. 8, 289, 1920; Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
2) ZS.f. Phys. 12, 330, 1923. Hier sind auch mehrere Literaturangaben zu finden. 
3) ZS. f. Phys. 15, 153, 1923. ‘ 
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betrachtete. Fiir die Verstimmung ergab sich 


CE ay (7) 


(» = es 1) Es ergab sich auch, da% die Bewegung nur dann 
20 7 w 


periodisch sein kann, wenn 1 f3 
W xe ate (8) 
g 
und 
I ae | 
ay i pene 9 
os 31 g2 hv (9) 
Der Vergleich mit (7) ergibt 
oar 
= ee 10 
aie: a 
Also die Oszillationsquantenzahl kann nur Werte 0, 1,...”, annehmen, 
ay 
wo », die gréBte ganze Zahl, die kleiner als 31 & ist. 


Da unser Ausdruck fiir die Oszillationsenergie mit dem Kratzer- 
schen zusammenfillt, so scheint es méglich, die Begrenzung der 
Quantenzahl » auf die Theorie der Bandenspektra zu itbertragen. 
Sind nur die obengenannten n, + 1 Werte der Oszillationsquantenzahl 
»@ priori“ moéglich (d. h. ohne Beriicksichtigung der wirklichen Er- 
zeugungsmoglichkeiten der entsprechenden Quantenzustande, welche 
-von auBeren Bedingungen abhingen), so muB auch die Zahl der 
Einzelbanden im Spektrum (genauer, in einem Bandensystem, nach 
Kratzers Terminologie) auf einen Maximalwert N eingeschrankt 
werden. Da bei unharmonischen Schwingungen das Korrespondenz- 
prinzip alle méglichen Quantenspriinge zulaBt, so ist dieser Maximal- 


t off i 
wert offenbar gleich ree ser Lc 


Die Betrachtung der Formel (3) zeigt, daS der gré8tmégliche Wert 
von v; sich bei dem Ubergange m, > 0 ergibt. Wir erhalten: 

VY, == NM %(1— an). (11) 
Somit ist die ,letzte‘ Bande im System die n,-te Oberbande des 
Systems der ultraroten Banden (sie kann selbst im sichtbaren oder 
auch im ultravioletten Gebiet liegen). 

Da der gréStmégliche Wert der Oszillationsquantenzahl », von 
der Verstimmung abhiangt, so kann man aus dem Gesetze der Banden- 
anordnung auch die gréBtmégliche Zahl der Banden im System und 
die Lage der letzten Bande von der kurzwelligen Seite ablesen. Selbst- 
verstandlich wird in den meisten Fallen diese ,Grenze“ des Systems 
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nicht erreicht, und die Zahl der Banden bleibt weit unter der GréBe x 
da die groBen Werte von n eine nur sehr geringe Wahrscheinlichkeit 
haben. Unsere Theorie behauptet nur, da8 oberhalb der Bande ( (11) 
schon keine Bande desselben Systems hervortreten kann. 

In manchen Fallen ist, wie wir sehen werden (§ 6), , nicht zu 
grof, und somit kénnte eventuell die ,,letzte“ Bande beobachtet werden 
und die Voraussagungen der Theorie kénnten vielleicht auf experi- 
mentellem Wege gepriift werden, vorziiglich in Absorption. 

Die Méglichkeit der beschriebenen Eigenschaft der Rotations- 
schwingungsspektra scheint uns von Wichtigkeit zu sein. Da anderer- 
seits die Kratzersche Theorie alle Einzelheiten der Bandenspektra 
glanzend wiedergibt und ihre Ausgangsgleichungen im inneren Zu- 
sammenhang mit den jetzigen modellmaSigen Vorstellungen iiber zwei- 
atomige Molekiile stehen, so scheint es uns zweckmafig, eingehend 
zu priifen, ob die genannte Folgerung unserer Theorie nicht im Wider- 
spruch mit der Kratzerschen steht. 

§ 3. Der analytische Grund fiir das Auftreten der Energieein- 
schrankung besteht darin, daB in dem Ansdrucke fiir den Impuls 


2 
ps = Y20w— ree — 2 ue (12) 


der Radikand wenigstens zwei reelle Wurzeln haben muf1). 
Kratzer?) nimmt folgenden Ausdruock fir die potentielle 
Energie an: 


By = —a(e to — a tbe +ek ++), (18) 

wo a, «, b, ¢ Konstanten sind (die zwei letzten sind klein), 9 = ~, 
‘0 

—o— l= iene (r = jeweiliger Abstand der Kerne, rp = Ab- 


0 
stand im Gleichgewichtszustande). Die GréBe & ist also der Elon- 


gation q proportional. Fiir die zwischen den Kernen wirkende Kraft 
erhailt Kratzer: 


t= —2 (5 3bé2— 4cé8.. :). 

‘Setzen wir 9 = 1+ und dann &§ = 4 =, so wird 
To 

Be fect i)? — 8b it— Ache 


= —*[g-3(01 +0) 4+2(8—20)84---] = — (fat oat) 
0 


1) Vgl. P. Tartakowsky, l.c. 
2) Siche Sommerfeld, Atombau usw., Zusatz 17, 8. 739. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 8 
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mit folgender Bedeutung der Koeffizienten: 


a 3a 
a ree i a aks b). (14) 


Der nachste Koeffizient, den wir unberiicksichtigt lassen, wiirde sein: 
2a 
—(3—2e). 
1o* 


Also vom rein formalen Standpunkte aus kann der Kratzersche 
Kraftansatz durch eine Reihenentwicklung ersetzt werden und fallt 
mit unserer Darstellung zusammen. Da wir nur zwei Glieder der 
Entwicklung betrachten und Kratzer auch das dritte ins Auge faBt, 
so muB das Ergebnis der Kratzerschen Berechnung schon a priori, 
d.h. unabhingig von der Methode der Quantelung, genauer sein als 
das unsere. Es scheint aber das Hauptresultat unserer Erérterungen, 
nimlich da die Quantenzahl begrenzt ist, nicht zu beeintrachtigen 1). 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daB die Kratzersche 
radiale Quantenbedingung, abgesehen von der Rotation mit unserer 
(einzigen!) zusammenfallen mu8. Es ist fiir uns wichtig, diese Be- 
dingungen naher zu vergleichen. Da uns jetzt die Rotation belanglos 
ist, so streichen wir zuerst das von der Rotation abhingige Glied in 
Kratzers radialer Quantenbedingung aus. 

Da8B unsere Oszillationsquantenzahl mit der Kratzerschen voll- 
kommen identisch ist, geht aus den leicht ableitbaren Beziehungen 
hervor 

Po =P dQ=— 


fp voile =  rodg a0 he 


Die Energiegleichung der Kratzerschen Theorie (von der Rota- 
tion abgesehen) lautet 


also 


Po 
Ww = 27 cL Epot (15) 
(J = wr = Tragheitsmoment; uw berechnen wir aus — oy aa 


Wo m,, m, die Massen der beiden Kerne sind 2); also wird 


Po = fi IW ease. (16) 


1) Sind die Wurzeln des Radikanden in (12) unter gewisser Bedingung 
reell, so bleiben sie gewi8 auch dann reell, wenn wir noch ein Glied mit q* hinzu- 
fiigen, das nur geniigend klein ist. 

2) Vel. Sommerfeld, S. 739: 
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Durch Einsetzen des Wertes (13) von Epyot' (wir streichen jetzt die 
Glieder mit & betrachten also nur den Hauptbestandteil der Kratzer- 
schen Quantenbedingung) in (16) wird 


= / 6 i! 
Po = / W 2 ry 
Pe Va Y2(ato)+o—a9 
Da 9 = 1+ & ist, so wird 
Po = VJa .V(A+1)—#4 284... 
me. A = 2(a+—") ist. Weiter wird 
— | 1 a 2ua 
Pe =r 2m W+a(a+5) — eg + —— gi. 
0 


Wir setzen 


W+a(a+5)=w 


a 
me al (17) 
3a 
ete 
und erhalten 9 
Po = Yo J 2uw'— rua gue (18) 
Wegen der Beziehung p, = op, fallt das Resultat formal vollkommen 


mit (12) zusammen. Die zwei letzten Formeln (17) sind mit dem 
jetzigen Annaherungsgrad mit (14) identisch. Die Formel (18) zeigt, 
daB die Gréfe W’ [und nicht die in (15) hervortretende Energie- 
konstante| nach Formel (8) begrenzt sein mu8. Aber gerade diese 
GréBe ist nach Kratzers Quantelungsmethode durch die Gleichungen (1) 
und (2) angegeben?). Fiir die spektrale Formel ist das bedeutungs- 
los, da W von W’ sich nur durch eine additive Konstante unterscheidet 
[Gleichung (17)]. Fiir das Problem der Begrenzung der Oszillations- 
quantenzahl ist aber letzterer Umstand von Wichtigkeit. 

Die Ubereinstimmung der Gleichungen (12) und (18) ist nicht 
nur eine formal analytische. W’ ist der in (12) hervortretenden Energie- 
konstante vollkommen gleich, wie leicht zu sehen ist. 

Die potentielle Energie fiir r = ro ist nach (13) gleich 


i 
Epos = —a(a+ x): 
Subtrahieren wir diese GriéBe von W [Energiekonstante der Formel (15) |, 


i 1 , , 
so erhalten wir W + a(a = z) welche GréBe offenbar die Energie 


1) Vgl. Sommerfeld, 8.741. 
2) Siehe Sommerfeld, l.c., 8. 743, Gleichung (23). 
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darstellt, wenn die potentielle Energie von der Gleichgewichtslage 
(r = 1, g = 0) als Nullniveau ab geziblt ist. Von diesem Niveau 
ab ist aber die Energie in unserer Formel (12) gezahlt. Da die bereits 
angegebene GréBe nach (17) gleich W’ ist, 8o fallt (18) vollkommen 
mit (12) zusammen, was selbstverstandlich zu erwarten war. 

Die Modglichkeit, die Kratzersche radiale Quantenbedingung 
vollig in die unsere iiberzufiihren, scheint zu beweisen, da die in 
Gleichung (9) angefiihrte Begrenzung der Oszillationsquantenzahl in 
der Theorie der Baudenspektra gelten kann. 

§ 4. Es driingt sich die Frage auf: Ist vielleicht die Begrenzung 
der Oszillationsquantenzahl nur eine Folge der von uns angenommenen 
Methode fiir die Auswertung des Quantenintegrals und ergibt sie sich 
nicht aus der physikalischen Natur der Sache? Stande es aber so, 
dann kénnte man bei anderer Rechnungsmethode eventuell zu véllig 
anderer, im Widerspruch zu der unserigen stehenden Begrenzung der 
Quantenzahl gelangen oder sogar iiberhaupt keine Begrenzung vor- 
finden. Der physikalische Grund fiir die Begrenzung der Oszillations- 
quantenzahl liegt darin, daB zwei Wendepunkte der Oszillation vor- 
handen sein miissen, in welchen die Geschwindigkeit gleich Null ist *). 
Dies ist aber auch bei Kratzer von Wichtigkeit: der Abstand der 
Kerne r pendelt zwischen bestimmten GréBen rmin und rpax. Bei der 
Auswertung des Quantenintegrals nach Sommerfelds Methode der 
komplexen Integration *) spielt dieser Umstand eine wichtige Rolle. 
Das Integral ist vom Typus 


et eae 


und nach Sommerfelds Methode ist: 


of es 

i ani( YO al (19) 
Da wir es mit einer reellen GréBe zu tun haben, so wird C0 < 0; 
A < 08) und das Vorhandensein zweier Verzweigungspunkte fordert 
—A CG Vv: (20) 
(DaB C < 0 ist, geht schon ohne (19) aus der Forderung hervor, 

daB der Radikand positiv sein muB, wenn Qmin < @ < Qmax)- 
Im Falle unharmonischer Schwingungen mit gleichzeitiger Rota- 
tion ist +) 


A= 2(a 42 7); 2B ey: c=—(14+2\ <0 


1) Naheres ZS. f. Phys. 15, 153, 1923. 

2) Sommerfeld, l.c., Zusatz 6, S. 669. 
8) Vel. Sommerfeld, 8. 670. 

4) Sommerfeld, 8. 741. 
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h : 
(p = my) - Lassen wir p fort, so ergibt (20): 
Ww 
1 $2(w+—) 0 oder WS 0, 


was nichts Neues aussagt. 
[Streichen wir p nicht, so wird 


ar 1 
a kes a 
Nadi 


auf der rechten Seite steht eine sehr kleine positive GréBe (iiber 
deren GréBenordnung vgl. weiter unten), und die Ungleichheit wird 
sicher immer erfiillt. | 

Die Forderung A <_0 gibt: 


2(a+ <0 oder W<s- (21) 


Wir vergleichen (21) mit unserer Bedingung (8), indem wir in die 


letztere die Werte von f und g aus (14) einsetzen. Es wird: 


PS ae | a 
ee a oy (1+ bd) 

Streichen wir noch } aus, wie wir schon in der ersten Naherung 
getan haben, so wird: 


/ 1 a , 
Ww S979" (21’) 


Diese Bedingung widerspricht der Bedingung (21) nicht, ist aber viel 
weitergehend als die letztere. Aus (21) wird fiir die Oszillations- 
quantenzahl die Begrenzung 


a 

Zia 2hv,—axa 7) 
gefolgert (indem wir unter W’ nur die Oszillationsenergie verstehen 
nhvo 
l+an 
Wir vergleichen jetzt (22) mit (10); die Schliisse sind aber nicht 
, zwingend, da der Vergleich nur ein ungefahrer ist. 
Nach Kratzer ergibt sich fiir die Verstimmung x") 


schreiben). 


und dieselbe in der Form 


’ 


1) Vgl. Sommerfeld, 8. 742, 744. 
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In erster Naherung streichen wir die von b und ¢ abhangigen Glieder, 
--wie wir es schon mehrmals getan haben; da a = 47?1)?J ist, so 
ergibt (23) annaherungsweise: 


(24) 


‘as 
Aus (22) und (24) folgt: 3 
ai 


nN << (25) 


Dieser Grenzwert fiir » scheint aber zu hoch zu sein; schon aus der 
angenommenen Annaherung fiir die Oszillationsenergie folgt, daB an 


1 
klein im Vergleich mit 1 sein mu, also n < ae 


Die aus (25) folgende Begrenzung von m wiirde also nichts Be- 
lehrendes fiir das Verhalten der Spektra ergeben, soweit die an- 
genommene Ann&herung ausreicht. 

Wir vergleichen noch die Werte von x, die aus unserer und der 
Kratzerschen Theorie in derselben Annaherung folgen. 

Aus (7) wird (nach Einsetzung der Werte von f und q) 

__ 1bhv% 
a ae 
also fiinfmal so groB wie sich aus (24) ergibt. Dieser Unterschied, wie auch 
der Unterschied in der Begrenzung von n, scheint von der Verschiedenheit 
in den Methoden der Auswertung der Quantenbedingung herzuriihren 2). 
Aus (24) und (26) folgt fir ro 


1 3h 7 
oetio Qn ux,’ eo 


i Eee oe (28) 


2n2UrV) 


(26) 


Die experimentellen Daten fiir HCl (vgl. unten § 6) ergeben bzw. 
fo =3.1,02210-* om, undi_ y= 92.25 20 em: 
wahrend aus der Rotation (nach Imes) wird 


fo — 1,04 el Ome coms 


Andere (nicht spektroskopische) Methoden ergeben viel gréBere Werte 
[bis 3,2. 10—*] *). Beide Formeln ergeben also die richtige GréSenordnung. 
Die Absolutwerte kénnen gewi8 nicht als sicher betrachtet werden. 

Ks bleibt noch die Frage iibrig, ob die Betrachtung der Rotation nicht 
die Begrenzung der Oszillationsquantenzahl stark zu beeinflussen vermag. 


1) Naheres vgl. P. Tartakowsky, l.c. 
*) Vgl. K. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. u. Blektr. 19, 259, 1922. 
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Wir schreiben jetzt [gemi8 (21) und (21’)]: 


Wa< 5 oder Wa<z7-%. 
Es wird nach (1): , * 
w Bee Pos 2 ee! 
i ea (3 m2 J ah) 


und eine analoge Formel bei der zweiten Voraussetzung. Nach den 
tiblichen Bezeichnungen') schreiben wir: 


Wwo< = —m2he(B— a), (29) 


wo B in cm! ausgedrickt ist. 

Fiir das System von violetten Banden des N, (sogenannten Cyan- 
banden) ergibt sich folgendes. Nach Kratzers Angaben 2) kénnen 
wir a, im Vergleich mit B vernachlassigen; 2 B = 3,8 cm—?! (annihe- 
rungsweise), also der Koeffizient bei m? wird 3,8.10—27 (h = 6,55.10-27; 
e = 3.10%) gleich sein. Fiir dasselbe Bandensystem ist J = 1,44 
a 
3 
Rotationsquantenzah] nicht zu gro ist, so ist das Korrektionsglied 


. 10—*® g-cm?; v == 2143,88 cm—!, also — = 1,2.10-1 Wenn die 


klein gegen das Hauptglied lei die Korrektion beeinfluBt nicht die 


Begrenzung der Oszillationsquantenzahl. Dasselbe gilt auch fiir die 
Formel, die aus (21’) folgt. 

Wenn aber die Rotationsquantenzahl m groBe Werte annimmt, 
so kann das Korrektionsglied von derselben GréBenordnung wie das 
Hauptglied werden und den Grenzwert fiir W,', also auch fir n, 
wesentlich vermindern. Demgemaf ist es zu erwarten, daB bei gut 
entwickelten Banden (mit groSer Zabl von Einzellinien, also mit groBen 
Werten von m) die Quantenzahl » nicht grobe Werte annehmen kann. 
Dies kann vielleicht die Tatsache erkliaren, warum die Banden meistens 
lange vor der méglichen (ohne Rotation berechneten) Grenze abbrechen. 

Wir benutzen noch die Daten fiir N,, um die Erhéhung des 
Minimalwertes fiir W’ bei Beriicksichtigung der Rotation zu priifen. 


Wir hatten b 
2 re 2 |, 
ad 
oder wi > m fre 
3 
hehe ad 


1) Vgl. Sommerfeld, l.c., Kap. 7, 8.512 u. 521, und A, Kratzer, Ann. 
ad. Phys. 67, 127, 1922. 
4) Le. 
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oder, annaherungsweise: 
W' > m?.3,8.10—". 

Das ist immer der Fall; fiir den Kopf unseres Bandensystems 4 = 3884 A 
ist hv = 5,06.10—8 erg; a fortiori gilt die Ungleichheit auch fiir W’; 
bei Anwachsen von m wichst W’ in derselben Weise wie die rechte Halfte. 

Zusammenfassend kiénnen wir als bewiesen erachten, dah die 
Oszillationsquantenzahl n des zweiatomigen Molekiils eine obere Grenze 
hat, die (im wesentlichen) durch die Bedingung 


1 
Wax Const 


festgestellt ist, wo x die Verstimmung bezeichnet. 

Uber den Wert von ,,Const“ bleiben noch manche Zweifel iibrig, 
deren Beseitigung durch das Experiment uns méglich scheint. Vorlaufig 
nehmen wir den Wert const = 5/,, an, der aus unserer Theorie folgt. 

$5. Die Betrachtungen der vorstehenden Paragraphen betreffs 
der Einschrankung der Quantenzahlen kénnen auf die Klasse bedingt- 
periodischer Systeme, deren Bewegungsgleichungen sich durch Separa- 
tion von Variablen integrieren lassen, verallgemeinert werden. 

Es sei die Bewegung eines beliebigen Systems durch Koordinaten 
und Impulse q;, p:(i = 1, ...k) bestimmt. Die kanonischen Bewegungs- 
gleichungen sind: 

ae ea 
; Or ane Odi 
[H(p; 9) =\Hamiltonsche Funktion]. 

Die Jacobische Methode’) ergibt, wenn die Variablen sich sepa- 

rieren lassen 


os ee 

Day BE VA Ge Ws omy --- a4) (§ = 1, -.-#) (80) 
t 

(S == Wirkungsfunktion, «; = Integrationskonstanten, W — Energie- 

konstante). Die Quantenbedingungen werden, wie iiblich, in der Form 


(== 15... 


p meta = Vitae W, 0%) dq; = nh (31) 
ausgedriickt. 

Ist die Bewegung bedingt-periodisch, so muS die Funktion f;(q;) 
wenigstens zwei konsequente reelle Wurzeln a; und b; haben, und 
zwar solche Wurzeln, deren Zwischenwerte g; annehmen kann, wobei 
fi(ai) > 0, wenn a; << qi <b; Die Koordinate pendelt zwischen 
diesen Wurzeln, welche die ,Librationsgrenzen“ darstellen 2). Die- 

1) Vgl. Sommerfeld, 1. c, Zusatz 7, 8. 574—691; G.Krutkow, Adia- 


batische Invarianten usw., Verh. d. Opt. Inst. zu Petrograd, 1922. 
*) Vgl. Sommerfeld, l. ¢., 8. 681. 
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selben liefern auch ganz bestimmte Integrationsgrenzen fiir das ent- 


sprechende Quantenintegral . 


. pidq: = 2 [vi (qi) 4 die 


Dabei ist die Kurve (p;q;), welche die Abhangigkeit der Impulskoor- 
dinate von der entsprechenden Lagenkoordinate darstellt, eingeschlossen }). 
Zu dieser Klasse gehéren die wichtigsten Fille der theoretischen 
Spektroskopie und Atomistik. Nur wenn jede Koordinate q;%) nicht 
ein bestimmtes endliches Gebiet verlassen kann, bleibt die Bewegung 
»stabil* (dynamisch), kann also dauernd ihren Zustand beibehalten. 
Auf die Wichtigkeit der Periodizitat fiir ‘die Quantentheorie hat 
neuerdings N. Bohr aufmerksam gemacht’). Nur in wenigen Fallen 
der Atomerscheinungen hat man es mit ungeschlossenen (p;q;) Kurven zu 
tun +); dann wird die Festlegung der Jntegrationsgrenzen etwas schwierig. 
Aber in vielen Fallen haben die Funktionen f; reelle Wurzeln 
a;, bj nicht ,automatisch“; mit anderen Worten, die Form der 
Hamiltonschen Funktion H(;, q;), also der Charakter der wirkenden 
Krafte, garantiert nicht immer die Existenz der reellen Wurzeln. Dies 
fordert in vielen Fallen, dafi die Konstanten, die in der Funktion f; 
vorhanden sind, noch bestimmten Bedingungen Geniige leisten, die 
meistens durch Ungleichungen ausgedriickt werden; nicht alle Systeme, 
deren Bewegung durch gegebene Bewegungsgleichungen bestimmt 
wird, haben den bedingt-periodischen Charakter, sind also im oben- 
genannten Sinne dynamisch stabil. Da aber die Konstanten «(j= 1...) 
und W wegen der Quantenbedingungen (31) als Funktionen der 
Quantenzahlen n; zu betrachten sind, so ergeben die genannten Un- 
gleichungen gewisse Einschrankungen fiir die Quantenzahlen. Manch- 
mal sind die Ungleichungen identisch ausgefiihrt und ergeben keine 
wirkliche Begrenzung der Quantenzahlen. Allerdings kénnen nur 
Quantenbedingungen vom ,radialen Typus“ Begrenzungen fiir die 
Quantenzahlen liefern; Quantenbedingungen fiir zyklische Koordinaten 
(Azimuten) kénnen gewiB keine solche Hinschrankungen bewirken. 
Wegen der hervorragenden Bedeutung der bedingt-periodischen 
Systeme fiir die theoretische Atomistik scheinen die Ungleichungen 
fiir die Quantenzahlen als ,,Bedingung der dynamischen Stabilitat“ 
bezeichnet werden zu kénnen. 


1) Vgl. Krutkow, 1. c. 

2) Hine Ausnahme bilden nur die zyklischen Koordinaten. 
3) ZS: £. Phys. 18, 117, 1923. 

4) Zum Beispiel Epstein, Ann. d. Phys. 50, 815, 1916. 
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Die Aussonderung von ,mechanisch-stabilen“ aus der Reihe der 
Systeme, die gegebenen Bewegungsgleichungen geniigen, finden wir 
in vielen Arbeiten vor 3). 

Unsere Betrachtung der méglichen Einschrankungen fiir die 
Quantenzahlen ist in gewissem Sinne den Quantenungleichungen 
Sommerfelds analog, die zB. den Wert Null fiir die azimutale 
Quantenzahl bei der Elektronenbewegung um einen Kern ausschlieBen. 

Der Ursprung und Charakter der Ungleichungen werden durch 
die Form der Quantenbedingungen bestimmt. Wir sahen im vorigen 
Paragraphen, daf die Quantenbedingung der Form 


r= $4428 + Saran 


A =< 03 C= 03 B27 =Acc = 0 fordert. 

Als Beispiel der identischen Ausfiihrung der Ungleichungen kann 
die elliptische Bewegung eines Elektrons um den Kern dienen. Es 
ist in diesem Falle: 


Av 2m Wis BD) == m el: i i 
41? 
Die Bedingung A < 0 ist immer erfiillt da 
2 1? me? H? 1 
ar “(n+p 
Weiter ergibt sich aus B2— AC > 0: 


22? me? H2 1 


w= — 


w>— ——, 
h? n> 
also die Identitit: 
il = 1 
2— (n+ n')j2 


Einen Fall, bei welchem die Quantenbedingung derselben Form eine 
nicht identische EKinschrankung der Quantenzahl bewirkt, haben wir 
in den § 3 und 4 bereits erértert. Die Einschrankung der Quanten- 
zahlen fiihrt zu einer Begrenzung des Spektrums. 

§ 6. Das spektroskopische Material reicht leider nicht aus, um 
die Voraussagungen der Theorie griindlich zu bestitigen; es scheint 
aber auch nicht gegen dieselbe zu sprechen. Bei homéopolaren wie 
auch bei heteropolaren Molekiilen sind die Banden nicht durch das 
ganze Spektrum zerstreut, sondern sie gruppieren sich in gewissen 
begrenzten Gebieten’). ,,Die Bandenspektra von Verbindungen be- 


1) Vgl. z. B. M. Born und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 16, 229, 1923. 
W. Pauli, Ann. d. Phys. 68, 177, 1922. 

*) Siehe Konen, Das Leuchten der Gase und Dampfe, 8. 291 uv. f. 
Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn, 1913. 
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stehen aus verhiltnisma&Big kurzen, vielkantigen Gruppen 4) von Banden, 
die sich nicht iiber das ganze Spektrum verteilen“ 3). 

Zahlreiche Daten iiber ultrarote Absorptionsspektra sind bei 
Cl. Schaefer und Max Thomas) gegeben. Diese Autoren beschif- 
tigen sich hauptsichlich mit den héheren ,Oberténen“ und teilen 
auch viele Angaben von anderen Forschern (z. B. Burmeister, 
Brimsmade, Kemble, Imes) mit. Wir benutzen diese Angaben 
(ohne weitere Autorenbenennung), um die Werte von 1, der Ver- 
stimmung #, des Maximalwertes m, der Oszillationsquantenzahl und 
die Lage der ,letzten* Oberbande zu berechnen 4). 


I. CO Grundschwingung . . A, = 4,674, 
REAR) es ow a dg 288 ps, 
Regodemme<.- s .. 07 ah Se LO H- 

Es folgt >) x — 0,00661, 


Vo = 6,472 . 1018 (sec—'). 


[Der berechnete Wert von 4, fallt gut mit dem angegebenen experi- 


, 5 i 
mentellen zusammen *)|. Dann wird: (= te n!). 


Wi 244: on, 24; Ay, = 2200 A. 
Die 24. Oberbande des ultraroten Systems mu also in dem ultra- 
violetten Gebiet liegen. Die Erzeugung von so hohen Werten der 
Oszillationsquantenzahl ist selbstverstandlich sehr unwahrscheinlich 
(nach den Angaben iiber die spezifische Warme der Gase); die Auf-_ 
findung einer solchen Bande in Absorption scheint uns aber nicht 
ausgeschlossen zu sein’). 


Il. HCi.. Grundschwingung . . 4, 
Oktave . he 


3,46 wu, 
1,76 w. 


Il ll 


x = 0,01674, 
¥>) = 8,817. 10%. | 
9,62) my = DS Shp 4451 A. 


1) Nach Kratzers Termiuologie ,Systemen*; Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
2) Konen, 1. c., 8.274 (nach Olmsted, Diss, Bonn 1906). 
8) ZS. £. Phys. 12, 330, 1923. 
4) Die zugehdrigen theoretischen Betrachtungen sind in den § 1 u. 2 zu finden. 
5) Die Berechnung geschieht nach dem Schema 

A 211—22% pee! 7S es ay 
a i; Po eee «PB Ay 

6) Schaefer und Thomas, l. ¢. ‘ 

7) In Kaysers Handbuch ist die Wellenlange 2 = 3893 A als Ende des 
Absorptionsspektrums von CO angegeben. Dieselbe kann noch innerhalb des be- 
trachteten Bandensystems liegen. Lyman hat ultraviolette Banden von CO bis 
A = 1835A ausgemessen. Die Lymanschen Banden bilden offenbar ein ganz 


anderes System. 
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Das ,,.Ende“ der ultraroten Banden findet sich im Sichtbaren. 


Ill. HFI. Grundschwingung . . 4, = 2,524, 
Oktave .-. 1. sw 2 eg lean eB}. 
Da A, = 14, (genau) ist, so wiirde sich z — 0 ergeben, also die 


Asymmetrie der Schwingung fallt fort. Dies widerspricht aber der 
Tatsache des Vorhandenseins eines Obertons, da nach dem Korre- 
spondenzprinzip bei rein harmonischer Schwingung die Oberténe un- 
méglich sind (es sind nur Uberginge n+ 1-— > m méglich). Wir 
miissen also annehmen, daB die GréBe x nicht Null, aber sehr klein 
ist. Vergleichshalber schreiben wir x = 0,000. Die Schwingungs- 


; ¢ : 
zahl v9 berechnen wir aus Vv; = 73 wir bekommen ¥) — 11,589. 1013. 
a 


IV. HBr. Bei HBr (sowie bei HJ) ist es Schaefer und 
Thomas nicht gelungen, die Banden zu beobachten, infolge experi- 
menteller Schwierigkeiten die mit der Unstabilitit dieser Verbindungen 
verbunden sind. Nach Imes ist): 


Grundschwingung . . A, = 3,31, 
OKtave ge. hs. tae Agia 
x == 0,098994, 


Vy = 5,373. 1033. 


Die Verstimmung ist auBerordentlich groB. Wir berechnen n’ — 1,62; 
also mn, = 1. 2 

Dies Ergebnis widerspricht der Tatsache der Existenz der Oktave, 
scheint also auch unserer Theorie zu widersprechen. Die Beobachtung 
dieser Banden ist, wie gesagt, mit groBen Schwierigkeiten verbunden, 
und Fehler sind demzufolge wahrscheinlich. Andererseits ist der be- 
rechnete Wert von # sehr gro, und es bestehen vielleicht einige 
Zweifel, ob die Formel W = nhv,(1—an) geniigend exakt sei. 
Fiigen wir aber noch ein in x quadratisches Glied hinzu, so wird der 
aus dem Experiment berechnete x-Wert kleiner. Die Frage wiirde 
ganz sicher geklart, wenn die Oberbande 2, gefunden und ihre Lage 
mit der aus A, und A, berechneten verglichen worden wire. Da diese 
Bande noch nicht entdeckt ist, scheint das Experiment fiir unsere 
Theorie nicht vernichtend zu sein. Wahrscheinlich ist in diesem Falle 
m, —= 2 oder 3. Wir nehmen vorliufig die Zahl 2 an und halten 
also die Bande A, — 1,98 fiir das Ende des ultraroten Bandensystems. 

Die Erforschung der Absorption von HBr in der Gegend von _ 
A, = ¢/3 vy (1— 3) ist fiir unsere Theorie sehr erwiinscht. 


') Sommerfeld, l. ¢, 8, 518. 
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V. SiC. (Schaefer und Thomas, Reflexionsmethode.) 


Grundschwingung . . A, = 124, 
RE a) 2h iy BE ODA, 
2 == 0,03 788s: 


Vy = 2,598 . 1018, 
he ee ee 9 aie Ys 

Die letzte Bande mu also noch im Ultrarot liegen. Die Priifung 
dieser Resultate ist interessant in bezug auf die Frage tiber die 
spezifische Warme zweiatomiger fester Kérper. Die Rotation des 
Molekiils ist nicht vorhanden (fester Kérper!); die Voraussagungen 
der Theorie miissen besonders scharf hervortreten. Die Begrenzung 
der Oszillationsquantenzahl durch den Wert 4 muB8 fiir die spezifische 
Warme von Wichtigkeit sein. Nach Nernst?) wird letztere fiir zwei- 
atomige Kérper als Summe einer Funktion vom Debyeschen Typus 
und einer vom Einsteinschen dargestellt. Die Einsteinsche bezieht 
sich auf intramolekulare Schwingungen*). Die Summation nach x 
geschieht von n = 0 bis n = oo. Ist aber wirklich die Quantenzahl n 
nur genannter kleiner Werte fahig, so sind die statistischen Gwichte 
der gréBeren Werte stets gleich Null, und die durch Summation von 
0 bis co berechnete Funktion mu merklich von den tatsachlichen 
Verhiltnissen abweichen. 

VI. Wir benutzen noch fiir unsere Berechnungen einige experi- 
mentelle Angaben iiber sichtbare (und ultraviolette) Spektra von N, 
und Q,, die wir Kratzers mehrfach zitierter Arbeit entnehmen 2). 

Hier miissen wir auch die Veranderlichkeit der Konstanten ins 
Auge fassen. 
No . vy = 2143,88 cm} (6,432. 1013 sec 1; vy = 2055,64 em} (6,167. 1013 sec?) 

Pc. 2,25 0m; Yor 13,25 em—?; 
z'=  0,00945; x= 0,00645. 
Fiir die maximale GréBe von m ergibt sich: 
iy f= 1 Ts ny ae 
In Wirklichkeit nimmt bei violetten Cyanbanden die Oszillations- 
quantenzahl nur den héchsten Wert n = 6 an. Héhere Werte von 
m treten bei Erhéhung der Temperatur hervor. 

1) Vortrage iiber die kinetische Theorie der Materie (1914), oder: Experi- 
mentelle und theoretische Grundlagen des neuen Warmesatzes (1918). 

2) Bekanntlich widerspricht die Nernstsche Auffassung den letzten réntgeno- 
graphischen Forschungen iiber zweiatomige Kérper. Aber auch nach den all- 
gemeinen Betrachtungen der Bornschen Theorie kann die spezifische Warme 
als Summe zweier Funktionen der besprochenen Art dargestellt werden. Vgl. 


F. Reiche, Die Quantentheorie, 8.73. Berlin, Springer, 1921. 
3) Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
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Die Berechnung des n,-ten Obertons nach dem Typus der ultra- 
roten Banden hat in unserem Fall wenig Sinn, da dem betrachteten 
System noch eine gewisse Elektronenschwingungszahl zukommt, und 
die Werte von v, und @ fiir das ultrarote Gebiet kénnen von den 
angefiihrten sehr verschieden sein. 

Fiir O, sind nur die Werte von vy und vy angefiihrt: 

v = 1419cm—! (4,257 . 1013 sec—*), 
Vo = 1316cm—? (3,947. 1018 sec”). 

§ 7. Wie gesagt, ist das Beobachtungsmaterial fiir die Theorie 
nicht entscheidend. In den meisten Fallen schlieBen die Banden- 
systeme mit viel kleineren Werten von n, als es die Theorie zulaBt. 
Die Hauptursache dieser Tatsache besteht darin, das bei gewohnlichen 
Bedingungen so hohe Werte der Oszillationsquantenzahl noch nicht 
hervortreten. Die berechneten Lagen der ,maximalen“ Oberténe 
liegen aber in Spektralgebieten, die wohl zuganglich sind. Besonders 
interessant scheint die Erforschung von HBr und SiC zu sein, da 
bei diesen die n,-Werte sehr klein sind (2 und 4): die entsprechenden 
Oberténe sollen also noch bei gewoéhnlichen Bedingungen stark 
genug sein. 

Andere Falle sind viel schwieriger. 

Die Fluoreszenzmethode von R. W. Wood?) scheint fiir unseren 
Gegenstand sehr geeignet zu sein. Dieser Verfasser beobachtete bis 
20 Dubletten bei der Fluoreszenz des J,-Dampfes*). Da hier der 
Anfangszustand wahrscheinlich immer derselbe ist, so haben wir es 
mit groBen Werten der Oszillationsquantenzahl zu tun. Es wire also 
wichtig, den Wert von x und v) zu berechnen und mit den beob- 
achteten Zahlen der Dublette zu vergleichen. 


Tabelle 1. 
Verb. M uM Yq. 1018 a2 | ny |Z+2' | 

HR cot 2001 0,957 11,58 0,000) 2 10 
HO) i." |. 86.4741 O86 8,82 0,017| 9 18 
HBr... . | 80,93 | 0,995 5,37 0,099 22 36 
an Heteropolar 
BUC i 40,3 8,427 2,60 0,088) 4 20 
OO ee once O85 6,857 6,47 0,007 | 24 14 
Nos) s 01 28.02 | 9-008 643 {| 009) 17 Wl yy 

ie 0,006 h 25a Homdopolar 
03% omtburt 32,0 8,000 4,26 —_— as 16 


be 1) Phil. Mag. 35, 236, 1918; das Original ist mir leider unzuganglich; ich 
zitiere nach Sommerfeld, 1. c., 8.526. 


*) Diese Dubletten sind als ,nicht entwickelte“ Banden anzusehen. 
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§ 8. Wir wollen noch die berechneten Werte von ~ und 1) mit 
einigen anderen fiir betreffende Molekiile charakteristischen GroBen 
vergleichen. Alle GréSen sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. 
In der zweiten Spalte stehen die Molekulargewichte M; in der dritten 
die schwingenden Massen uw in Einheiten des Atomgewichts ausge- 
driickt; in der siebenten Spalte stehen die Summen der Atomnummer, 
also die Zahlen simtlicher Elektronen im Molekiil. 

Die Betrachtung der ersten vier Zeilen der Tabelle zeigt, daB 
beim Anwachsen von uw die Schwingungszahl v, sich verringert. In 
diesen vier Verbindungen haben wir gesittigte Valenzkrafte1), die 
Tendenz zur Bildung der Achterschale ist erfiillt. Besonders ein- 
typisch sind die Halogenwasserstoffe. Man kénnte erwarten, daB bei 
diesen die bindenden Krafte gleich sind; wir sehen aber, ’daB die 
Verminderung von v» sehr bedeutend ist bei nur kleinem Anwachsen 
von uw, sie kann also nicht auf das letztere zuriickgefiihrt werden. 

Auf das gleiche weist auch die relativ kleine Veranderung von 
vo beim Ubergang von HBr zu SiC hin, wahrend die Masse uw un- 
gefabr neunmal so gro wird. 

Zur fiinften Zeile (CO) iibergehend, sehen wir, daB die Regel- 
maiBigkeit in der Verinderlichkeit von u und ¥ véllig verschwindet; 
das war von .vornherein zu erwarten, da hier die Valenz nicht ge- 
sattigt ist, die anziehende Kraft ist von einem anderen Charakter als 
in den ersten vier Zeilen. Dasselbe gilt auch fiir die letzten zwei 
Zeilen (homéopolare Molekiile); aber auch hier nimmt beim Anwachsen 
von « die Schwingungszahl ab. 

Wir gehen zur fiinften Spalte iiber und sehen, da zwischen den 
Veranderungen von uw und ¢ kein Parallelismus besteht, nur bei den 
Halogenwasserstoffen wachst x mit wu. 

Es ist aber leicht zu ersehen, dab x mit der Summe der Atom- 
nummer, also mit der Zahl der Elektronen im Molekiil, zunimmt. 
Dabei spielt, wie man aus der Tabelle 2 erkennt, die Beschaffenheit 
der Valenzkrafte keine wesentliche Rolle; homéopolare Verbindungen 
nehmen ibren Platz in der Reihe der heteropolaren ein. 


Tabelle 2. 
Wee | HE | co | No | HCl | sic HBr 
, i } | 
ya 10 | 14 | jie) 18 =~) 80 36 
ice 0,000 | 0,007 1 ee } 0,017 | 0,038 0,099 


1) Wir sprechen von den Valenzkraften im Sinne der modernen Theorien. 
Vgl. z. B. W. Kossel, Valenzkrafte, 1921. 
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Diese Daten zeigen, daf, unabhingig von irgendwelchen theoretischen 
Annahmen, die Asymmetrie der Schwingung durch die Verstimmung 
gemessen, nicht von der Asymmetrie der Kernmassen _herrirt, 
sondern durch die Wirkung der Elektronen bestimmt wird, die das 
Coulombsche Feld der Kerne zerstéren. Dabei ist, soweit man aus 
einem nicht umfangreichen Material Schliisse ziehen darf, zwischen 
homéo- und heteropolaren Molekiilen nicht zu unterscheiden. 


Zusammenfassung. 


1. Die Oszillationsquantenzahl n bei zweiatomigen Verbindungen 
kann nicht eine gewisse Grenze iiberschreiten, die umgekehrt propor- 
tional der ,, Verstimmung“ «# ist (n < const.x—'). 

2. Diese Eigenschaft, die zu einer Begrenzung des Banden- 
spektrums der zweiatomigen Molekiile fiihrt, ist eine Folgerung der 
durch den Verfasser entwickelten Theorie asy mmetrischer Schwingungen, 
kann aber wohl aus der Kratzerschen Theorie der Rotations- 
schwingungsspektra abgeleitet werden. Der Versuch eines Vergleichs 
beider Theorien ist oben beschrieben worden. 

3. Es ist nachgewiesen worden, daf die Begrenzung der Quanten- 
zahlen (und der Spektra) der Forderung zufolge tritt, daB die Be- 
wegung atomarer Systeme in stationdren Zustanden einen bedingt- 
periodischen Charakter besitzen miisse. 

4. Das Beobachtungsmaterial scheint der Theorie nicht zu wider- 
sprechen. Auf Grund der Angaben iiber ultrarote Absorptionsspektra 
sind die Maximalwerte der Oszillationsquantenzahl und die Lagen der 
yletzten“ Oberbanden berechnet. 

5. Die Asymmetrie der Schwingung (die Verstimmung) scheint 
mit der Gesamtzahl der Elektronen im Molekiil anzuwachsen. 


Kiew, November 1923. 
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Der Einfiu& der Gravitation 
auf das Licht vom Standpunkt der Athertheorie. 


Von Richard Hiecke in Wien. 
Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 29. Marz 1924.) 


Die Ablenkung der Lichtstrahlen und die Rotverschiebung der 

Spektrallinien durch die Gravitation werden auf Grund der 

Maxwellschen Lichttheorie unter der Annahme abgeleitet, dab 

sich der Lichtaéther wie eine fast unzusammendriickbare Fliissig- 

keit verhalt und in der Nahe grofer Massen eine geringfiigige 
Verdichtung erleidet. 


Die Relativitatstheorie fordert zweierlei Einwirkungen der Gra- 
vitation auf das Licht, und zwar: 

1. Die Ablenkung eines an einer grofen siderischen Masse, z. B. 
der Sonne, vorbeigehenden Lichtstrahles. 

2. Die Verschiebung der Spektrallinien nach der Seite des roten 
Endes in starken Gravitationsfeldern. 

Wie Prof. E. Gehrcke?) mitteilt, haben sich die Emissions- 
theoretiker?) schon zu Beginn des 19. Jahrhunderts mit dem erst- 
angefiihrten Einflusse befaBt. Die 
Emissionstheorie hat gegenwirtig 
wohl keine Anhanger mehr; es lassen 
sich aber beide Einwirkungen auch 
aus der elektromagnetischen Licht- 
theorie begriinden, wenn man eine 
verschwindend geringe Verdichtung 
des Athers durch den Einflu8 der 
Gravitation in der Nahe _ grofer 
Massen annimmt. Der Ather werde Fig. 1. 
ganichst als unzusammendriickbare 
Fliissigkeit behandelt. Dann kann man das Gesetz der Druckzunahme 
gegen ein Gravitationszentrum nach hydrostatischen Grundsitzen be- 
‘rechnen, indem man sich ein kegelférmiges Volumen nach Fig. 1 ab- 
grenzt, dessen Grundflichen zwei im Abstande dr voneinander um 0 
beschriebenen Kugelflachen angehdren und wegen ihrer geringen Aus- 
dehnung als eben betrachtet werden kénnen. Auf die innere Grundflache 


1) ZS. f. techn. Phys. 4, 292, Nr. 9, 1923. 
2) Soldner, Berl. Astr. Jahrb. 1804, 8. 161; Neudruck Ann. d. Phys. 65, 


593, 1921; Poisson, Traité de Mécanique, 2. Aufl., Paris 1833. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 9 
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d 
wirkt dann der Druck p. df, der der Summe aus (v + - . ar) -df und 
dem Gewichte eines Zylinders von der Grundflache df und der Hohe dr 
U 
gleich sein ‘muB. Dieses Gewicht ist < df-dr, worin k’ eine vor- 


laufig noch unbestimmte Konstante bezeichnet. Es ist also: 

dp ki as 

Ae A und p= = + Pos 
worin py den unabhiingig vom betrachteten Gravitationszentrum herr- 
schenden Druck bezeichnet. Der hydrostatische Druck steht also im 
linearen Zusammenhange mit 1/r, sofern man Einfliisse anderer Gra- 
vitationszentren auBer Betracht laft. Nun werde angenommen, dab 
der Ather immerhin eine geringe Zusammendriickbarkeit besitze, die 
aber so gering ist, daB sie bei den vorhergehenden Uberlegungen 
vernachlissigt werden kann, und da durch 
die Zusammendriickung seine Dielektrizitats- 
konstante k und seine Permeabilitaét u propor- 
tional erhéht werden. Hierbei ist es vorlaufig 
belanglos, ob sich beide Parameter in gleichem 
oder verschiedenem Grade A4ndern. Da nun die 
Lic htgeschwindigkeit ¢ = L/yku ist, so wird sie 
durch den Gravitationseinflu8 proportional 1/r 
herabgesetzt. Ist c, die Lichtgeschwindigkeit 


| 
| ow 


: in grofem Abstande vom Gravitationszentrum, 
| a ‘ 
jay So Ist zu setzen: 
ie ¢ = Cy — ke!" /r. (1). 
Fig. 2. Trifft nun ein Lichtstrahl aus einem Mittel mit 


hoherer Fortpflanzungsgeschwindigkeit auf ein 

solches mit geringerer, so wird er zum Einfallslot, im gegenteiligen 

Falle vom Einfallslot gebrochen, und es gilt das bekannte Brechungs- 
gesetz: sie a). 1 ; 

SIN 4: sin? == ete: 

Die Ablenkung g des Lichtstrahles 1&8t sich an Hand der Fig. 2 

leicht berechnen. Fallt man ein Lot vom Zentrum O auf den Weg 

des Lichtstrahles, so ist die Linge dieses Lotes 0 A = ry; der Weg 

AP des Lichtstrahles werde mit s bezeichnet. Andert sich die Fort- 

pflanzungsgeschwindigkeit an der durch den Punkt P gelegten Kugel- 
flache um de, so ist i’ — i+ dg, und man erhilt die Beziehung: 

sini: sind + dqg.cost = c:c+ de (2)— 

oder, da sini = ro/r und cosi — 3/1 ist, 


Tose PS ooae 
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und: 


ane es Yo 
dg = ae -de = —————.-de, (3) 


wobei im Nenner ¢ statt ¢ gesetzt wurde, da der Unterschied von 
verschwindender Gréfe ist. Aus (1) erhalt man de = k".dr/r? und 
hiermit unter Beriicksichtigung, daB8 die Ablenkung auf beiden Seiten 
von A im gleichen Betrage und im gleichen Sinne stattfindet: 


oe 2k" ro dr y 
Co r? Yr? — ro? (4) 
TO 


Die Auswertung des Integrals gelingt sehr leicht, wenn man die 
neue Variable y = 1/r einfiihrt; sein Betrag ist 1/ro? und hiermit: 


p= 2h" fepre- 
Um Ubereinstimmung mit Soldner zu erhalten, braucht man nur 
k" = K.MU/e (5) 
(K = Gravitationskonstante, JJ = Gravitationsmasse) zu setzen und 
erbalt: 
__ 2KM 


Co? To 


(6) 


Der zweite Einflu8, die Rotverschiebung der Spektrallinien, kann 
unter der Annahme abgeleitet werden, da die Lichtaussendung durch 
die Schwingungen von Elektronen um eine Gleichgewichtslage bewirkt 
wird und das ausgesendete Licht die gleiche Frequenz wie diese 
Schwingungen besitzt. Ist H.e die Kraft (elektrische Feldstirke 
>< Elektronenladung), die das Elektron in die Ruhelage zuriickzieht, 
wenn es sich um die Lingeneinheit davon entfernt hat, und m seine 
Masse, so ist die Frequenz v der Schwingungen proportional )£.e/m. 
Nun Andert sich die elektrische Feldstirke mit der Dielektrizitiats- 
konstante nach der Beziehung 

Le Ng == ene (7) 
Es ist also HE = E,k,/k. Da ferner nach den Berechnungen von 
Max Abraham, die durch die Versuche von Kaufmann?) bestitigt 
_wurden, die Masse der Elektronen rein elektromagnetischen Ursprungs 
ist und auf der Energieaufspeicherung in dem durch die Bewegung 
erzeugten Magnetfelde beruht, so ist diese Masse proportional der 
Permeabilitat « oder fiir einen gegebenen Bewegungszustand: 


Mm = Mo. W/o. 


1) Vgl. A. Battelli, A. Occhialini, 8. Ohella, Die Radioaktivitat, 
deutsch von Max Iklé, Leipzig 1910, 8. 329. 
g* 
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Es ist also - 
ere ys ; 
ViVy = = : = %:€, 
My-k.u mo 


und 
AV V5 == ACH 4 
wenn man wieder GréBen zweiter Ordnung gegeniiber ¢) vernach- 
lassigt.. Man erhalt somit unter Beriicksichtigung von (1) und (5): 
Aviv = —k" /roey = — K. M/ry 3. (8) 
Dieser Wert stimmt mit dem von Einstein angegebenen iiberein, 
kann aber so wie der Wert von g durch die Wahl von k etwaigen, 
von der Formel Einsteins abweichenden Versuchsergebnissen an- 
gepaBt werden. Die Beziehung: 
gp = 24 v/v (9) 
ist jedoch fiir einen bestimmten Wert von 7) von k unabhangig, 
“sofern es zulassig erscheint, den Einflu8 anderer Gravitationszentren 
auBer dem betrachteten, die natiirlich auf g anders wirken als auf v, 
zu vernachlassigen. 
Es sei noch bemerkt, daS eine Anderung von c in so geringem 
Betrage, wie sie oben vorausgesetzt wurde und der Formel 


¢ = ¢, (1 — K. M/r. cy?) (10) 
entspricht, auf Effekte erster Ordnung wie Aberration und Doppler- 
effekt ohne EKinflu8 ist. 
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Uber die Faserstruktur elektrolytischer 
Metaliniederschlage. 


Von R. Glocker und E. Kaupp in Stuttgart. 
Mit 15 Abbildungen. (Hingegangen am 30. Marz 1924.) 


Rontgenstrukturuntersuchungen an elektrolytisch hergestellten 
Metallblechen zur Bestimmung der Kristallitanordnung bei 
Kupfer, Silber, Nickel, Chrom, Eisen. Die Faserachse steht 
stets senkrecht auf der Oberflache der Metallfolien; die Berech- 
rung der kristallographischen Indizes und die Beriicksichtigung 
kristallographischer Beobachtungen fihrt zu der Anschauung, 
daB die Faserachse die Richtung der gréften Kristallisations- 
geschwindigkeit angibt. Die Ausbildung der Faserstruktur ist 
yon der Art der Lésung in hohem Grade abhangig. 

Von Uspenski und Konobejewski?) einerseits, von Polanyi 
und seinen Mitarbeitern*) andererseits wurde nahezu gleichzeitig eine 
besondere Art der Kristallitanordnung in gezogenen Drahten und ge- 
walzten Metallfolien entdeckt, welche dadurch charakterisiert ist, daB 
eine bestimmte kristallographische Richtung in allen Kristalliten 
parallel zur Walzrichtung bzw. zur Drahtachse liegt. Nach dem Vor- 
schlag von Polanyi’), der eine systematische Darstellung der mathe- 
matischen Grundziige dieser Struktur gegeben hat, wird eine solche 
Kristallitanordnung als ,,Faserstruktur“ bezeichnet. 

Faserstruktur von Metallen wurde bisher nur bei mechanisch 
bearbeiteten Metallen beobachtet. Im folgenden wird iiber eine 
Faserstruktur von Metallen berichtet, welche ohne vorhergegangene 
Einwirkung mechanischer Krafte beim Kristallisationsvorgang 
selbst entsteht, namlich bei der elektrolytischen Abscheidung 
von Metallen. 

Den unmittelbaren AnlaB zu diesen Untersuchungen bildete die 
Beobachtung, daS beim Walzen von Elektrolytkupferblechen Faser- 
strukturen auftreten, welche sich von den bisher bekannten Walz- 
strukturen unterscheiden, und welche vermuten lieBen, daB beim 
Elektrolytkupfer die Anordnung der Kristallite nicht eine regellose, 
sondern eine gerichtete ist. 


1) ZS. f. Phys. 16, 215, 1923; in RuBland bereits Februar 1920 verdffentlicht. 

2) Naturw. 9, 288, 1921; Ettisch, Polanyi und Weissenberg, ZB. f. 
Phys. 7, 181, 1921 (Drahte); Mark und Weissenberg, ZS. f. Phys. 14, 328, 
1923 und 16, 314, 1923 (gewalzte Folien). 

3) ZS; f. Phys. 7, 149, 1921; Polanyi und Weissenberg, ZS. f. Phys. 9, 


123, 1922 und 10, 44, 1922. 
Do 
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Versuchsanordnung. Die Versuchsanordnung war 80 ein- 
gerichtet, daB gleichzeitig zwei Praparate durchleuchtet werden konnten. 
Jedes Priparat war in einem drehbaren Messingrahmen befestigt, der 
selbst in einem zweiten Rahmen drehbar war, so da$ das Praparat um 
eine vertikale Achse um +90° und um eine horizontale Achse um 
+459 gedreht werden konnte. Zur Vermeidung einer stdérenden 
Sekundirstrahlung von den Randern der Blenden befand sich in dem 
Metallrahmen eine Bleiplatte mit einer zentralen Bohrung von solcber 
GréBe, daB das Primirstrahlenbiindel eben ungestreift hindurchpassieren 
konnte. Die Blenden wurden nicht aus Metall, sondern aus Bleiglas 
verfertigt!), um zwecks Herabsetzung der Expositionszeit mdglichst 
nahe an die Glaswand der Réntgenréhre heranriicken zu kénnen. Der 
Abstand der vorderen Blende von der hinteren betrug 6 cm, und der 
Durchmesser der Bohrungen war 1mm. Der Fokusabstand der Pra- 
parate betrug 18cm. In einer Entfernung von 5cm hiervon war die 
photographische Platte (Hauff-Réntgenplatten) senkrecht zum Primar- 
strahl aufgestellt. Ein unmittelbar vor der Platte angebrachtes 
Aluminiumfilter von 0,l1mm Dicke diente dazu, die sehr weiche und 
infolgedessen photographisch stark wirksame LEigenstrahlung von 
Kupfer, Eisen usw. zu absorbieren. 

Die bisher fiir Faserstrukturuntersuchungen benutzten Réntgen- 
réhren mit Hisen- oder Kupferantikathoden waren fiir unsere Zwecke 
nicht geeignet. Wenn es sich darum handelt, aus einem dicken 
Metallstiick, z. B. einer Elektrolytkupferplatte, ein fiir die Réntgen- 
untersuchung geeignetes diinnes Blattchen zu entnehmen, ohne dabei 
eine Deformation der Struktur befiirchten zu miissen, so kann dies 
nur auf dem Wege des Abdrehens%) erreicht werden. Da auf diese 
Weise diinnere Blattchen als 0,1 mm nicht hergestellt werden kénnen, 
so ergibt sich hieraus die Notwendigkeit, eine Strahiung von gréBerer 
Harte als die Hisen- oder Kupferstrahlung zu verwenden. 

Fiir eine allgemeine Verwendung der Faserstrukturuntersuchung 
fiir technische Zwecke ist iiberhaupt die Herstellung einer intensiven 
Rontgenréhre mit homogener Strahlung mittlerer Wellenlinge eine 
unerlaBliche Voraussetzung, da fast immer die Proben aus dicken 
Metallstiicken herausgearbeitet werden miissen. 


Mittlere Wellenlingen von besonders groBer photographischer 
Wirkung lassen sich dadurch erzeugen, da als Antikathodenmaterial 
die im periodischen System dem Silber nachfolgenden Elemente ver- 


1) Von E. Gundelach in Gehlberg freundlicherweise hergestellt. 
*) Stahl und Wisen 42, 542, 1929. 
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wendet werden, deren Eigenstrahlung die Silberstrahlung des photo- 
graphischen Kornes erregt. Da8 bisher kein Gebrauch von diesem 
giinstigen Umstand gemacht worden ist, ist wohl aus der Unmiéglichkeit 
zu erklaren, diese leicht schmelzbaren Elemente in technische Réntgen- 
réhren einzubauen. Durch Verwendung von Legierungen gelang es 
uns, diese Schwierigkeit zu umgehen. Das hinzuzufiigende Element 
mu erstens befahigt sein, mit dem gewiinschten Element, z. B. Antimon, 
Legierungen mit hohem Schmelzpunkt zu bilden, und zweitens muB 
seine Eigenstrahlung so beschaffen sein, daB sie entweder bei der 
benutzten Spannung tiberhaupt nicht erregt wird, oder daB sie leicht 
absorbierbar ist und durch Filter weggeschafft werden kann. 

Bei einer Durchsicht der Schmelzdiagramme?’) des Antimons bietet 
in dieser Hinsicht eine Legierung von 33 Proz. Nickel und 67 Proz. 
Antimon besondere Vorteile; ihr Schmelzpunkt von 1158°C iibertrifft 
nahezu um das Doppelte den Schmelzpunkt des reinen Antimons. Die 
mechanische Bearbeitbarkeit ist ausreichend, um eine Antikathoden- 
platte abdrehen zu kénnen. In gashaltigen?) Réhren hat sich diese 
Legierung gut bewahrt, tiber ihre Verwendbarkeit in Elektronenréhren 
liegen zurzeit noch keine geniigenden Erfahrungen vor. 

Von Elektronenréhren hat sich eine Mediaréhre *) mit strichférmigem 
Brennfleck und Silberantikathode als sehr leistungsfihig erwiesen. 
Bei 50000 Volt Spannung halt die Réhre im Dauerbetrieb 20mA 
aus. Mit dieser Belastung lauft die Rohre taglich acht bis zehn 
Stunden an einem Hochspannungsgleichrichter (Transverter von Koch 
und Sterzel), ohne irgend einer Beaufsichtigung zu bediirfen, ein 
nicht zu unterschitzender Vorteil gegeniiber den Réntgenréhren, welche 
dauernd an der Luftpumpe betrieben werden miissen. 

Um das kurzwellige Ende des kontinuierlichen Spektruins und 
die B-Linie der Silberstrahlung wegzufiltern, wurden die Bohrungen 
der vorderen Blenden mit 0,05mm Palladiumfolie bedeckt. 


Ergebnisse. 


Kupfer. Das erste Material, an dem eine Faserstruktur als Folge 
der elektrolytischen Kristallisation beobachtet wurde, war eine etwa 
lcm dicke Kupferplatte, die uns von dem Messingwerk Villingen 
iiberlassen worden war. In der Mitte befand sich das urspriingliche 
Kathodenblech, auf dem beiderseits das Kupfer niedergeschlagen war. 


1) Landolt-Bérnstein, Physikalisch-chemische Tabellen, 1923. 
2) Den Réntgenrohrenfabriken Gundelach in Gehlberg und OC. H. F. Miller 
in Hamburg sind wir fir mannigfache Unterstiitzung zu grofem Danke ver- 


pflichtet. 
* 
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Das Material war sehr grobkristallin; die Oberfliche war rauh und 
zeigte an einzelnen Stellen hiigelartige Ausbuchtungen. 


Aus dieser Platte wurden, ohne das Stiick-merklich warm werden zu 
lassen, fiinf Proben, 20> 14> 4mm, vorsichtig herausgesagt und im zen- 
tralen Teil auf 0,18mm Dicke abgedreht. Die Oberflache, 20> 14 mm, war 
jeweils senkrecht zu den Pfeilrichtungen in Fig. 1 entnommen und wurde 
genkrecht’ vom Primirstrahl durchsetzt. Die zu I, in Fig. 1 senkrecht 
stehende Ebene ist die der Badseite zugekehrte Oberflache der 
Kupferplatte; I ist also die Richtung 
der Stromlinien bei der Elektrolyse. 


Die Aufnahme in Richtung I ergab 
eine um den DurchstoBpunkt symme- 
trische Anordnung von zahlreichen radi- 
alen Streifen1), vom kurzwelligen 
Bremsspektrum herriihrend, und daran 
anschlieBend zwei der «-Linie des Silbers 
zazuordnende Beugungsringe von {111} 
und {002}. 

Fig. 1. Mit den Symmetrieverhaltnissen des 

Bildes ist sowohl die Annahme einer 

regellosen Orientierung der Kristallite als auch die einer Faserstruktur 

vereinbar, wenn gerade der Spezialfall vorliegt, daB Durchleuchtungs- 
richtung und Faserachse zusammenfallen. 


Die Aufnahmen in den anderen vier Richtungen, welche simtlich 
auf der Richtung I senkrecht stehen, stimmten im wesentlichen 
untereinander iiberein (Fig. 2). Es treten zwei zueinander senkrechte 
Symmetrielinien auf, von denen die vertikale der Richtung I parallel 
lauft. Die Symmetrie der Bilder beweist, daB eine Faserstruktur 
vorliegt und dal die Faserachse senkrecht auf den Richtungen II, 
III, IV und V steht. Faserachse ist also die Richtung der 
Stromlinien bei der Elektrolyse. 


Zur Bestimmung der als Faserachse kristallographisch aus- 
gezeichneten Richtung wird der Winkel 0, zwischen den Intensitits- 
maxima und der zur Faserachse parallelen vertikalen Symmetrielinie 
gemessen. Der MeSfehler ist ziemlich groB, da die Ebene der Kathoden- 


platte wegen der Oberflachenrauhigkeiten keine genaue Einstellung der 
Praparate zulaBbt. 


1) Bei grobkristallinen Materialien erzeugt die Reflexion des Bremsspektrums 
einzelne Flecken oder radiale Streifen, bei feinkristallinen Stoffen einen gleich- 
mabig geschwarzten Kreisring. 
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Fig.2. Technisches Elektrolytkupfer. 


| ‘Fig.4. Elektrolytkupferfolie 6 — 80°. 


€ 


Fig. 6. Elektrolytkupferfolie 
auf Platin abgeschieden. ~ = 80°. 


wre re 


Fig.3. Elektrolytkupferfolie 8 = 90. 


_ Soe . is ta pres} 
Fig.5. Elektrolytkupferfolie der Fig. 3, 
ebensolange von der Riickseite bestrahlt. 


Fig. 7. Nickelfolie 6 = 83°. 


ao pe 
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Fig.9. Chrom £ = 80°. 


* 
, 
Fig. 11. Hisen 0,1 Amp./qem 

mit Chlorealciumzusatz. » a 


Fig. 12. Abgeschrecktes Kupfer Fig. 13. Abgeschrecktes Kupfer 
in Richtung des Temperaturgefalles senkrecht zur Richtung des Temperatur- 
durchstrahlt. gefalles durchstrahlt. 5 


ales | 
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Die stark ausgepragten radialen Streifen nach Art eines sechs- 
fachen Sternes verdanken ihre Entstehung der Reflexion des kurz- 
welligen?) Endes des Spektrums an den Netzebenengruppen {111} 
und {002}. 
Da der Reflexionswinkel y im allgemeinen nicht gréer als 10° 
ist, kann bei Berechnung des Winkels 0, aus der Gleichung 2) 


ni eee 
cos 04 ae (1) 
|v = Reflexionswinkel (gleitender Winkel) der betreffenden Netzebene, 
9 = Winkel zwischen Netzebenennormale und Faserachse| 
cosy == 1 (la) 
gesetzt werden, so daB ; 
cos0) — cose 


naiherungsweise ist. 

Die Bestimmung der kristallographischen Indizes der Faserachse 
148t sich bei kubischen Kristallen in einfacher Weise durchfiihren, 
sobald auf dem Oktaeder- und dem Wiirfelebenenring mindestens ein 
Intensititsmaximum auftritt. Da iiber die Bezeichnung der kristallo- 
graphischen Achsen von vornherein nicht verfiigt worden ist, ist es 
mulassig, als erzeugende Ebene eines beliebigen Oktaederpunktes 
(Winkel 0), bzw. 9’) die Ebene (111) anzunehmen. Fiir das Resultat der 
folgenden Berechnung ist es dann wegen der Symmetrie dieses 
Indextripels ohne prinzipiellen Einflu8, ob man einen Wiirfelpunkt 
(Winkel 0) bzw. 0”) der Netzebene (100) oder (010) oder (001) 
zuschreibt. 

Die gesuchten Indizes H,, H,, Hz; der Faserachse kénnen nunmehr 
aus den zwei Gleichungen bestimmt werden : 


coso’ = —= Hs es (2a) 
V3 YH? + Hy? + He 
cos 9 = ee (2b) 


y2 YH? + H+ H,? 
Im vorliegenden Fall ist die Bestimmung besonders einfach, da 
sowohl ein Oktaeder- als auch ein Wiirfelpunkt mit dem Winkel 0, 
bzw. 05 = 90° vorkommt. Aus 
0— 4,4 4,+ F,, 
0 — HH; 
1) Beim Durchgang durch 0,18mm Ou wird die Intensitit der «-Linie des Ag 
gegeniiber der an und fiir sich viel geringeren Intensitét des durch das Pd-Filter 
noch hindurch gelangenden ‘Teiles des kurzwelligen Bremsspektrums stark 


geschwacht. 
2) Polanyi, ZS. f. Phys. 7, 162, 1921, Gl. (4). 


128 R. Glocker und E. Kaupp, 


folgt H, = 0 und H, =~—4H,; also lauten die Indizes der Faser- 
achse [011]. Faserrichtung ist also die Normale auf einer 
Rhombendodekaederebene. 
Wie die Tab. 1 zeigt, sind die theoretisch zu erwartenden Punkte alle 
vorhanden und reichen aus zur Erklarung simtlicher beobachteter Punkte. 
Tabelle 1. Techn. Elektrolytkupfer 4 = 0,56 A. 


aS ST 


Winkel 0 
Reihenfolge der Ringe || Netzebenen- | | 
( innen nach aufen) | gruppe | uae 
ROLE a | g } aus Gl. (ja 
|r awe fiir den Fall 
| F.-A. = [011] 
{| | = 
: | 80 bis 409 | 35915! 
is Bing. {111} {| 900 | 90° 
; I 450 | 45° 
DEM AnDe® o> be ea sO) oS {002} { 990 i 996 
Sr eRinib fee eee ee {022} | 57 bis 63° | 60° 
| 28 bis 349 | 31930! 
Aly SBVUTY 4 J ee cy wale) asa {113} 65° | 64045! 
| 90° | 90° 


Zur Priifung dieser Bestimmung der Faserrichtung wurden sodann 
diinne frisch hergestellte Kupferbleche untersucht (1/; normale Kupfer- 
sulfatlésung mit 0,03 Amp./qem Stromdichte, Dicke der Schicht 0,1 
bis 0,25 mm). Durch Hochglanzpolitur des als Ka- 
thode dienenden Kupferbleches wurde eine leichte 
Ablésbarkeit der Beschlige erreicht. 

Die Proben wurden unter einem gleitenden 
Winkel von 7 bis 10° dem Réntgenstrahlenbiindel 
ausgesetzt (Fig. 14). Bei dieser Anordnung kénnen 
diatrope, niedrig indizierte Netzebenen zur Re- 
flexion gelangen, ohne da8 das Aussehen des Bildes 

Fig. 14. von dem leicht berechenbaren Typus einer zur 

Faserrichtung senkrechten Aufnahme (vgl. Fig. 3 mit 

Fig. 4) abweicht. Die Verwendung der Wellenlinge 4 = 0,56 A bietet 

somit fiir die Auswertung der Bilder gegentiber den bisher iiblichen 
lingeren Wellenlingen wesentliche Vorteile. 

Ist der Winkel zwischen Primarstrahl und Faserachse 6, und der 
Winkel zwischen den Intensitiitsmaxima und der zur Faserachse 
parallelen Symmetrielinie des Bildes 0, so ist @ aus Gleichung (6) der 
Polanyischen Arbeit!) zu berechnen: 


cos @ — cos # siny 
sin B cosy AD 


1) Auf den betreffenden Platten kommen nur die ,oberen“ Punkte im Sinne 
der Polanyischen Bezeichnung vor. 


cos0 = 
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statt 5 
: cos0) = ea 
cosy 
bei der Aufnahme senkrecht zur Faserachse. 
Fiir geringe Neigung der Faserachse — im vorliegenden Fall ist 
6B = 83 bis 80° gilt dann niherungsweise 
5 — 0080 
cos sak cos B tg y (4) 
und 
P cos 0) — cosd = cos tg y. (4a) 


Der Winkelabstand 0 eines Punktes von der horizontalen Symmetrie- 
linie auf dem Bilde andert sich bei einer Neigung der Faserachse 
gegeniiber der Strahlrichtung um so mehr, je gréBer der Reflexions- 
winkel ist, d. h. je gréBer der Radius des Beugungsringes auf der 
Platte ist. AuBSerdem werden die Punkte mit kleinen Winkeln (nahe 
an der Symmetrielinie) besonders stark beeinfluBt (cosd nahezu 1). 

Wie man sich durch Ausrechnung leicht iiberzeugen kann, ist bei den 
geringen Neigungen der Faserachsen gegeniiber der Strahlrichtung 
der aus Gleichung (4) erhaltene Wert fiir 0 nur wenig verschieden 
von dem Werte fiir 9. Fiir einen der auersten Ringe {113} ist fiir 
24 = 0,56A der Reflexionswinkel y = 15°; die vorkommenden Werte 
von cos@ liegen zwischen 0,7 und 1. Fir cos@ = 0,8 ergibt sich 
zum Beispiel aus Gleichung (4) fiir 8 = 83° ein Wert cosd = 0,794 
und 0 = 37925’, wihrend g@ = 36°50! ist. In den folgenden Tabellen 
ist daher immer der aus Gleichung (la) genahert berechnete Wert 
fiir 0 angegeben. 

Tabelle 2. Frisch hergestellte Elektrolytkupferfolie. 
Winkel zwischen Oberflache!) und Primarstrahl 10° (Fig. 4). 


i 
| | Winkel 6 
; R Netzebenen- oe ae iin icatadl : 
Reihenfolge der Ringe erechne 
| gruppe aus Gl. (1a) 
i eee fiir den Fall 
| ¥.-A. = [011] 
ie Ringel ast a 2s 5° 4111} 35? 35° 16/ 
Cea any 2. oe Seer acme {002} 449 30! 459 
Gon Riviere eos {022} 599 30! 60° 
a 31° 30! 319 29! 
Ae RAD D” meets. eee, 2) a {113} 650 64946! 
SRB Shiet Soe ck. el eee 1929} 369 359 16’ 
B. Rinpeea. wee {o04} 46° 450 


1) Wegen der Absorption des streifend getroffenen Bleches ist nur die eine 
Halfte des Beugungsbildes auf der photograpbischen Platte enthalten; aus dem 
gleichen Grunde fehlen die Maxima fur 6 = 90°, die theoretisch bei jedem der 
in Tab, 2 aufgefiihrten Ringe vorkommen missen. 
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AuGerdem erscheint auf der Symmetrielinie (0 = 0) ein dem 
3. Ring angehérendes starkes Intensitiitsmaximum, das auf einer Auf- 
nahme, bei der der Primarstrahl genau parallel zur Oberflache des 
Bleches verlief, fehlte. Diese Reflexion einer diatropen Netzebene 
beweist direkt, daB die Faserachse in der Richtung einer Rhomben- 
dodekaedernormale fallt. 

Aus Tab.2 ist zu ersehen, daB die Verwendung der Wellenlange 
_A—=0,56A bei Faserstrukturaufnahmen weit mehr Intensititsmaxima 
liefert als die Strahlung von Eisen- oder Kupferantikathoden, ein | 
Umstand, der die Sicherheit der Auswertung der Bilder stark erhoéht, 
so daB es in vielen Fallen entbehrlich wird, durch Drehung des 
Praparates die Reflexion einer diatropen Netzebene aufzusuchen. 


Die Einstellung der Kristallite in die Richtung [011] ist eine 
auBerordentlich genaue. Die Streuung um diese Richtung herum ist 
praktisch gleich Null. Die Verbreiterung der Intensitatsmaxima riihrt 
von der Divergenz des Primfrstrahlenbiindels her; die Form der 
Maxima ist charakteristisch verschieden — direkte Abbildung des 
strichfoérmigen Brennfleckes — von der bei einer Streuung auftretenden 
Verbreiterung in Richtung des Bogenelementes (siehe Fig. 5). 


Das in Fig. 3 bzw. Vig. 4 dargestellte Bild entspricht eimer 
Reflexion der Réntgenstrahlen an der Oberseite der Kupferfolie, wobei- 
unter ,Oberseite* die der Lisung bei der Elektrolyse zugekehrte 
Flache verstanden sei. LaSt man die Réntgenstrahlung auf die ,,Riick- 
seite“ (d. h. der der Kathode anliegenden Flache) des Blattchens unter 
einem Winkel von 10° streifend auftreffen, so erhalt man das in Fig. 5 
dargestellte Bild. Samtliche Beugungsringe sind auf ihrem ganzen 
Verlauf sichtbar, und die einzelnen Schwirzungsmaxima sind stark 
verbreitert (Bogenlinge 25°). Die Richtung der Faserachse ist wieder 
die Normale auf einer Rhombendodekaederebene. 


Damit ist zum erstenmal eine von den Metallographen}) 2) 
schon lange gehegte Vermutung, da8 die Kristallite bei 
elektrolytisch abgeschiedenen Metallen gerichtet sind, direkt 
bewiesen worden. Die Kupferkristallite lagern sich auf der Kathode 
so an, daf sich lauter Rhombendodekaederflachen parallel zur Kathode. 
ausbilden, oder anders gesagt: Die Kristallite wachsen so aus der 
Kathode heraus, daB sich die zu {011} senkrechten Richtungen in 
Richtung der Stromlinien einstellen. Samtliche méglichen Orientierungen 
der Kupferkristalle erhalt man dadurch, daB man die Richtung 00’ 


1) Tammann, Lehrbuch der Metallographie, 1921, 8.130. 
*) Faust, ZS. f. anorg. Chem. 78, 208, 1922. 
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in Fig.3 senkrecht zur Kathodenebene stellt und den Kristall!) um 00! 
einmal um 360° dreht. 

Wie der Vergleich der Figg. 4 und 5 anf das anschaulichste 
zeigt, ist der Richtungseffekt bei den zu Beginn der Elektrolyse ab- 
geschiedenen Schichten lange nicht so groB wie bei den spiiter darauf 
folgenden Schichten. Nach den mikroskopischen Beobachtungen von 
Faust?) bildet sich zu Beginn der Elektrolyse eine groBe Zahl von 
kleinen Kupferkristallen; die meisten dieser Kristallite héren jedoch 
bald auf zu wachsen und nach und nach wichst nur noch eine verhiltnis- 
maBig geringe Zahl von Kristalliten. 
Durch Hinzunahme des Réntgenbefundes 
ergibt sich dann etwa folgende Vor- 
stellung vom Vorgang der elektrolytischen 
Kupferabscheidung: 

Zu Beginn der Elektrolyse scheiden 
sich zahlreiche kleine und _ kristallo- 
graphisch véllig regellos orientierte Kri- 
stalle aus; auf diesem Untergrund wachsen 
sodann gréBere Kristalle heraus, welche 
derart gerichtet sind, daB eine Rhomben- 
dodekaedernormale in die Richtung der 
Stromlinien sich einstellt. Dieser Richtungseffekt ist bei einer 0,2 mm 
dicken Schicht auf der der Lisung zugekehrten Oberseite so stark 
ausgeprigt, da Kristallite anderer Orientierung praktisch iiberhaupt 
nicht vorkommen. 

Es erhebt sich nun die Frage, warum gerade eine [011 |-Richtung 8) 
bei der elektrolytischen Kristallisation des Kupfers eine solch bevorzugte 
Rolle spielt. Die dichtest besetzte Gerade im Raumgitter des Kupfers, 
das zum _ flachenzentriert kubischen Typus gehért, wire die 
Richtung [111]. Die spateren Versuche an anderen Metallen ergeben 
ebenfalls, daB durchaus nicht die dichtest besetzte Gittergerade die 
Faserachse bei der elektrolytischen Kristallisation zu sein braucht. 
Dagegen hat es sich gezeigt, daB die Natur der Lésung auf die Aus- 


bildung der Faserstruktur einen starken KinfluB ausiibt. 


Scheidet man Kupfer aus einer cyankalihaltigen Kupferacetat- 
lésung4) ab mit 0,007 Amp./qem Stromdichte, so ergibt die Réntgen- 


1) Die auferen Begrenzungsebenen des in Fig.3 als Oktaeder gezeichneten 
Kristalls sind unwesentlich fiir diese Uberlegungen. 

2) Faust, ZS. f. anorg. Chem. 78, 208, 1922. 

8) Baw. eine ihr gleichwertige Richtung [110], [101], [110] usf. 

4) Foerster, Elektrochemie wisseriger Liésungen, 4. Aufl., 8.495: 2 Proz. 
Kupferacetat, 2 Proz. Kaliumeyanid, 2,5 Proz. Natriumsulfit, 1,7 Proz. Soda. 


132 R, Glocker und E. Kaupp, 


untersuchung eine véllig regellose Orientierung der Kristallite ohne 
Anzeichen einer Haufung in bestimmten Richtungen. Das Korn dieses 
Niederschlages ist ein auferordentlich feines. 

Unter Vorwegnahme der Ergebnisse der spater zu beschreibenden 
Versuche mit Elektrolyteisen auBert sich der KinfluB8 einer Verande- 
rung der Lisung entweder darin, da iiberhaupt keine Faserstruktur 
auftritt oder daB die Richtung der Faserachse eine andere wird. 
Diese letztere Beobachtung spricht gegen die Anschauung von Tammann, 
daB die Kristallite sich so zur Kathode anordnen, da die Richtung 
ihres besten Leitvermégens in die der Stromlinien fallt. 

Dagegen wird durch die kristallographischen Beobachtungen iiber 
die Anderung der AuBeren Formen eines Kristalles, der ,, Kristalltracht“ 
je nach der Lésung, aus der die Kristallisation erfolgt, die An- 
schauung wahrscheinlich gemacht, daB die Richtung senkrecht zur 
Kathode, in der der Antransport der Masseteilchen erfolgt und in 
der das Wachstum am ungehemmtesten vorwarts schreiten kann, die 
Richtung der gréBten Wachstumsgeschwindigkeit der be- 
treffenden Kristallart ist. 

Dab die Kristallisationsgeschwindigkeit G in den verschiedenen 
Richtungen sehr verschiedene Werte besitzen kann, zeigen zum Beispiel 
Versuche von Weyberg?) an Alaun 

Giaity: G10]: Gi110] =" ae 
In Ubereinstimmung mit dem kristallographischen Lehrsatz, daB sich 
an einem Kristall am gré8ten diejenigen Flachen entwickeln, deren 
Wachstumsgeschwindigkeit am kleinsten ist, wird beobachtet, da8 
diese Alaunkristalle fast nur von Oktaederflichen begrenzt sind. 

Wenn also bei der Réntgenuntersuchung des Elektrolytkupfers 
festgestellt wurde, daB eine Rhombendodekaedernormale in allen Kri- 
stallen senkrecht zur Ebene des Kathodenbleches steht, so ist dieser 
Befund dahin zu deuten, dai Kupfer bei der Kristallisation 
aus Kupfersulfatlésung in den zu den Rhombendodekaeder- 
ebenen senkrechten Richtungen ein Maximum der Kristalli- 
sationsgeschwindigkeit hat. Weiter ist aus dem oben Gesagten 
zu folgern, daB bei der elektrolytischen Abscheidung des Kupfers 
aus Kupfersulfatlisung Rhombendodekaederebenen als AuSere Be- 
grenzungsformen nur selten vorkommen diirfen. Dies ist tatsichlich 
der Fall. In seiner Zusammenstellung der beobachteten Formen der 
Kupferkristalle bei galvanischer Abscheidung erwahnt Groth 2) 


1) Groth, Physikal. Kristallographie, 1905, 8. 258. 
*) Chemische Kristallographie 1, 3. 
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{111}, {100}, {113}. Von den vier niedrigst indizierten Ebenen des 
Kupfergitters treten alle als auSere Begrenzungsformen auf auSer 
{110}. Man mu8 daraus schlieBen, daB die Wachstumsgeschwindig- 
keit in Richtung [110] bei Kupferkristallen wesentlich gré8er ist als 
in Richtung [111] und [100]. 

Die Réntgenuntersuchung elektrolytischer Nieder- 
schlage bietet also ein Mittel dar, um die kristallographische 
Richtung des Maximums der Wachstumsgeschwindigkeit 
experimentell zu bestimmen. Die zu dieser Vorzugsrichtung 
senkrechte Netzebenengruppe wird sich nur sehr selten oder iiber- 
haupt niemals als 4u8ere Begrenzungsform der betreffenden Kristall- 
art vorfinden. 


Nickel. In einem technischen Vernicklungsbad (Nickelammonium- 
sulfat) wurde mit 0,005 Amp./qem Stromdichte auf einem Messing- 
blech ein 0,07 mm dicker Nickeliiberzug hergestellt. Das bei streifen- 
dem Auftreffen des Réntgenstrahlenbiindels auf die Oberseite des 
Blattchens (Gleitwinkel 5°) erhaltene Bild, zeigt Fig.7. Es ist eine 
nicht besonders stark ausgeprigte Faserstruktur vorhanden, welche 
laut Tabelle 3 als Faserachse die Richtung einer Wiirfelkante besitzt. 
Parallel zur Oberflache der Kathode liegen also vorwiegend Wiirfel- 
ebenen. Die Einstellung der Kristallite in diese Vorzugsrichtung ist 


wenig genau; die Streuung um diese Richtung herum betrigt + 17°. 


Tabelle 3. Nickelfolie. 


| ] Winkel 6 
‘ - Netzebenen- | berechnet aus Glei- 
der R | 
oe 8° “eee gruppe gemessen chung (1 a) fiir den Fall 
| F.-A, = [001] 

Peetu |. « Moe ~« {111} ! etwa 50° 540 44! 
fie A ars es = 1002} | 0° 9091) 
o>: geet 1022} | 37 bis 42° 45 u. 9001) 

| \ {| etwa 20° (sechwach) Ae 
4 > i ag i! {113} \) 2, 729 27/1) 


Nachdem das Nickelblaittchen vorsichtig von seiner Unterlage 
abgelést worden war, wurde eine Aufnahme mit senkrechter Durch- 
strahlung des Blattchens gemacht: Das Auftreten von Debyeschen 
Ringen ohne jede Andeutung von Schwarzungsmaxima beweist, dah 
die Richtung der Faserachse senkrecht zur Folienebene steht. 


1) Diese Maxima kinnen wegen der Anordnung des Blattchens aus Ab- 
sorptionsgriinden auf der Platte nicht auftreten. 
Zeitschrift fir Physik. Bd, XXIV. 10 
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Silber: Beim Silber tritt der Richtungseffekt der Kristallit- 
lagerung lange nicht so stark auf wie beim Kupfer: Bei Abscheidung 
aus einer sitbercyanidhaltigen Cyankalilésung. mit 0,007 Amp./qem auf 
Platinkathode ergab vollig regellose Orientierung der 
Kristallite. Bei Abscheidung aus einer 1/,;,normalen Silbernitratlésung 
auf einem Platinblech wurde bei 0,010 Amp./qem Stromdichte das in 
Fig. 8 dargestellte Bild. erhalten. Da der Niederschlag sehr grob- 
kristallin ist, so daS die Beugungsringe in zahlreiche Flecken auf- 
gelést sind, kann die Lage der Maxima nur ungenau bestimmt werden. 
So viel ist jedenfalls sicher, daB eine einfache Faserstruktur nicht 
vorliegt. Die Maxima auf der Symmetrielinie weisen darauf hin, dab 
ein Teil der Kristallite sich mit der Richtung [111], ein anderer 
Teil mit der Richtung [001| senkrecht zur Kathodenebene einstellt. 
Wie Tabelle 4 zeigt, sind die iibrigen Maxima mit dieser Super- 
position zweier Faserstrukturen vereinbar. 


sich eine 


Tabelle 4. Oberseite des Silberblattechens unter 7° angestrahlt. 
Winkel 6 
Nei7ehertane Prius S yoaceen berechnet aus Gleichung (1a) 
gruppe wenn F.-A. wenn F.-A. 
== [17] = [001] 
45 bis 65° 70° 39/1 549 44! 
{111} | 0° 90 ) 0° 
f 45 bis 60° 549 44! 9091 
(002} - “ rd 
(022) { kein deutliches 35° 16/ 459 
| Maximum 9091) 9091) 


Erhéht man die Stromdichte auf 0,022 Amp./qem, so ist die Faser- 
struktur vollkommen verschwunden. Es ist zu vermuten, daB8 eine 
Faserstruktur sich tiberhaupt nur ausbildet, solange das Verhiltnis 
Kernzahl*) zu  Kristallisationsgeschwindigkeit 


innerhalb gewisser 
Grenzen liegt. 


Dieses giinstige Intervall wird vermutlich um _ so 
kleiner sein, je weniger eine bestimmte Richtung an Geschwindig- 
keit der Kristallisation alle anderen Richtungen iibertrifft. 

Das Ergebnis der Réntgenuntersuchung, da8 beim Elektrolyt- 
silber keine Richtung eine besonders groBe Wachstumsgeschwindigkeit 
aufweist, ist mit der kristallographischen Beobachtung iiber die Kristall- 
tracht des galvanisch abgeschiedenen Silbers in gutem Einklang: 


1) Diese Punkte liegen im Schatten des Blittchens und kénnen auf der 
Platte nicht sichtbar sein. Die Schattengrenze (Aussendung der Silbereigen- 
strahlung der bestrahlten Oberseite) ist in Fig.8 zu erkennen. 

*) Def. siehe Tammann, Lehrb. d. Metallographie, 1921, 8. 10. 
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Nach Groth?) finden sich die Formen {111}, {110}, {100}, {211}, 
{331}, {751} in gleicher Haufigkeit, woraus zu schlieBen ist, daB die 
Wachstumsgeschwindigkeiten in den dazu senkrechten Richtungen 
nahezu gleich sind. 

Platin. Kine anf einer Platinfolie abgeschiedene Schicht von 
schwarzem Platinmohr?) wurde auf Grund der Réntgenuntersuchung 
als mikrokristallin erkannt mit véllig regelloser Orientierung der ein- 
zelnen Kristillchen. 

Chrom. Ein auf einem Kupferblech nach dem Verfahren von 
Grube’) abgeschiedener Chrombelag von 0,1mm Dicke lieferte das 
in Fig. 9 dargestellte Bild. Der Richtungseffekt ist hier sehr deutlich 
ausgeprigt. Die Beugungsringe sind zwischen den Haufungsstellen 
nur noch angedeutet sichtbar, d.h. es sind praktisch alle Kristallite 
gerichtet orientiert. Wie aus Tabelle 5 hervorgeht, ist [111] die 
Richtung der Faserachse. 

Tabelle 5. Chrom. 


Winkel 6 berechnet 


Netzebenen- aed aus Gleichung (1 a) 
gruppe Winkel 6 gemessen fiir den Fall F.-A. 
¥ etd | 
| 
{o11} 350 ” | 359 16/ 
f 0 i 90° 8) 
: 199 29' 
0 
1112} | 15 ‘ee breit) | 61° 59! 
| 90 8) 
359 16/ 
{022} 30° >) 9093) 
{ ) 05 J 43° o1 
{013} 40 ) | 689 33! 4) 


Die Streuung der Richtung [111] um die Normale zur Kathoden- 
ebene herum ist ziemlich gro8; sie betragt + 15° 

Auf der Symmetrielinie fehlt dieses Mal die Reflexion der dia- 
tropen Netzebene, da in dem raumzentrierten kubischen Gitter des 
Chroms die Oktaederebenen erst in zweiter Ordnung zur Reflexion 
kommen kénnen. 

Ein sehr schwaches Maximum 0 — 0 auf dem {002} Ring zeigt 
an, da8 ein kleiner Teil der Kristallite sich mit einer Wiirfelkante 
senkrecht zur Kathode eingestellt hat. 


1) Groth, Chem. Kristallographie 1, 4. 
2) 3 proz. Platinchloridlésung mit 0,02g Bleiacetatzusatz auf 100g Lésung. 
3) Noch nicht verdffentlicht. 
4) Punkte, die auf der Platte nicht sichtbar sein kénnen (Begriindung 
siehe friiher). 
5) Maxima sehr breit und nur ungenau melibar. 
107 
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Kristallographische Angaben iiber die 4uBeren Begrenzungsformen 
der Kristalle bei elektrolytischer Chromdarstellung liegen leider zurzeit 
noch keine vor. : 

Eisen. Eine besonders starke Beeinflussung der Kristallitlagerung 
durch Anderung des Elektrolyten und der Stromdichte zeigt das 
Elektrolyteisen1). Die Herstellung der Praparate und das Ergebnis 
der Rontgenuntersuchung ist in Tabelle 6 zusammengestellt. 


Tabelle 6. 
Pri- Strom- || roe Rach= 
parat Lésung : dichte va iy | tungs- | Faserachse 
Amp. | CONE | effekt 
Nr. pro qem || auf 
| | 
1 10 Proz. Ferroammoniumsulfat. . - | 0,001 | Cu | stark [111] 
2; 107 4 a . . . || 0,015 | Cu | regellose Orientierung 
3 | 50 , Ferrochlorid .......- | 0,001 | Cu | stark [111] 
4.) 50" 55 = heiB (100°). . || 0,1. =| Cu | regellose Orientierung 
5-50 s , » angesauert | 0,1 Cu ¢ 
6 SOey c . : | 0,1 Fe | schwach | [100]u.[110] 
50 (1002) Seen oss aes : 
7 ” mit Chlorcalciumzusatz 2) 0,1 | Cu | mittel {112} 
8 BOs a = {O52 ieBowie’ i. 39 [112] 


Der Einflu8 des Kathodenmaterials ist bei 7 und 8 gering, bei 
5 und 6 dagegen wesentlich. Das auf Eisen abgeschiedene Praparat 
ist feinkérniger und zeigt Faserstruktur. Einen noch gréSeren Einflu8 
des Kathodenmaterials ergab ein Versuch mit Kupfer. Bei Ab- 
scheidung auf Platin war der Niederschlag grobkristalliner, und die 
Streuung bei der Faserstruktur (+ 15°) war viel gréfSer als bei der 
entsprechenden Abscheidung auf Kupfer (vgl. Fig.4 mit Fig. 6).° 
Hs scheint eine allgemeine Regel zu sein, daB die Ausbildung der 
Faserstruktur erleichtert wird, wenn Unterlage und Niederschlag aus 
gleichem Material bestehen. 

Bei gleicher Stromdichte gibt eine 10proz. Ferroammonium- 
sulfatlésung genau dasselbe Bild (Fig. 10) wie eine 50 proz. Ferro- 
chloridlésung, wenn bei der Abscheidung durch Verwendung sehr 
kleiner Stromdichten (0,001 Amp./qem) eine merkliche Wasserstoff- 
entwicklung an der Kathode vermieden wird. Die auf der photo-, 
graphischen Platte sichtbaren Punkte sind in Tabelle 7 zusammen- 
gestellt und beweisen, da8 sich die Richtung [111] als Faserachse 


bet&tigt; parallel zur Kathodenoberflache liegen lauter Oktaederebenen. — 


1) Den chemischen Werken Griesheim Elektron danken wir auch an dieser 
Stelle fiir die Uberlassung einer grofen Kathodenplatte. 
*) Verfahren der Langbein-Pfannhauserwerke. 
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Die Einstellung der Kristallite in diese Richtung ist eine sehr genaue. 
Die Ausdehnung der Reflexpunkte ist nicht wesentlich gréBer als bei 
einer Reflexion des gleichen Strahlenbiindels an einem idealen Kristall. 
Die Streuung ist also praktisch gleich Null. Steigert man die Strom- 
dichte auf 0,015 Amp./qem, so macht sich wihrend der Elektrolyse 
eine starke Entwicklung von Wasserstoffblasen bemerkbar, als deren 
Folge Unebenheiten auf der Oberfliche des Eisenniederschlages auf- 
treten. Die Aufnahme zeigt, daS durch die Wasserstoffentwicklung 
die Ausbildung einer Faserstruktur véllig unterdriickt wird. Offenbar 
wird jeder Kristallisationskern sofort von einer Wasserstoffschicht 
umgeben und dadurch am Weiterwachsen verhindert. 

Besonders deutlich nachzuweisen ist der Einflu8 von ,,Lésungs- 
genossen“ auf eine in heifem Zustande (100°C) bei hoher Strom- 
dichte (0,1 Amp./qem) elektrolysierte 50 proz. Lésung von Ferro- 
chlorid, Verhaltnisse, wie die bei der technischen Gewinnung des 
Elektrolyteisens vorliegen: Ohne Zusatze regellose Orientierung der 
Kristallite, bei schwachem Ansauern Zeichen einer Faserstruktur mit 
Faserachse [011] und Faserachse [001] und bei Zusatz von gréSeren 
Mengen Chlorcalcium sehr ausgepragte Faserstruktur nach[112]. (Fig. 11 
und Tabelle 7). Das Chlorealcium, das in der Technik nur zu dem 
Zweck zugesetzt wird, um durch Erniedrigung des Dampfdrucks 
das rasche Verdunsten der Bader zu verhiiten, spielt also eine wesent- 
liche Rolle bei dem Kristallisationsvorgang. Die Kinstellung der 
Kristallite in die Vorzugsrichtung ist keine so genaue (Streuung + 12°) 
wie bei der Abscheidung mit geringer Stromdichte (Fig. 10). 


Tabelle 7. Elektrolyteisen. 


Praparat Nr. 2. Praparat Nr. 5. 
Netzebenen- Winkel 6 Winkel 6 
BrUppe berechnet f. d. citiakieas berechnet fiir den 
eoecerer”, lvall¥-A.=[111]} Fall F.-A. = [112] 
| | 
} « 0 0 1 
0 i Bpe 16! 30° SHU eS) aals3ES) 
. 34 359 1 
{002} 54° 30/ 540 44! { a, 659 54/1) 
19° 29! aie 339 84’ 6091) 
0 i 0 
{112} ee et 61° 53! a 489 12/ 709 He 
9091) 0° 809 25 
359 16/ 299 30° 739 13/1) 
1022} 35° 9001) — 549 44/ 909 
; 439 Q1/ — — 
{013} 430 30! 88° 33°12) ae - 


1) Im Absorptionsschatten des Blattchens liegend und daher auf der Platte 
nicht sichtbar. 
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Aus dem Vergleich dieser beiden Proben ist zu schlieBen, dab 
die GréBe der Kristallisationsgeschwindigkeit in den verschiedenen 
Richtungen bei der Elektrolyse eine Funktion der elektrolysierten 
Lésung ist. Bei dem gewéhnlichen Auskristallisieren aus Losungen 
ist bekannt, daB dieselbe Kristallart je nach der Lésung in ver- 
schiedenen Formen sich ausscheidet; z. B. tritt Alaun aus alkalischen 
Losungen in Wiirfeln, aus neutralen in Oktaedern auf, woraus von 
kristallographischer Seite?) auf eine Abhangigkeit der Wachstums- 
geschwindigkeit von der Art der Mutterlauge geschlossen wurde. 
Die Analogie mit unseren Beobachtungen tiber Verschiedenheit der 
Vorzugsrichtung der Faserstruktur bei verschiedenen Lésungen liefert 
eine neue Stiitze fiir die von uns ausgesprochene Anschauung, dai 
die réntgenmaBig ermittelte Faserachse mit der Richtung maximaler 
Wachstumsgeschwindigkeit identisch ist. 


Kristallisationsvorgange bei grofen Temperaturgefallen. 


GieBt man fliissiges Kupfer in eine zylindrische Form, deren 
Seitenwande durch Beheizung auf hoher Temperatur gehalten werden, 
wahrend die Bodenflache gleichzeitig stark abgekihlt wird, so bilden 
sich sehr groBe Kristallite aus, die auf Atzbildern in Richtung des 
Temperaturgefalles sehr viel langer sind als in den Querrichtungen. 
Durch das Temperaturgefalle wird offenbar das Wachstum in der 
axialen Richtung stark befdrdert, und es schien méglich, da8 eine 
bestimmte kristallographische Richtung bei allen Kristalliten in axialer 
Richtung sich eingestellt hat. Die Réntgenuntersuchung hat diese 
Frage verneint: die Kristallite sind regellos orientiert. Der Vergleich 
der Fig. 12 (Durchleuchtung in axialer Richtung) mit Fig. 13 (Durch- 
leuchtung in der Querrichtung) ist insofern bemerkenswert, als das 
erstere Bild ein sehr grobkristallines Material, das zweite ein fein- 
kristallines darstellt, obgleich ein und dasselbe Probestiick mit gleicher 
Strahlung untersucht wurde. Die Erklarung liegt darin, da8 in der 
ersteren Richtung nur relativ wenige Kristalle mit weit ausgedehnten 
Kristallflachen von den Réntgenstrahlen durchsetzt werden, wihrend 
in den Querrichtungen weit mebr Kristallindividuen gleichzeitig ge- 
troffen werden. 

Die Beobachtung, da8 bei ein und derselben homogenen Strablung 
auf der Platte der Zwischenraum zwischen den Beugungsringen frei 
bleibt bei feinkristallinen Kérpern bzw. zahlreiche Punkte und 
Streifen zeigt bei grobkristallinen Kérpern, ist besonders deutlich 


1) Groth, Physikal. Kristallographie, 1905, 8. 261. 
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an der Fig. 12 zu machen. Offenbar kénnen bei grobkristallinen 
Kérpern so viele Netzebenen in einer Richtung zusammen wirken, dab 
in giinstigen Fallen die Reflexion des an und fiir sich intensitiits- 
schwachen kontinuierlichen Spektrums an Intensitit die Reflexion der 
Spektrallinie erreicht. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird durch Beobachtung der Réntgenstrahleninterferenzen 
das Auftreten einer Faserstruktur bei der elektrolytischen Metall- 
abscheidung nachgewiesen. 

2. Faserachse ist bei Kupfer [011], bei Eisen [111] bzw. [112], 
bei Nickel [001], bei Chrom [112]. Die Faserachse ist immer identisch 
mit der Richtung der Stromlinien bei der Elektrolyse. 

3. Die kristallographische Richtung der Faserachse ist abhangig 
von der Zusammensetzung der Lésung. Durch Heranziehung von 
kristallographischen Beobachtungen ergibt sich die Anschauung, daB 
die Faserachse immer die Richtung der gréB8ten Wachstumsgeschwin- 
digkeit der betreffenden Kristallart in der betreffenden Lésung angibt. 

4. Die Unterlage, auf der der Niederschlag abgeschieden wird, 
ist von Einflu8 auf die Ausbildung der Faserstruktur. Am giinstigsten 
ist die Verwendung einer Unterlage aus gleichem Material wie der 
abzuscheidende Niederschlag. 

Es ist uns eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr. Grube und 
Herrn Dr. Motz fiir die liebenswiirdige Uberlassung und Herstellung. 
zahlreicher elektrolytischer Niederschlage auch an dieser Stelle bestens 
zu danken. 


Réntgenlaboratorium an der Technischen Hochschule Stuttgart. 
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Die Wirkung eines transversalen Magnetfeldes 
an der Kathode der Glimmentladung. 


Von A. Giinther-Schulze in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus-der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit sechs Abbildungen. (Eingegangen am 5. April 1924.) 


Es wird unter Fernhalten von Wand- und Temperaturstorungen die 

normale Stromdichte und die Dicke des Fallraumes der Glimm- 

entladung an einer Quecksilberkathode in den Gasen Hy, Nog, Ar, 

He, H,O in Abhangigkeit von der Starke eines transversalen 
Magnetfeldes gemessen. 


Die Erscheinungen an der Kathode der Glimmentladung lassen 
sich mit Hilfe der drei Parameter V, (normaler Kathodenfall), 
jn (normale Stromdichte) und d, (normale Dicke des Fallraumes) be- 
schreiben, die durch die Raumladungsgleichung miteinander verkniipft 
sind. Ubersichtliche Werte ergeben sich jedoch fiir diese drei GréBen 
nur, wenn sie an ebenen, auf konstanter Temperatur erhaltenen Ka- 
thoden ermittelt werden, wobei die GefaSwande so weit entfernt 
sind, da8 sie nicht mehr stéren. 

Uber den Einfilu8 des Magnetfeldes auf die Glimmentladung 
liegen eine pante Reihe von Untersuchungen vor, die 1917 von 
Ives1) zusammengestellt und um eine 
weitere vermehrt worden sind. Bei diesen 
Untersuchungen sind jedoch die erwibnten 
Forderungen nicht erfiillt gewesen. Die 
Forscher arbeiteten mit zylindrischen, in 
der Achse eines Geissler-Robres_ befind- 
lichen Kathoden. Wird ein solches Rohr 
von einem homogenen Magnetfiu8 senk- 
recht zu seiner Achse durchstrémt, so bildet der von den Zylinder- 
flichen der Kathode ausgehende Gleichstrom mit den Magnetlinien 
gemaB Wig. 1 jeden beliebigen Winkel zwischen 0 und 90° Ein- 
deutige Messungen sind also nicht méglich. Auferdem erhitzt sich 
die Kathode bei derartigen Anordnungen in unkontrollierbarer Weise. 

Durch Vorversuche mit ebenen Kathoden fand ich, daB d in/ 
starken Magnetfeldern auf sehr geringe Betrage abnimmt. Infolg4- 
dessen schien es zur Erleichterung der Messung von d mit einem 
Kathetometer dringend erwiinscht, daB die Kathode nicht nur voll- 


1) J. HE. Ives, Phys. Rev. 9, 349, 1917. 
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kommen eben war, sondern sich auch automatisch vollkommen hori- 
zontal einstellte. Daraus ergab sich die Verwendung eines Queck- 
silberspiegels als Kathodenoberfliche, und zwar wurde eine Menge 
von 2kg Hg verwandt, um die Temperatursteigerung der Kathode 
wahrend der Versuche gering zu halten. 

Weiterhin war es wichtig, Stérungen durch die GefaSwinde aus- 
zuschalten, da die Glimmentladung durch ein Magnetfeld besonders 
heftig zur Seite, also in einem engen Rohr an die GefaBwand, ge- 


Fig. 2b. Fig. 2c. 


drangt wird, wahrend andererseits zwischen den Magnetpolen nur ein 
beschrankter Raum zur Verfiigung steht, wenn das Magnetfeld einiger- 
maBen stark sein soll. : 

Diese Schwierigkeit wurde dadurch iiberwunden, da ein Glas- 
rohr von 4cm Durchmesser und 28cm Lange, das an einem Ende 
zugeschmolzen, am anderen mit einem gut gedichteten Gummistopfen 
verschlieBbar war, nicht stehend, sondern liegend, gema® Vig. 2a, 
zwischen die Pole eines Elektromagnets gebracht wurde. 

Die Anode war ein kurzes, am Ende senkrecht nach unten ge- 
bogenes Stiick Eisendraht von 1mm Durchmesser. Diese Anordnung 
hatte den groBen Vorteil, dai das unter der Anode auf dem Ka- 
thodenquecksilber bei a entstehende Glimmlicht durch das Magnetfeld 
in der Richtung a—b verlingert wurde und sich in dieser Richtung 
gewisserma8en totlief, ohne irgendwie mit der GefiBwand in Be- 
rihrung zu kommen. Das in Fig. 2c zwischen a und b gezeichnete 
schraffierte Band stellt die Form des Glimmlichtes auf der Kathode 
bei geringem Gasdruck und starkem Magnetfeld dar. Mit dem 
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Kathetometer wurde schrag von vorn in das GefaS hineinvisiert, und 
es zeigte sich, daB sich d sehr gut messen lief. 

Die Messungen iiber den Einflu8 des Magnetfeldes ergaben im 
einzelnen folgendes: 

1. Der normale Kathodenfall V,: Genaue Messungen von V, 
wurden nicht ausgefiihrt, da die orientierenden Versuche keine Ver- 
anlassung gaben, an der Feststellung von Stark zu zweifeln, daB V;, 
durch ein Magnetfeld nicht geandert wird. 

2. Die normale Stromdichte j,: Exakte Messungen von j, 
erwiesen sich trotz aller Bemiihungen als nicht ausfiihrbar. Fig. 2¢ 
ergibt ohne weiteres, daB die Stromdichte des schmalen Glimmilicht- 
streifens in der Nahe von a gréfer sein mu als in der Nahe von b, 
weil die Entladung von der Anode auf dem Wege durch das Gas 
bis zur Kathode bei b mehr Spannung verbraucht als bei a, so dah 
fiir den Kathodenfall selbst bei a mehr Spannung verfiigbar ist als 
bei b. Verlangert man, um dieses zu verhiiten, die Anode bis b, so 
wird das Glimmlicht jenseits b gegen die GefaBwand gedrangt und 
breitet sich dort aus, so da ebenfalls keine genaue Messung der 
vom Glimmlicht bedeckten Oberflache méglich ist. Man kann unter 
diesen Umstianden also nicht mehr von einer normalen Stromdichte 
sprechen (die gleiche Schwierigkeit gilt iibrigens auch hinsichtlich 
des normalen Kathodenfalles). 

Es konnte also nur so vorgegangen werden, dab unter méglichst 
umfangreicher Variation der Versuchsbedingungen Breite und Lange 
des Kathodenglimmlichtstreifens der Fig. 2c geschitzt, aus der 
gleichzeitig abgelesenen Stromstirke die mittlere Stromdichte be- 
rechnet und mit dem zugehérigen d verglichen wurde. Nach der 
Theorie der Glimmentladung ohne Magnetfeld soll an ebenen Ka- 


: Chr ek . : 
thoden j, = 7p sein, wobei C durch die benutzte Gasart gegeben ist. 


Soweit die Genauigkeit der Versuche ging, schien dieses durch 
die Raumladungsgleichung geforderte Gesetz auch bei der starken 
Verringerung von d durch das Magnetfeld erfiillt zu sein. Beispiels- 
weise war in Stickstoff bei starkem Magnetfeld d = 0,59 mm, 


2lmA ; 
eas non wahrend sich aus den ohne Magnetfeld gemessenen 
19) 
Werten fiir d, = 0,59mm, j, = ona berechnete. 
Serre tien 


3. dy. Der Schwerpunkt der Versuche wurde auf die Messung 
von d, gelegt, da sich diese genau durchfiihren lieB und sich un- 
erwartete Erscheinungen zeigten. Die innere Glimmlichtkante, die 
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ohne Magnetfeld durchaus nicht besonders scharf ist, so daB die 
Einstellung auf sie gelegentlich recht unsicher ist, wird um so 
scharfer, je stiirker das Magnetfeld ist, so da& auf sie bei starken 
Feldern sehr genau eingestellt werden kann. Ferner erschien der 
Fallraum um so dunkler, je stiirker das Magnetfeld war. Das kann 
jedoch auch auf Kontrastwirkung beruhen, da die Helligkeit des 
Glimmlichtes mit steigendem Feld der zunehmenden Stromdichte 
entsprechend sehr stark zunahm. 

Stets wurde mit normalem Kathodenfall gearbeitet. Die Gas- 
drucke wurden von 20 bis 0,5mm, die Magnetfelder von 0 bis 

1200 Gau8 variiert. Die direkte Beobachtung der Erscheinungen mit 
dem Auge ergab folgendes: Bei hohen Drucken (etwa tiber 10mm, 
mit der Gasart variabel) wurde das Glimmlicht, das ohne Magnetfeld 
auf dem Kathodenquecksilber unter der Anode eine kreisférmige 
Flache bedeckte, selbst durch ein Feld von 1200 Gau8 nicht be- 
einfluBt. Wurde der Gasdruck verringert, so verlingerte sich die 
Kreisflache in Richtung b zuerst in eine Ellipse und ging bei weiterer 
Druckabnahme in eine birnenférmige Flache iiber, deren Spitze 
nach b zeigte. Bei Drucken unter 1mm endlich zeigte sich in 
starken Feldern bei Strémen unter etwa 10mA das in Fig. 2¢ ein- 
gezeichnete Glimmlicht, das einen langen geraden, seitlich erstaunlich 
scharf abgegrenzten, unter der Anode beginnenden Strich bildete. 
Dieser sehr helle Glimmstrich lief jedoch nur dann geradlinig in der 
Mitte des GefaBes auf der Kathode entlang, wenn das Gefa nicht 
nur symmetrisch zwischen den Magnetpolen angeordnet war, sondern 
die Magnetlinien auch genau parallel der Hg-Oberflache verliefen. 
Wurde die Hg-Oberflache durch AnstoBen des GefaBes in gering- 
fiigige seitliche Schwankungen versetzt, so pendelte der Glimmstrich 
im Takte der Schwingungen der Oberfliche zwischen den in Fig. 2c 
gestrichelt angedeuteten beiden Lagen hin und her. 

Wurde die Stromstirke vergréBert, so teilte sich der Glimm- 
strich in zwei symmetrisch zur Mittellinie nebeneinander liegende 
Striche von gleichfalls sehr scharfer Begrenzung. Durch weitere 
Vermehrung des Stromes lieSen sich bis zu vier Striche gemiaf 
Fig. 3 herstellen. Dariiber hinaus wurde das Glimmlicht in der 
Regel diffus. Diese Erscheinung zeigte sich in ganz gleicher Weise 
bei allen untersuchten Gasen. 

In der sauberen Herausarbeitung dieses Glimmstriches liegt der 
groBe Wert der kurzen drahtférmigen Anode. Bei seitlich breiteren, 
flichenhaften Anoden vermégen die Striche nicht zu entstehen. Diese 
scharfen Glimmstricheim Magnetfeld sind meines Erachtens ein einwand- 
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freier und sinnfalliger Beweis dafiir, dab die von der Kathode ausgehenden 
Primiarelektronen, die unter dem Einflu8 des Magnetfeldes zykloiden- 
ahnliche Bahnen beschreiben, ihre zu den magnetischen Kraftlinien 
senkrechte Bewegungsrichtung bis zum Ende ihres Laufes ungestort 
beibehalten: Daraus folgt ebenso zwingend, daf diese Elektronen, 
die eine Voltgeschwindigkeit von der GréSenordnung 300 Volt be- 
sitzen, bei den zahlreichen ZusammenstéBen mit den Gasmolekiilen, 
die sie erleiden, bis sie ihre Kathodenfallenergie wieder eingebiibt 


haben, zwar Energiéverluste aber in ihrer ganz itiberwiegenden Mehr- 
zahl keine Ablenkungen erleiden; denn wenn ein Elektron durch eine 
Ablenkung bei einem Zusammensto8 mit einem Molekiil eine Ge- 
schwindigkeitskomponente in Richtung der Magnetlinien bekame, so 
wiirde diese durch das Magnetfeld nicht beeinfluBt werden, das 
Elektron wiirde ihr ungestért folgen und das Glimmlicht miiBte sich 
schon von der Anode an nach beiden Seiten diffus ausbreiten und 
um so breiter werden, je mehr es sich von der Anode entfernt, also 
die Form eines diffusen Dreiecks mit der Spitze bei a@ und der 
Basis bei b haben. , 

Ich habe mich leider vergeblich bemiiht, in der Elektronen- 
literatur eine klare Antwort auf die Frage zu finden, ob 300 Volt- 
elektronen, die mit Gasmolekiilen zusammenstoBen, dabei in der 
Regel abgelenkt werden oder in der Regel durch die Molekiile ohne 
Ablenkung hindurchgehen. Es sprechen jedoch die Vergsuche von 
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Edgar Meyer und H. Schulz?) iiber den scharfen Schatten, den 
ein in den Fallraum gebrachter Kérper in Glimmlicht wirft, ebenfalls 
dafiir, daB die Elektronen im wesentlichen unabgelenkt von der Ka- 
thode zum Glimmlicht fliegen, da sonst ein scharfer Schatten nicht 
méglich wire. 

2. Beobachtungen mit dem Kathetometer: Die Beob- 
achtungen mit dem Kathetometer sind in der folgenden Tabelle 1 
und fiir Wasserstoff auBerdem in Fig. 4 dargestellt. Zur Unter- 
suchung des Quecksilberdampfes wurde statt des mit einem Gummi- 
stopfen verschlieBbaren Rohres ein volistandig aus Glas geblasenes 
Rohr gleicher Form verwandt, das durch einen darunter gestellten 
Bunsenbrenner auf die den gewiinschten Gasdrucken entsprechende 
Temperatur gebracht wurde. Temperatur und Dampfdruck wurden 
jedoch nicht besonders gemessen, da sie durch d eindeutig festgelegt 
sind. Samtliche Gase ergaben Kurven gleichen Charakters wie Fig. 4. 

Bezeichnet man mit dy die Fallraumdicke ohne Magnetfeld, mit 
dm die bei eingeschaltetem Felde, so ergibt sich aus den Tabellen 
und der Fig. 4: 

a) do wird durch ein gegebenes Magnetfeld um so stirker ver- 
ringert, je gréBer es ist, je geringer also der Gasdruck ist. Die Er- 
“klirung dieses Verhaltens ist nicht schwierig. 

b) dm ist bei konstantem Gasdruck nicht umgekehrt proportional 
, wie man erwarten sollte, sondern strebt mit wachsendem { ver- 
haltnismaBig rasch einem konstanten Endwert din zu. 

c) Der Wert dmin ist von dy unabhingig, solange dy) >dyin. 

d) Ist dy<dmin, 80 wird d, vom Magnetfeld nur noch un- 
wesentlich oder nicht mehr beeinflubt. 

Das Ergebnis d) bestiatigt die direkten Beobachtungen des 
Glimmlichts mit dem Auge, nach denen sich bei héheren Drucken 
die Gestalt und GréBe des Glimmlichts im Magnetfeld nicht dndert. 
Die Mittel aus allen Beobachtungen in den verschiedenen Gasen 
ergeben fiir dy) folgende Werte: 

H, = 0,86mm, 
Wy + 00,59 ety 
Ar.) =o03 7am, 
Hg = 0,70mm, 
H,O = 0,62 mm. 

Die Unterschiede sind gering und erkliren sich zum Teil viel- 

leicht auch noch dadurch, da die Werte von d durch Einstellen auf 


1) Edgar Meyer und H. Schulz, Ann. d. Phys. 56, 507, 1918. 
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Tabelle 1. 


Optisch gemessene Dicke d des Fallraumes in verschiedenen Gasen bei 
verschiedenen Drucken p und verschiedenen transversalen Magnetfeldern 9, 
p in mmHg, d in mm, 9 in GauB. 


i} 
p= 16,03 12,2 7,80 | 2,25 | 1,80 0,74 0,30 
d 
- 1,10) 86 2,07 3,97 7,38 12,10 30,5 
120 | — _ — 2,53 2,87 3,76 5,83 
240 — — 1,74 1,80 1,77 2,28 
360 0,80 1,12 1,27 1,41 1,45 1,41 1,48 
720 0,73 0,80 0,9 0,88 0,94 0,91 0,93 
1200 0,72 0,70 0,87 0,86 0,85 0,86 0,85 
BN 3. Ar 
| 
=e ae 20.0 5,0 0,90 0,49 5,7 3,7 0,50 
% d 
0 0,67 1,02 4,76 8,55 0,98 1,79 5,53 
120 ae i 3,35 4,11 = = 3,90 
740 — = yee | 4,75 = — 2,52 
360 0,70 0,77 1,39 1,18 0,86 1,36 1,77 
720 0,63 0,69 0,85 0,72 0,83 1,08 1,05 
1200 0,47 0,56 0,63 | 0,57 0,79 0,95 0,87 
4 Hg. a: H,0O. 
p=] — — |= — | — — — | 19,23 | 3,00 1,00 
i) d d 
0 || 0,891] 0,70 |< 1,08 | 2,10 | 3,80 | 4,70] 6,67] 0,81 | 2,30 7,41 
120 | 0,87 |- =| 0,78 | 1,95:|, 2,61 | 9,98 | 4647p ==) — 3,77 
240 | 0,87 | — = a — | — — — = 2,51 
360 || 1,00 | 0,96 | 0,70) 1,38 1,67 | 1,44] 1,77] 0,61 | 1,54 1,55 
720 | 0,73 | 0,67 | 1,04 0,90 | 0,99 | 0,85 | 0,80] 0,62 | 0,95 0,80 
1200 || 0,64 | 0,57 | 0,86 | 0,78 | 0,70 | 0,76 | 0,63] 0,60 | 0,60 0,65 


eine Helligkeitskante erhalten wurden, wobei die von Gas zu Gas 
wechselnde Helligkeit und Farbe auf die Art der Einstellung sicherlich 
von Hinflu8 ist. 

Es gibt hiernach also eine Mindestdicke des optisch gemessenen 
Fallraumes von rund 0,70mm, unterhalb deren die Wirksamkeit des 
Magnetfeldes aufhért. Ist dy gréBer als dieser Wert, so lat es 
sich mit einem hinreichend starken Felde bis auf diesen Wert her- 
unterdriicken, aber nicht weiter. Ist d) kleiner, so wird es von 
einem Magnetfeld nicht mehr beeinfluBt. 

Diese Erscheinung war nicht vorauszusehen. Ich michte aber 
vorlaufig auch keinen Versuch machen, sie zu erkliren, da mir dazu 
die Theorie des Glimmlichtes noch nicht geniigend weit ausgearbeitet 
zu sein scheint. 
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Zusammenfassung. 


1. Mit J. Stark wird angenommen, da der normale Kathoden- 
fall V, durch ein transversales Magnetfeld nicht geandert wird. 
: 2. Die ohne Magnetfeld fiir ebene Kathoden giiltige Gleichung 


5 kee ; é 
i (jn normale Stromdichte, d, normale Fallraumdicke, C Kon- 


stante) gilt auch bei Verringerung von d, durch ein transversales 
Magnetfeld, soweit es sich aus den unter diesen Verhialtnissen nicht 
sehr gut durchfiihrbaren Messungen von j, ersehen labt. 

3. Es gibt einen Mindestwert der optisch gemessenen Fallraum- 
dicke d,,, der in allen untersuchten Gasen in der Nahe von 0,70mm 
liegt und unterhalb dessen die Wirksamkeit des Magnetfeldes auf- 
hért. Ist die Fallraumdicke ohne Magnetfeld gréfer als dieser Wert, 
so laSt sie sich mit einem hinreichend starken Magnetfeld bis auf 
diesen Wert herunterdriicken, aber nicht weiter. 
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Dielektrizitatskonstante und chemische Konstitution 
bei organischen Flussigkeiten. 


Von EH. H. L. Meyer in Freiburg i. Br. 
(Vorlaufige Mitteilung.) 
(Eingegangen am 15. April 1924.) 


Bezeichnet man als ,polare Kohlenstoffatome“: 1. Solche C-Atome, 
bei denen von den vier Valenzen mindestens zwei mit zwei ver- 
schiedenen Atomen aufSer Kohlenstoff abgesdttigt sind. 2. Solche 
C-Atome, bei denen ein ein- oder mehrwertiger elektronegativer 
anorganischer Substituent an ein C-Atom gebunden ist, dessen tbrige 
Valenzen sich nur an Kohlenstoff betitigen; dann gilt der Satz: 
Alle organischen Flissigkeiten mit derartigen polaren C-Atomen 
sind Dipolflissigkeiten. Fltssigkeiten mit einem polaren C-Atom 
zeigen einen verhaltnismaBig groBen Absolutwert der Dielektrizitats- 
konstanten und eine starke Abhangigkeit desselben von der Tem- 
peratur. Wo zwei und mehr polare C-Atome im Molektl vorhanden 
sind, stellen Absolutwert und Temperaturabhangigkeit der D. C. einen 
Mittelwert mehrerer Hinzelwirkungen dar. 


Aus der Lorentzschen Elektronentheorie folgt fiir das dielek- 
trische Verhalten organischer Fliissigkeiten die Clausius-Mosottische 
Gleichung 

é—1 1 
et2 ae 


= const, (1) 


die aber, wie bekannt, in vielen -Fallen nicht erfiillt ist. Die Tem- 
peraturabhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten (D. C.) ist gréBer, 
als der Gleichung (1) entspricht, in der die Temperatur als Argument 
der Dichte steckt. 

Die zuerst von Reinganum}!) gemachte Annahme, daf eine 
organische Fliissigkeit neben Polarisations- und Verschiebungselek- 


tronen auch noch fertige Dipole enthalte, fiihrte Debye2) zu dem 
Ausdruck 


1) Reinganum, Ann. d. Phys. 10, 334, 1903. 
2) Debye, Phys. ZS. 18, 97, 1912. 


meer El (2) 
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Aber auch diese Gleichung gilt nach den bisherigen Messungen 
nur angenahert. Immerhin geben die beiden Gleichungen (1) und (2) 
eindeutig die Méglichkeit, sogenannte Dipolfliissigkeiten aufzufinden, 
so daS man simtliche organischen Dielektrika einteilen kann in solche, 
die héchstwahrscheinlich fertige Dipole enthalten, und solche, wo 
wir derartige Dipole nicht annehmen diirfen. 


Es erhebt sich nun die Frage, ob der dipolare Charakter einer 
organischen Fliissigkeit aus deren chemischer Konstitution vorher- 
gesagt werden kann. Einen Versuch, die verschiedene GréBe der 
Absolutwerte der D. C. zu erkliren, die ungefahr zwischen 1,5 und 
95 schwanken, hat Walden*) gemacht. Er nimmt dabei dielektro- 
phore Gruppen an (OH, NO,, CO, SO,, also das Element O, Cyan, 
Rhodan, Isorhodan, Aminrest, die Halogene) und dielektrogene (H, 
CH;, C,H;, ... C,H;, ..., also Wasserstoffe und die Alkyl- und 
Allylreste). Nach dieser Unterscheidung soll cine Verbindung nur 
dann eine erhebliche D. C. haben, wenn in dem elektrochemischen 
Charakter der sie zusammensetzenden Elemente und Gruppen eine 
Gegensitzlichkeit vorliegt, d. h. wenn sie aus beiden Gruppen 
zusammengesetzt ist. Dielektrophore oder dielektrogene Gruppen 
allein, in Kombination mit sich selber, sollen Medien ergeben, 
welche iiberaus kleine D. C. besitzen. Walden gibt dazu folgende 
Tabelle?): 


| 
Dielektrikum Temp. A & Beobachter 

Ee 2 7 so. ere — 182° oo 1,49 Fleming u. Dewar 
Ce SI en Sain a — 60 oo 2,15 Linde 
PERSE sono S ieuereae teed . fe 23 84 3,18 Schlundt 
(LY Ss =e 21 84 3,56 i 
mee, oe sk. 23 84 2,5 $ 
TENS 0! S.-Soaieaeneay causa. rd 15 80 2,6 4 
WRN Os ee -2 Gea eh wenie.. 'e 23 co 2,13 Walden 

Cll Gaetan 3 teks hee 18 co 2,25 Turner 
Chl Fy eee co een 14 co 1,86 Landolt u. Jahn 


Bliih’) hat darauf hingewiesen, daB die Waldensche Auffassung 
in vollkommener Ubereinstimmung mit den Forderungen der Dipol- 
theorie steht. 


1) Walden, ZS. f. phys. Chem. 70, 569, 1910. 
2) ZS. f. phys. Chem. 70, 585, 1910. 
8) Bliih, ZS. f. phys. Chem. 106, 341, 1923. 
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Dennoch befriedigt sie nicht restlos. Die D.C. von Trichlor- 
essigsiure und Chloral sind zweifellos im Widerspruch mit obiger 
Theorie. , 

CCl;COOH. Beobachter: Walden?). 4 = oo. 


bk. GE ae ee ee 619 (fltissig) 
Hm ee fie, eee 


CCl,0HO. Beobachter:. E. H. L. Meyer. 4 = oo. 


—40,1° | —23,4° —7,20 | 44,50 +14,5° |+28,4° |4+45,19 | +62,1° 


7,580| 6,711| 6,073 | 5,320 5,044| 4,778| 4,473| 4,228 


1 
Eyes 


Beide bestehen ausschlieBlich aus dielektrophoren Gruppen und 
besitzen dennoch eine unerklarlich hohe D. C. 

Eine andere Betrachtungsweise scheint fiir die Lésung obiger 
Frage fruchtbarer zu sein. Der Kiirze wegen seien im folgenden 
als ,polare Kohlenstoffatome* definiert: 

1. Solche C-Atome, bei denen von den vier Valenzen mindestens zwei 
mit zwei verschiedenen Atomen auSer Kohlenstoff abgesattigt sind. 

2. Solche C-Atome, bei denen ein ein- oder mehrwertiger elektro- 
negativer, anorganischer Substituent (z. B. OH, NO., SO;H, SO., N 
Carbonylsauerstoff, NH,, Halogen) an ein C-Atom gebunden ist, 
dessen iibrige Valenzen sich nur an Koblenstoff betatigen. 

Es gilt dann der Satz: 


? 


Alle organischen Fliissigkeiten mit derartigen polaren C-Atomen 
sind Dipolfliissigkeiten. Fliissigkeiten mit einem polaren C- Atom 
zeigen einen verhaltnismaBig grofen Absolutwert der D. C. und eine 
starke Abhingigkeit desselben von der Temperatur. 

Wo zwei und mehr polare C-Atome im Molekiil vorhanden sind, 
findet eine gegenseitige Beeinflussung der einzelnen polaren C-Atome 
statt, so daB hier Absolutwert und Temperaturabhingigkeit der D. C. 
einen Mittelwert mehrerer Einzelwirkungen darstellen. 


Die Richtigkeit ist schon aus der folgenden Zusammenstellung 
abzulesen: 


Man beachte Hexan, Benzol, Tetrachlorkohlenstoff, Tetranitro- 
methan auf der einen Seite und Methylbromid, Brombenzol, Chloro- 


form, Athylalkobol, tertiirer Butylalkohol, Nitromethan, Nitroathan 
und Nitrobenzol auf der anderen Seite. 


1) ZS. £. phys. Chem. 70, 577, 1910. 
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Hexan, CgH,,. Beobachter: E. H. L. Meyer. A = 0, 


| 
t - . || —77,79 | — 63,4°| — 48,29) — 33,50) — 20,00) — 80 /+ar + 12,0° 
€ ay | 1,839 | 1,823 | 1,807 | 1,788 | 1,776 | 1,765 | 1,749 | 1,789 
a 
eto a | 0,2908 | 0.2923 | 0,2942 | 0,2944 | 0,2960 | 0,2971 | 0,2967 | 0,2966 
Benzol, CgHg. Beobachter: Isnardi!). A = oo. 
& Age | 150 | 300 550 
e LX . || 2,800 2,283 2,260 2,210 
Se 
= aah 0,3402 3 
eto d ,o40 | 0,3387 0,3407 0,3416 
Athylbromid, H;C—CH,Br. Beobachter: Walden2). 2 = oo. 
ee = PM a EOS 
i eee? Evers 9,4 
Brombenzol, BrCg,H;. Beobachter: Walden?) A = 
are 23,59 500 
eet eh AB 5,21 4,64 
Chloroform, HCCl,. Beobachter: E.H.L. Meyer. A = oo. 
f | | | 
t .. . . || —49,3° | — 35,79| — 20,4°| — 5,8? +919 419,28] + 28,49 + 41,95 
e.... || 6,598 | 6,088 | 5,636 | 5,264 | 5,002 | 4,850 | 4,566 | 4,352 
£— 1.1 | 0.4097 | 0,4000 | 0,3909 | 0,3835 | 0,3784 | 0,3752 | 0,3695 | 0,3654 
e+2 d | 
Tetrachlorkohlenstoff, CCl, Beobachter: Isnardi%), A = co. 
| 
. —~13° | 0° | 20° | 39° | 620 
>. ae 2,383 | 2,354 | 2,322 2,295 | 2,257 
| ae 0,1903 01905 | 0,1919 0,1936 | 0,1954 
e+2 d | | . 
Athylalkohol, H;C—CH,OH. 4 = co. 
wee III EEE EE EEE eee 
| | 
i eee — 80? — 67° | — iS al ere a6" | + 18,59 + 49,29 
| 
(ie Saar toe © 40,8 34,2 | 28,8 | 25,4 20,8 
pee 1,070 | 1,077 1,098 | 1,121 | 1,126 1,131 
e+2 d | 
a peel kets 
Beobachter : Abegg und Seitz*). Walden®). 


1) ZS. f. Phys. 9, 174, 1922. 

2) ZS. f. phys. Chem. 70, 579, 1910. 
3) ZS. f. Phys. 9, 171, 1922. 

4) ZS. f. phys, Chem. 29, 246, 1899. 
5) Ebenda 70, 573, 1910. 
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Tertidrer Butylalkohol, H30:C.OH. 


(fas et ao aE Aye 3 eo) BL E; aZ0F 
Beobachter: Rudolph. Dissertation, zitiert naeh Landolt-Bérnstein. 
Nitromethan, Hz,0NO,. Beobachter: Walden!). 4 = co. 

: 1,59 ie 44,8 
tien Camas Er 39,4 


Nitrodthan, H;0—CH,NO,. Beobachter: Schlundt?). 
Zitiert nach Landolt-Bérnstein. 


Oe Spt rere hk eisenns 29,5: 
Nitrobenzol, H;CgNO»9. Beobachter: Abegg und Seitz*). A = oo. 
t 14° 19° 33° 
PS eee 87.1 34,9 


Tetranitromethan, O(NO 9),. Beobachter: Walden‘). 2 = oo. 


Vie eB 40 BG 2 aobeeds 
Freiburg i. Br., Phys. Institut der Universitat, 14, April-1924. 


1) ZS. f. phys. Chem. 70, 575, 1910. 

2) Journ. phys. chem. 5, 157, 503, 1901. 
3) ZS. f. phys. Chem. 29, 247, 1899. 

*) Ebenda 70, 580, 1910. 
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Eine neve Strahlungsquelle 
der kurzen elektromagnetischen Wellen 
von ultrahertzscher Frequenz'). 
Von A. Glagolewa-Arkadiewa in Moskau. 


Mit sieben Abbildungen. (Hingegangen am 17. Marz 1924.) 


Zur Erzeugung der kurzesten elektrischen — ultrahertzschen — Wellen 
wurde ein neues Verfahren angewandt, die Methode des Massen- 
strahlers. In einer Mischung von Metallspanen und Maschinendl 
springen die Funken eines Induktoriums tiber. Die zahlreichen Metall- 
teilechen der Mischung senden die intensiven elektrischen Wellen von 
verschiedener Linge, wenigstens von 50 mm bis zu 0,1 mm, aus, die man 
mit Apparaten yon gewodhnlicher Empfindlichkeit beobachten kann. 


§ 1. Einleitung. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Er- 
zeugung von elektromagnetischen Wellen, die bei einer méglichst kurzen 
und méglichst konstanten Periode auch eine konstante Energie besitzen. 
Gisher war nur eine. Methode zur Erhaltung der kiirzesten elektro- 
miignetischen Wellen bekannt, die Methode des Hertzschen Vibrators. 
Diese Methode, sehr bequem bei der Arbeit mit langeren Wellen, wird 

si der Arbeit mit der kiirzesten héchst miihsam. Die Schwierigkeiten 
xerursacht erstens der starke Abfall der Strahlungsenergie beim Uber- 


= e é é : ay 
~~ gang zu kiirzeren Vibratoren, und zweitens die unvermeidliche Ver- 


brennung des Vibrators bei der Funkenentladung, welche die In- 
konstanz der Linge und Energie der ausgesandten Wellen sowie die 
Notwendigkeit einer hiufigen Regulierung der Funkenstrecke be- 
dingt. Zu diesen Ubelstinden kommen noch die anderen Schwierig- 
keiten: die Linge 4 der kiirzesten Hertzschen Wellen vermindert 
sich langsamer als die Linge 7 des Vibrators 2). 

Diese Schwierigkeiten erkliren die Tatsache, da die Bestre- 
bungen von vielen Forschern *), das Intervall zwischen den Wellen 


1) Vorgetragen am 29. Okt. 1923 in der Sitzung des ,Magnetischen Kollo- 
quiums“ an der I. Moskauer Universitat; vorlaufige Mitteilung auf dem III. Kon- 


‘preB der Russischen Physikalischen Assoziation am 19. Sept. 1922 (Verhand- 


lungen des Kongresses, 8. 39, Nischni-Novgorod 1923). 

2) Bei 2 = 10,63cem ist das Verhaltnis 2/1 gleich 2,5, bei A= 1,3cm 
wird es schon gleich 4,3, Diese Tatsache, die aus den Beobachtungen von 
W. Arkadiew (Journ. d. Russ. Phys.-Chem. Ges., Phys. Teil, 44, 165, 1912; 
Ann. d. Phys. 58, 115, 1919) hervorgeht, wurde auch von Nichols und Tear 
bestatigt [Phys. Rev. (2) 21, 587, 1923]. 

3) A. Lampa, Wien. Ber. 105, 587, 1896; W. Mébius, Ann. d. Phys. 62, 
293, 1920; E. F. Nichols und J. D. Tear, Phys. Rev. 21, 587, 1923. 
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von Lebedew?) (6mm) und denjenigen von Rubens und vy. Baeyer®) 
(343) auszufiillen, bisher kein greifbares Ergebnis fir kleinere 
Wellen als 1,8 mm hatten. Diese Untersuchungen, von denen einige 
so fein und elegant sind, wie diejenige vor Nichols und Tear’), 
zeigen, daB die Forscher bei der Herstellung der kleinsten elektrischen 
Wellen die Grenze der Leistungsfahigkeit der Hertzschen Methode 
erreicht haben und da® fir den Erfolg der Arbeit ein neues Prinzip 
zu suchen ist. 

§ 2. Die neue Strahlungsquelle — der Massenstrahler. Die 
neue Strahlungsquelle ist auf der Idee von Prof. W. Arkadiew be- 
griindet, der schon im Jahre 1914 in dieser Richtung zu arbeiten 
begonnen hat‘). Infolge der Kriegsverhaltnisse aber war er ge- 
zwungen seine anfanglichen Versuche zu unterbrechen. Nach seinem 
Gedanken mu man zur Verstirkung der Wellenenergie nicht einen 
einzigen, sondern sehr viele kleine Vibratoren benutzen. Zur Ver- 
meidung der Verbrennung und der damit verbundenen Regulierung 
des erregenden Funkens mu8 man diese Vibratoren unaufhérlich 
wechseln. 

Erst im Jahre 1921 habe ich diese Aufgabe iibernommen und 
jetzt die folgende Anordnung ausgearbeitet. 

In den Glastrog A (Fig.1) bringt man eine Mischung von 
Metallfeilspinen mit Maschinendl. Mittels des Riihrers B wurden 
die Feilspine in kontinuierliche Bewegung gebracht und bilden dabei 
eine breiférmige Masse WM. Diese ,,Vibrationsmasse“ wird aus dem 
Glastrog von der mittels eines Motors rotierenden kleinen Karbolit- 
rolle K ergriffen, infolee der Zentrifugalkraft bildet die Masse auf 
dem Rande der Rolle eine Art von fliissigem Radreifen. Die Ent- 
ladungen eines Induktoriums entstehen in V aus den Zauleitungs- 
drihten ff durch die Vibrationsmasse in dem Radreifen der Rolle. 
Infolge der Entladungen entstehen in V elektrische Schwingungen in 
den Kérnchen der Feilspine; die Schwingungsperiode hangt haupt- 
sachlich von den Dimensionen der Kérnchen ab. Bei entsprechender 


1) P. Lebedew, Wied. Ann. 56, 1, 1895. 

*) H. Rubens und O. v. Baeyer, Sitzungsber. d. Kel. PreuS. Akad. d. 
Wiss. 1911, S. 666. 

3) KE. F. Nichols und J. D. Tear, Phys. Rev. (2) 21, 587, 1923. 

*) Die Notwendigkeit, die ktirzesten Hertzschen Wellen zu gewinnen, 
wurde durch das Bediirfnis hervorgerufen, die im Jahre 1913 von W. Arka- 
diew gefundenen (Phys. ZS. 14, 928, 1913; Ann. d. Phys. 65, 643, 1921) un- 
geordneten EHigenschwingungen der Elementarmagnete zu untersuchen. Er findet 
ihre Higenwellenlange 2, gleich 300—500u; R. Gans und R. Loyarte (Ann. 
d. Phys. 64, 209, 1921) haben fiir das von ihnen untersuchte ferromagnetische 
Material 2; = 2,27 mm berechnet. 


ee 
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Auswahl der Feilspine sendet die Strahlungsquelle die kiirzesten un- 


' polarisierten Hertzschen Wellen aus, die man ultrahertzsche Wellen 


nennen kénnte. 


§ 3. Apparate und Versuchsanordnung. Zur Messung der 
Wellenlinge wird die Boltzmannsche Methode angewendet. P, 
und P, (Fig. 2) sind zwei Metallspiegel von der Form der Rotations- 
paraboloide. S, und S, sind die Planspiegel aus den von der Vorder- 
fliche dicht versilberten dicken Spiegelglasplatten. Die Kreisteilung 
der Mikrometerschraube B gestattete die Verschiebungen des Spie- 
gels S, um die Stufe bis zu 25 auszufiihren. Das Induktorium J 


Fig.2. Die Versuchsanordnung. 


‘Fig-1. Der Massenstrahler. 


mit einer Schlagweite bis etwa 15cm wurde mit dem Strom einer 
Akkumulatorenbatterie von 120 Volt bei einem Vorschaltwiderstand 
von 30 Ohm durch einen Unterbrecher Rotax gespeist. Der Glastrog 
der Strahlungsquelle war 7,7 cm weit; der Durchmesser der Quellen- 
rolle K (Fig. 1) betrug 3,2cm, seine Dicke etwa lem. Der strahlende 
Teil v der Quellenrolle befindet sich in dem Brennpunkt des Spiegels P,; 
in dem Brennpunkt des Spiegels P, befindet sich das Thermoelement 7, 


das mit dem mit leichtem Magnetgehinge versehenen Panzergalvano- 


meter verbunden war. Die Empfindlichkeit des Galvanometers betrug 
3.10-° Amp./mm bei einer Schwingungsperiode von 4,5 sec und bei 
einem Widerstand von etwa 11 Ohm. 


Bei H ist an zwei Faden ein Metallschirm aufgehangt, den man 
bei der Beobachtung der Galvanometerausschlige emporheben konnte. 


Es wurden sieben Arten von Thermoelementen ausprobiert. 
La 
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a) Ein Empfanger fiir Hertzsche Wellen nach W. Arkadiew 1?) 
(Fig. 3, I), bestehend aus zwei mittels eines Thermokreuzes verbun- 


|S. 


f) Desgleichen, von 2,63mm Lange in der Brennlinie eines zylin- © 


Die Thermoelemente von verschiedener Art. 


Fig. 3. 


denen Metallzylindern von 
der Gesamtlange 8mm; 
das Thermokreuz bestand 
aus Manganinkonstantan- 
draihten von 0,018mm 
Dicke. 

b) Desgleichen, nur 
mit einer Gesammtlinge 
von 12mm (Fig. 3, I). 

c) Bei den Heizdrih- 
ten des Thermokreuzes 
wurden keine Metallzylin- 
der benutzt (Fig. 3, III), 
sie wurden in Form von 
Barthirchen  geradlinig 


‘gemacht und _bpildeten 


selbst einen Empfanger 
von 5,6mm Gesamtlange. 

d) Desgleichen, nur 
wurde parallel dem Ther- 
mokreuz in einem Ab- 
stande von 0,7/mm eine 
Metallplatte s von3 x 3em 
befestigt (Fig. 3, IV). 

e) Desgleichen, nur 
ohne Bartharchen (Fig. 3, 
V), einfach ein gerader 
Draht aus zwei Teilen 
Hisen- und Konstantan- 
drahten von 0,015 mm 
Durchmesser und 7mm 
Linge, mit fast unsicht- 
barer Létstelle in der Mitte, 
yaperiodisches Thermo- 
element‘. 


drischen parabolischen Spiegels (Fig. 3, VI) mit einer Brennweite von 


1) W. Arkadiew, Ann. d. Phys. 45, 133, 1914. 
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0,25mm aufgespannt. Der Spiegel wurde aus einem Messing block 
von 10 x 4 x 6mm angefertigt. 

g) Eine Rubenssche Thermosiule von 20 Elementen; sie gab 
keinen Galvanometerausschlag. 

Die Feilspaine (Messing oder Aluminium) sind mittels drei Sieben 
in drei Gattungen geteilt. Die Gattung Nr. 1 bestand im Mittel aus 
Teilchen von 2,2mm Lange mit einer Beimischung von feineren Teil- 
chen bis 05mm; Nr. 2 im Mittel 14mm mit starker Beimischung 
von feineren Teilchen bis 0,04mm; Nr.3 mittlere Linge etwa 0,5 mm 
mit den feinsten Teilchen bis 0,04mm und noch kleiner. In s&mt- 
lichen Sorten der Metallspine war eine Beimischung des Metallstaubes 
vorhanden. 

Die ausgestrahlte Energie ist bei den grobkérnigen Feilspanen 
Nr. 1 zweimal gréBer als bei Nr.2. Nr. 1 gab aber eine inkonstante 
Energie, da die Quellenrolle im Vergleich mit den Feilspankérnchen 
nicht breit genug war. Am bequemsten war es mit Nr. 2 zu arbeiten. 
Bei diesen Feilspinen und mit dem Thermoelement I erreichten die 
Ausschlaige 35mm bei einem Skalenabstand von 2m. 


§ 4. Die Messungen. Nach der Inbetriebsetzung der Riihr- 
vorrichtung, der Quellenrolle und des Induktoriums wartet man bis 
die Strahlungsenergie konstant wird, d.h. bis die Galvanometer- 
ausschlige beim Offnen des Thermoelementes sich nur um einige 
Prozente unterscheiden. 

Wahrend die Strahlungsquelle im kontinuierlichen Gang ist, be- 
stimmt man dreimal den Nullpunkt und die Umkehrpunkte des Gal- 
vanometers bei jeder Verschiebung des Spiegels S,. Die Interferenz- 
kurven, die mit dem Thermoelement des Typus I bei der Verschiebung 
des Spiegels auf 1 bis 2mm erhalten wurden, zeigten Maxima und 
Minima immer wieder auf denselben Stellen der Interferometerskale. 
Die Wellenlinge, ermittelt nach dem Abstand der beiden nichsten 
Maxima und Minima, betragt 32mm. Die Kurven A und B (Fig. 4) 
wurden mittels des Thermoelementes I (Fig. 3) an verschiedenen 
Tagen gewonnen. Die Galvanometerausschlige wurden bei den Ver- 
‘schiebungsstufen des Interferometerspiegels von 0,2mm ausgefiihrt. 

Fa8t man die Abstinde zwischen zwei benachbarten Maximis 
oder Minimis, die bei dem Gangunterschiede Null liegen, ins Auge, 
so kann man die Anwesenheit von Wellen von 2,8, 2,6, 1,8, 1,2 mm und 
weniger feststellen. Das stindige Vorhandensein dieser Wellenlingen 
in den Kurven von verschiedenen Tagen iiberzeugt uns von der Existenz 
der entsprechenden Wellen in der Strahlung der betreffenden Quelle. 


Galvarormererausschlag 11 17117. 
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Die Kurve C (Fig. 4) wurde mit demselben Thermoelement I 
gewonnen, in einem Zwischenraum von 54,1 bis 55,0mm auf der 


3 Sut 
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Fig. 4. Die Interferenzkurven A, B und C, 
aufgenommen mit dem Thermoelement I; 
D, EH und F' mit dem Thermoelement II. 


Grundkurve aufgelagerten Maxima und 


Oberschwingung des Resonators 


Skale des Interferometers. 
Die Galvanometeraus- 
schlage wurden dreimal 
nach jeder Spiegelver- 
schiebung von 25u aus- 
gefiihrt. Aus dem Abstand 
von zwei  benachbarten 
Maximis oder Minimis 
kann man eine Wellen- 
lange von 200u bestatigen. 


Die Kurven D, # und 
F (Fig. 4) wurden mit dem 
Thermoelement II ge- 
wonnen; bei D und HE 
wurden dieV erschiebungs- 
stufen gleich 1 mm, bei 
der Kurve F 25u. Die 
Kurven D und £, die den 
Beobachtungen an _ ver- 
schiedenen Tagen  ent- 
sprechen, zeigen den 
gleichen Gang. Aus der 
Lage des Maximums bei 
525mm und des Mini- 
mums bei 65mm kann man 
die Wellenlange gleich 


(65 — 52,5) x 2x 2 
==) DO mun 


berechnen. 


Diese Wellenlange 
steht in nahem Zusammen- 
hang mit der Linge des 
Resonators, die gleich 
12,5 mm ist. Die auf der 


Minima entsprechen einer. 


A == (57,5 — 55) x 2 = 5 mm. 
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Die Kurve F stellt den Verlauf der Energie im Zwischenraum 
von 55,2 bis 55,9mm dar. Sie zeigt die kurzen Hertzschen Wellen 
von 550, 350 und 200 u. 

Aus dem Verlauf der Kurven A, B, OC, D, E und F muB man 
auf eine vermischte Strahlung schlieBen. Die Thermoelemente mit 
den Kesonatoren von der Form I und II ergeben Wellen, die den 
Dimensionen des Resonators entsprechen. 

Die Kurven der Fig. 5 sind mit den Thermoelementen von der 
Form IJ, IV und VI (Fig. 3) gewonnen. Das aperiodische Thermo- 
element V war wenig empfindlich. 

Die Kurve G ist mit dem Thermoelement III gewonnen, die 
Verschiebungen des Spiegels wurden gleich 1mm. Diese Kurve G 
zeigt in der Nahe des Gangunterschieds Null drei Maxima, von denen 
das mittlere der langsten Welle entspricht, zwei andere — den kiirzeren. 
Um die Phasen und die Amplituden dieser Komponenten zu ermitteln, 
wurde die harmonische Analyse!) angewandt, welche in erster An- 
naherung die folgenden Wellenlingen und relative Wellenenergie 
ermitteln lieB: 


Tabelle 1. 
Nr. der harmonischen Reihe || 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | a | 8 | 9 | 10 | 11 
i ! ! | Hes | 
ae | | am 
_Wellenlinge in mm... . | 40/20/13,3/10 |8 |6,7|5,7/5 /|4,4/4 | 3,6 
Relative Energie in Proz. || 100 | 34 | 53 0,7 |.0,7 |, 3,5 | 0,8 | 0,12 | 1,8 | 0,8 | 1,0 


Die Tabelle lehrt, daB die gréSte Energie den ersten drei Glie- 
dern der Fourierschen Reihe entspricht; das sechste Glied besitzt die 
relative Energie von 3,5 Proz. 

Nimmt man fiir die Funktion fiinf Glieder an 


f(z) = em +e, sn(% + ~,) + cgsn (2x + Po) + cgsn (3a + G3) 
+ cegsn(6 x + Qe), 
so erkennt man, daB der Verlauf der entsprechenden Kurve G’ (Fig. 5) 
die Einzelheiten der experimentellen Kurve G nicht ganz genau dar- 
stellt. Das heifBt, da& die harmonischen Glieder héherer Ordnung 
auf den Verlauf der Kurven einen Einflu8 ausiiben. 

Die Kurve H (Fig. 5) wurde mit dem Thermoelement IV (Fig. 3) 
gewonnen, das mit einer Metallplatte S versehen war; diese Platte 
hatte zum Zweck, die Wirkung der laingeren Wellen zu vermindern. 
Die Analyse dieser Kurve H ergibt die Tabelle: 


1) L. Zipperer, Tafeln zur harmonischen Analyse. Berlin 1922. 
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Tabelle 2. 
] | 
Ny. der harmonischen Reihe | 1 | 2 | 3 a 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 
2 | l = ] 
Wellenlinge inmm....|/48 | 24 | 16] 12/9,6|8 |6,9/6 |5,3 48 | 44 
Relative Energie in Proz. . | 31,5 | 80} 1 | 100 | 0,5 | 2,4| 0,7 | 3,4/0,5|6 | 0,03 


Aus der Tafel folgt, daB die gréfte Energie einer Wellenlange 
von 12mm entspricht; an der zweiten Stelle befindet sich die Welle 
von 24mm und an der 
dritten von 48mm. Und 
weiter kann man die Tendenz 
der Verstarkung der Energie 
der kiirzeren Wellen beob- 
achten: der Wellenlange von 
4.8mm entspricht hier eine 
Energie von 6 Proz. statt 1,8 
und 0,12 Proz. fir A = 4,4 
und 5mm des vorhergehen- 
den Falles. 

Die Kurve H’ (Fig. 5) 
stellt die Summe des 4., 2. 
und 1. Gliedes dar. Sie ist 
der experimentellen Kurve H 
sehr 4hnlich. 


Zur Messung der kiirze- 
sten elektromagnetischen 
Wellen — der ultrahertzschen, 
wie wir sie nennen wollen — 
wurde dieses Prinzip des teil- 
weisen Schutzes des Thermo- 
elementes gegen die Wirkung 
langerer Wellen angewandt. 

Die Messungen mit dem 

| Fig.5. Die Interferenzkurven, aufgenommen Thermoelement VI (Fig. 3) 
mit den Thermoelementen IV, V und VI. ergaben die Kurve J. Aus 

der Form der Kurve ist hier 

leicht zu erkennepv, da8 in diesem Falle nur wenige von den mit 
dem Thermoelement aufgefangenen kiirzeren Wellen eine groBe Energie 


besitzen. Die Resultate der Analyse sind in der Tabelle 3 dar- 
gestellt: 


—> Galvanometerausschlag in rite 


(OA . 
“fe | 300 | #00 | 500 | GO | Oe 


hose 
+—| —. 
—> Inter feromererverschieburag. 
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Tabelle 3. 
ne a 
Nr. der | | | | 
harmonischen Reihe , | . | S ls 2 | : | : co We 
Wellenlinge in“. | 900 | 450 | 300 | 225 | 180 | 150 | 128,6 | 112,5 | 100 90 81,8 
Relative Energie | | 
Te: REOZeeed — a S4—5f 84] 87-251 100) 13 0,6 | 0,4| 1,6 


Aus der Tabelle folgt, da8 die gré8te Energie der Wellenlinge 
A, = 150 entspricht. Den zweiten Platz. nimmt eine Wellenlinge 
von 300u ein, den dritten eine soleche von 180u, eine noch beden- 
tendere Energie besitzt die Wellenlange 4, = 128,64, und etwa 
2 Proz. entsprechen der Wellenlinge von 81,8 u. 

Die Kurve J’ stellt die Summe der drei angegebenen harmoni- 
schen Komponenten, des 6., 3. und 5., dar. Sie stimmt mit der 
experimentellen Kurve sehr befriedigend iiberein. 

Die Beobachtung von kiirzesten Wellen kann ihre Absorption im 
Wasserdampfe, der in der Luft vorhanden ist, stéren; nach Rubens?!) 
besitzt der Wasserdampf einige Absorptionsbanden in diesem Gebiet. 

Die letztere Kurve J deckt folglich auf, daB die Strahlung der 
neuen Quelle nicht nur aus den friiher angegebenen langeren Wellen 
besteht, sondern auch aus sehr kurzen elektromagnetischen, die in 
den Bereich der Rubensschen W4rmewellen eingreifen. 

Der komplizierte Gang der Interferenzkurven weist auf die ge- 
mischte Strahlung der neuen Strahlungsquelle hin, was infolge der 
nicht exakten Durchsiebung der Feilspankérnchen und aus mehreren 
anderen Griinden zu erwarten war. Eine vollkommenere Isolierung 
der Wellen von bestimmter Linge wird die Aufgabe der nichsten 
Zeit sein. 

In der Fig. 6 ist die Interferenzkurve von ultrahertzschen Wellen 
mit derjenigen der Rubensschen Warmewellen 2) von entsprechender 
Lange zusammengestellt. Die Kurve C gehért den durch schwarzen 
Karton filtrierten Warmewellen von Rubens und vy. Baeyer3) von 
der Lange von 343 bis 218m an, die die Quarzquecksilberlampe aus- 
‘ strahlt. Die Kurve J, die friiher in Fig. 5 gezogene Interferenzkurve 
fiir ultrahertzsche Wellen, ist mittels des Massenstrahlers gewonnen. 
Die Abszissen stellen die Interferometerverschiebungen dar, die Ordi- 
naten die relative Energie in Prozenten der Maximalwerte derselben. 


1) H. Rubens, Sitzungsber. Berl. Akad. d. Wiss. 1913, 8.513. 
2) H. Rubens und y. Baeyer, ebenda 1911, 8, 666. 
3) H. Rubens und v. Baeyer, ebenda 1911, 8. 670, Fig. 4. 
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Die Kurve J zeigt gréBere Schwingungen der Energie, was auf die 
bedeutendere Reinheit der aufgenommenen Strahlung hinweist. 

In der Tabelle 4 ist die Durchlassigkeit verschiedener Kérper 
fiir die gesamte Strahlung der Vibrationsmasse gegeben. 


Tabelle 4. 
5 Durchlassig- 7 | Durchlassig- 
Stoff || keit in Proz. tie | keit in Proz. 
JERHOMO 2 he es cee 5) an 100 Glasplatte 2mm dick. . | 75 
Trockene Leinwand. . . 100 Gelatinierte Glasplatte . | 30 
Nasse Leinwand .... 24 Hartgummi 3mm... . | 60 
Gummierte Leinwand. . 60 Holz-Z.cm sen oh ewe 20 


§ 5. Schlu8B. Aus dem Dargelegten sehen wir, da die neue 
Quelle der kiirzesten Hertzschen Wellen ein Beispiel der Massen- 


Rubens 1977. 
Warmewellaz 
A=343L, ZIG AL 


7 10 20 ED 400. SOL 
aes 
Fig. 6. 


Die Interferenzkurven: C fiir Warmewellen von Rubens und vy. Baeyer, 
aufgenommen mit der Quarzquecksilberlampe; J fiir ultrahertzsche Wellen 
entsprechender Lange, aufgenommen mit dem Massenstrahler. 


strahlung darbietet. Sie steht den Quellen der Warme- und Licht- 
wellen nahe und verwirklicht den Ubergang von der Sendung des 
individuellen Hertzschen Vibrators zur Strahlung der Gesamtheit 
von Teilchen eines erhitzten Kérpers. Die neue Strahlungsquelle 
besitzt folgende Vorziige: 

a) Sie strahlt Hertzsche Wellen bis 82u Linge aus; ihre Energie 
ist verhaltnismaBig gro8; darauf weisen die groBen Ausschlage eines 
schwach empfindlichen Galvanometers hin, das mit einem nicht eva- 
kuierten Thermoelement verbunden war. 
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b) Das Arbeiten mit dieser Quelle kann unaufhiérlich viele Stunden 
lang ohne besondere Sorgfalt fortdauern; nur ist eine allgemeine Auf- 
sicht des Betriebes der Motoren und des Induktoriums notig. 

c) Sie besteht aus Vibratoren von sich nicht verkleinernder Linge, 
die infolge ihrer groBen Anzahl und dank des schnellen Wechsels 
auf dem Rande der Rolle nicht merklich verbrennen. 

d) Es ist wahrend des Arbeitens nicht notwendig, die erregende 
Funkenstrecke staindig zu regulieren. Auf die Bahn jedes Funkens, 
der die Vibrationsmasse durchdringt, treffen eine sehr grofe Anzahl 
verschiedener metallener Kérnerpaare. Diejenigen Paare, die von 
derartigen Strecken getrennt sind, bei welchen der durchgehende - 
Funke aktiv ist, sind strahlungsfahig. 

e) Infolge der grofSen Strahlungsenergie beim Arbeiten mit dieser 
Quelle kann man Empfangsapparate von m&Biger Empfindlichkeit an- 
wenden. 

Die Tatsache, da bei den dichteren Ablesungen des Interfero- 
meters eine immer feinere Struktur der Interferentionskurven hervor- 
tritt, tiberzeugt uns davon, daB bei noch kleineren Dimensionen der 
Kérnchen der Vibrationsmasse noch die kiirzeren Wellen wahr- 
genommen werden kénnen. Es ist von Wichtigkeit, daB die von 
dieser Quelle ausgesandten kurzen elektromagnetischen Wellen aus 
selbstandigen elektrischen Schwingungen in entsprechenden kleinen 
Vibratoren entstehen, dagegen treten in den friiheren Arbeiten von 
Mébius?), dem manchmal Beobachtung unbestandiger Wellen bis zu 
0,1mm gelungen ist, und Nichols und Tear?) die kleinsten Wellen 
nur als die auf dem Grundton des groBSen Vibrators iiberlagerten kleinen 
Wellen auf. Das ist ein Grund zu vermuten, dafS man das Maximum 
der Energie in dem Spektrum dieser Strahlungsquelle in den Bereich 
der kleinen Wellen verschieben und so die Quelle monochromati- 
sieren kann. Vielleicht kann man den Monochromatismus mittels der 
sorgfialtigeren Aussiebung der Kérnchen vergréBern, falls die Bildung 
von schwingenden Kettchen aus Reihen von benachbarten Kérnchen 
beim Funkendurchgang durch die Vibrationsmasse nicht tberwiegt. 
Die weitere Monochromatisierung kann man leicht mittels eines 
Echelettgitters ausfiihren, wie das von Milentz*) im Jahre 1914 oder 
von Nichols und Tear‘) ausgefihrt wurde. 


1) W. Mébius, Ann. d. Phys. 62, 293, 1920. 

2) BE. FB. Nichols und J. D. Tear, Phys. Rev. (2) 21, 583, 1923. 

8) W. Arkadiew, Uber die Herstellung der schwachgedémpften kurzen 
Hertzschen Wellen. Phys. ZS, 23, 35, 1922. 

4) E. F. Nichols and J. D. Tear, Phys. Rev, (2) 21, 583, 1923, 
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Sichtbares Spektrurnz 


Fig. 7. Die Lage der Strahlung des Massenstrahlers auf der Skale 
der elektromagnetischen Wellen. 
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Auf diese Weise gestatten die Resultate dieser Untersuchung 
die Skale der elektromagnetischen Wellen zu vervollstindigen; die 
vom Massenstrahler erzeugten Wellen dringen einerseits in das 
Gebiet der kurzen Arbeitswellen von Righi, Arkadiew, Mébius, 
Lebedew, Nichols und Tear?) bis zu 4,2 mm, andererseits in das 
Gebiet der langen thermischen Arbeitswellen von Rubens und 
v. Baeyer bis zu 343 und noch kiirzeren; so erfiillen sie dasjenige 
Gebiet der Skale, wo elektromagnetische Schwingungen nur mit 
groBter Miihe zu beobachten waren (Fig. 7). 

Diese Arbeit wurde in dem Magnetischen Laboratorium von 
Prof. W. Arkadiew (Physikalisches Institut der Moskauer Univer- 
sitat) begonnen und in der Magnetometrischen Abteilung des Staat- 
lichen Elektrotechnischen Priifungsinstituts beendet. 

Die Mittel zu dieser Untersuchung verdanke ich der Unterstiitzung 
der Technischen Abteilung des Hauptelektrizititsamtes des Hoéheren 
Volkswirtschaftsrates. 

Dezember 1923. 


1) Aus dem Bericht in Revue Générale d. Sciences, Januar 1924, ist er- 
sichtlich, daB in der letzten Zeit Nichols und Tear mit Hilfe ihres 4uBerst 
empfindlichen Indikators die Beobachtung von Wellen bis 0,22mm gelungen ist. 
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Zur Geschichte des Kompasses!) und zu dem Inhalt 
eines GefaBes in verschiedenen Abstanden vom 
Erdmittelpunkt?). 


Von Eilhard Wiedemann in Erlangen. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 27. Marz 1924.) 


In der ersten Notiz wird aus einem Werk yon al Magrizi die 

Beschreibung eines magnetischen Fisches mitgeteilt; er dient zur 

Bestimmung der Himmelsrichtungen auf dem Meere. Die zweite 

Notiz enthalt eine Angabe yon al Charaqi tber eine Folgerung 
aus der Kugelgestalt der Wasseroberflache auf der Erde. 


J. Durch einen Hinweis in dem wertvollen Buch von A. Mez, 
»Die Renaissance des Islam“, bin ich auf eine Stelle im Werk 
Gegenden (Chitat) von Agypten von al Maqrizi (1364—1442) 
aufmerksam geworden, die bei der Besprechung des Ortes Halwan 
in der Nahe von Kairo eine interessante Angabe%) tiber den Kompa8 
enthalt bzw. iiber die Verwendung eines magnetischen Fisches aus 
Eisen zur Bestimmung der Himmelsrichtungen auf dem Meere in 
finsterer Nacht. Die Stelle lautet 4): 


,»Und dieses gehért zu den Geheimnissen in der Natur. Alle metallischen 
Substanzen, wie Hisen, Kupfer, Silber, Blei, Gold besitzen die EHigenschaft, dab, 
wenn man aus einem Stiick von ihnen ein GefaiB herstellt, das mehr Wasser 
faBt als seinem Gewicht entspricht, dieses auf der Wasseroberfliche schwimmt; 
dabei tragt es ein entsprechendes Gewicht, ohne unterzusinken. Wenn die 
Seefahrer auf dem Indischen Meer von solecher Finsternis (infolee yon Wolken) 
umgeben sind, da sie keine Sterne erblicken, die ihnen die Bestimmung der 
Himmelsgegenden gestatten, so nehmen sie ein ausgehdhltes Stiick Eisen, das 
sie stets bei sich haben, und das die Gestalt eines Fisches hat. Dieses haben 
sie mit groBtem Hifer so diinn wie méglich gemacht. In das Maul des Fisches 
stecken sie ein Stiick guten Magnetstein®). Den Fisch reiben sie mit dem Mag- 
netstein. Setzt man dann den Fisch auf das Wasser, so dreht er sich und 


1) Vgl. E. Wiedemann, ZS. f. Phys. 18, 113, 1923. 

2) Vgl. E. Wiedemann, ebenda §. 59. 

3) Die Angabe findet sich in der Ausgabe von Biilag 1270 d. H., 1, 210; 
in derjenigen von Kairo 1324, 1, 337. ine ziemlich freie Ubersetzung findet 
ae bei A. Bouriant, Description topographique et historique de Egypte usf. 

, 621. 

bs *) Vor dieser Stelle ist in allen Texten eine Liicke. Vorher wird das 
Ubersetzen von dem Ostufer des Nils nach dem Westufer besprochen. Vielleicht, 
da in den fehlenden Worten darauf hingewiesen wurde, da& ein Teil der 
Reisenden aus dem Indischen Meer kam. — Wie viele arabische Schrift- 
steller, so al Birtni, liebt es auch al Magqrizi, allgemein interessante Be- 
merkungen in seine Schilderungen einzuflechten. : 

5) Hier ist der Text nicht ganz klar; wahrscheinlich wird der Magnetstein 
nach dem Reiben nicht wieder in das Maul gelegt, dies diente zunichst wohl 
nur als Aufbewahrungsort des Magnetsteins. 
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kebrt dem Siidpol das Maul zu, von dem Nordpol wendet er sich aber ab. Dies 
gehort zu den Geheimnissen der Natur. Kennen die Seefahrer aber die Rich- 
tung nach Siiden und Norden, so ist ihnen auch diejenige nach Osten und 
Westen bekannt. Wendet man sich namlich dem Siiden zu, so wendet man 
sich vom Norden fort, und der Westen liegt auf der rechten, der Osten auf der 
linken Seite. Sind die vier Himmelsrichtungen bestimmt, so kennt man die 
Lagen der einzelnen Orte. Daher kénnen die Seefahrer nach der Seite der- 
jenigen Kiiste ihre Fahrt richten, zu der sie gelangen wollen.“ 

Wir haben hier einen magnetischen Fisch aus Eisen; da das 
Hisen damals stets Eigenschaften des Stahls hatte, so konnte es 
permanent magnetisiert werden. Indes geschieht dies hier bei jeder 
neuen Verwendung von neuem. Daf man sehr wohl wabte, daB man 
durch bestimmte Art des Streichens Siid- bzw. Nordpole erzeugen 
konnte, geht aus friiheren Mitteilungen von mir hervor. Jedenfalls 
ist das-hier beschriebene Verfahren, die Himmelsrichtungen zu be- 
stimmen, schon weit friiher als um 1400 benutzt worden, sonst hitte 
al Maqrizi sicher angegeben, daB es sich um etwas Neues handelt. 


IJ. Za der Anschauung, da ein GefafS mit ebenem Rand an 
einem tiefer gelegenen Ort mehr Wasser enthalt als an einem héher 
gelegenen, habe ich noch folgende Angabe von al Charaqi (ge- 
storben 1138/59) gefunden, die er in seiner Schrift ,Das héchste 
Erreichen (der Erkenntnis) iiber die Teilung der Sphiaren“ gibt. Sie 
lautet etwa: 


» Ware die Oberflache des Wassers (der Meere usf.) eben, so wire der 
Teil in der Mitte dem Mittelpunkt der Erde niher als der an den Randern; 
es neigen sich (flieSen) daher die Rander nach dem Mittelpunkt zu, damit sie 
zu diesem dasselbe Verhdltnis haben; das Wasser setzt dem aber keinen Wider- 
stand entgegen, da es flieBen kann. Dann (nach dem FlieBen nach der Mitte 
der Oberfliche) streben seine Teile in gleicher Weise.dem Mittelpunkt der Erde 
zu; der Abstand der Oberflache des Wassers vom Mittelpunkt ist an allen 
Stellen ein und derselbe, und sie selbst ist kreisférmig. Auf Grund dieser 
Betrachtung sagt man, daf, wenn man einen Becher auf der Erdoberflache mit 
Wasser fiillt (und dessen Menge bestimmt) und ihn dann auf einem Berg mit 
Wasser fiillt, er in letzterem Fall weniger Wasser fait als auf der Erdober- 
fliche. Dieser Unterschied riihrt von der kreisférmigen Gestalt der Oberflache 
her. Der um den Mittelpunkt der Erde gezogene Kreis, der durch die obere 
Flache (Rand) des Bechers geht, ist auf der Erdoberflache kleiner als der auf 
der Spitze des Berges. Daher ist der Bogen, dem die Flache des Bechers ent- 
spricht, an der Erdoberflache gréGer und starker ausgebaucht, als auf der 
‘Spitze des Berges. Er mu6 daher mehr Wasser fassen. “ 


Die oben erwihnte Schrift von al Charaqi ist deshalb wichtig, 
weil sie mit groBer Klarheit Anschauungen iiber den Aufbau der 
Welt darlegt, die bis in die Zeit Newtons einen grofen Hinfluh 
ausgeiibt haben. Schon Ptolemius hat in dem nur arabisch 
erhaltenen zweiten Buch der Hypotheseis die Ansicht angedeutet, dab 
die Wandelsterne sich nicht frei auf den Epizyklen bewegen, sondern 
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daS ihre Bewegungen durch Kugelschalensysteme usf. vermittelt 
werden, die in besonderer Art ineinander geschachtelt sind. Die 
Anschauung ist von arabischen Gelehrten, so von Abu Ga’far al 
Chazin (gestorben etwa 965) und dann vor allem von Ibn al 
Haitam (965—1039) zu einem einheitlichen System ausgebildet. 
Die sehr weitschweifige Art des letzteren, die jedem, der sich mit 
seiner, des Aihazens, Optik beschaftigen muB, so lastig ist, hat 
al Charaqi genieBbar gemacht. Von seiner Schrift hat die Gothaer 
Handschrift sehr schéne Zeichnungen. Ihnen sind dann die spateren 
arabischen Gelehrten, im Abendlande Roger Baco usw. gefolgt. 

Die philosophische Begriindung fiir dieses Weltbild wurde u. a. 
darin gefunden, da bei einem sich frei bewegenden Wandelstern 
der Ather vor ihm eine Verdichtung und hinter ihm eine Verdiinnung 
erfahrt, also ein leerer Raum entsteht, was aber nicht méglich ist‘). 
Bei dem neuen Weltbild ist das nicht der Fall. 


1) Herr Dr. Kohl und ich selbst hoffen an anderer Stelle diese fiir die 
Geschichte der Astronomie und Physik so wichtigen Betrachtungen ausfihrlich 
verdffentlichen zu konnen. 


Die beigefiigte Figur stellt eine im engen AnschluB8 an den Text des 
Originals gefertigte Zeichnung der Sphdre der Sonne durch Herrn Dr. Kohl 
dar. In der Figur bedeutet 1 die konzentrische Sphare, 2 die exzentrische 
Sphare, 3 den Sonnenkérper, 4 das Apogdum, 5 das Perigium, 6 das Frihlings- 
Aiquinoktium, 7 das Herbstaquinoktium, 8 das Sommersolstitium, 9 das Winter- 
solstitium, 10 die Bahn des Sonnenmittelpunktes, 11 den Weltmittelpunkt, 12 den 
Mittelpunkt der exzentrischen Sphire. Die konzentrische Sphire heift im Text 
al Falak al mumattal, die &hnliche Sphire, wegen ihrer besonderen Lage zum 
Tierkreis, auf ihrer Achse liegen n&émlich die Tierkreispole. Die Spharen der 
anderen Planeten sind derjenigen der Sonne ahnlich, jedoch der Kompliziertheit 


ihrer Bewegungen entsprechend aus einer gréSeren Anzahl von Teilspharen 
zusammengesetzt. 


Se 
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r Naherungsweise Berechnung der Bahnen 
und Ubergangswahrscheinlichkeiten des Serienelektrons 
im Natriumatom}). 
Von W. Thomas in Breslau. 


Mit 15 Abbildungen. (Hingegangen am 28. Miirz 1924.) 


Auf Grund der Bohrschen Theorie der wasserstoffahnlichen Systeme 

wird die Dynamik des Serienelektrons in den Alkalien durchgefiihrt; 

dabei ist das Feld vom Atomrumpf als Zentralfeld angesetzt worden. 

Dann werden die Bahnen und Fourierkoeffizienten fiir die Linien I, 

II und Ill der Na-Hauptserie berechnet, wobei fiir den Potential- 

verlauf im Natriumatom ein Ansatz von Fues ibernommen 

worden ist. Das Verhaltnis der berechneten Werte der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten und der Absolutwert der Ubergangswahrschein- 
lichkeit der Resonanzlinie werden mit den Werten verglichen, die 

Ladenburg durch Korrespondenzbetrachtungen und Dispersions- 

und Magnetorotationsmessungen erschlossen hatte, und es wird 

Ubereinstimmung in der GréBenordnung gefunden. 

Da wir die Quantengesetze des Mehrkérperproblems noch nicht 
kennen, mu$8 man im Rahmen der bisherigen Theorie eine naherungs- 
weise Behandlung nicht-wasserstoffahnlicher Atome versuchen. Diese 
Méglichkeit ist nahegelegt durch die Bohrschen Ideen iiber den Bau 
der Atome und die Struktur des periodischen Systems der Elemente, 
die sich auf die Quantentheorie des Wasserstoffs, oder allgemeiner . 
ausgedriickt, auf die Charakterisierung der Elektronenbahnen durch 
die zwei Quantenzahlen n und & stiitzen (n = Hauptquantenzahl, 
k = azimutale Quantenzahl), Und wenn es auch offen gelassen werden 
mu8, ob im allgemeinen Falle » und k dieselbe Bedeutung haben wie 
beim Wasserstoff, so weist doch die grundsitzliche Ahnlichkeit des 
Wasserstoffspektrums mit den Spektren der héheren Elemente, die 
Periodizitét vieler Eigenschaften derselben, und damit die eigentiim- 
liche Stabilitat der Elektronenbahnen darauf hin, dai die Quanten- 
gahlen m und & in ihrer gewohnten Bedeutung — auch trotz der 
klassischen Mechanik — wesentliche und bleibende Ziige der Elektronen- 
bahnen charakterisieren. 

Nach Bohr haben wir uns das Natriumatom folgendermafen zu 
denken: Das dem Na im periodischen System vorangehende Element, 
das Edelgas Neon, ist gleichsam seine friihere Bildungsstufe. Ks 
kehrt im Na-Atom wieder, wohl durch die héhere Kernladung raéumlich 
etwas zusammengedringt, aber die hohe Symmetrie seiner Elektronen- 


1) Auszug aus der Breslauer Dissertation. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 13 
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gruppen *) bleibt erhalten, und sie bewirkt, daB das neu hinzukommende 
elfte Elektron sich auBerhalb, als 3,-Bahn, anlagern mu8. Demnach 
wiirde das Na-Atom einen dem H-Atom verwandten Bau aufweisen: 
EKinem Atomrumpfe von verhiltnismaBig kleinen Dimensionen und 
auBerordentlichen Symmetrieeigenschaften gegeniiber befindet sich ein 
Elektron nahezu in einem zentralen Felde (selbst wenn es in den 
Atomrest eintaucht), und durch seine Spriinge allen kommen die 
Linien des optischen Na-Spektrums zustande’). Die durch die auf- 
tretenden Dubletts angezeigte Duplizitat der Terme bedentet, dab 
die Einstellung zwischen Rumpf und Bahnebene des aufSeren Elektrons 
nicht beliebig ist, daB also der Rumpf nicht genau zentral gebaut 
ist. Vergleicht man aber die dadurch hervorgerufene Dublettaut- 
spaltung mit der Feinstrukturaufspaltung 4), die durch die Wasserstoff- 
unihnlichkeit des zentralsymmetrisch gedachten Atomfeldes bedingt 
ist, so sieht man, da in erster Naiherung das Atomfeld als Zentral- 
feld aufgefaBt werden darf. 

Als erster hat bekanntlich Sommerfeld‘) diese Gedanken ver- 
folgt; die Ansatze sind am weitesten von Fues®) fortgefiihrt worden, 
an dessen Arbeiten die vorliegende unmittelbar anschlieBt. 

Indem wir das Feld vom Atomrumpf als Zentralfeld, die Be- 
wegung also als eben ansehen und die, Masse des Kernes als unendlich 
groB betrachten, haben wir in bekannter Weise die Energie in der 
kanonischen Form: 


ya (vt + Brey 3 Pb) + V.== &, (1) 
wo die potentielle ae V in folgender Form behandelt werden soll: 
vV=—T(1+%Q). (2) 
Us " 
1) 2 1,-, 4 2)- und 4 29-Elektronen. | 
2) H.8.:(38s) — (mp) m: 3, 


3 

1. N.8.:(3p) — (md) 8 

2. N.8.:(3p) — (ms) 4, 

F.S :(3d) — (mf) 4 

3) Z. B. entsprechen der Feinstruktur der H-Linie 4 = 18751 71 A> =k (a _ =)| 
4 


die Na-Linien: & 
49.—> 3, A= 3802A (H.8,), 


4, —> 3, 5688 (1.N.S.), 

4, —> 39 11404 (2.N.8.), 

4, —> 35 18460 (F.8.), 

4, —> 33 90480 (Komb. Linie). 


Dagegen betragt die Aufspaltung des D-Dubletts 6 A. 
*) Miimchener Akad. Ber. 1916. 
>) ZS. £. Phys. 11, 364, 1922; 12, 1, 1923. 
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h? 


a= ist der Radius der innersten Wasserstoffbahn, 


4? me? 
= 0,532.10-Scem. & wird fiir r = 0 und r =oco Null, und zwar fiir 
r = 0 so, daB 2 2 = 10 ist, weil in ees staal Nahe des Kerns 
die volle Kernladung Z — 11 wirkt. — = ° Q ist das Zusatzpotential 


, ; e? 
zu dem in groSer Entfernung wirkenden Wasserstoffpotential —— und 
r 


charakterisiert die Wasserstoffunahnlichkeit des Potentialverlaufes. 
Aus (1) folgt nach den kanonischen Gleichungen 
Po = const, 


und zwar nach der Quantentheorie 


he t 
Po =k. Om? (3) 


wo h = 6,55.10-*7 erg sec die Plancksche Konstante ist, und: 
| 


2me? | 2me? ay ‘ 
Wir bilden die soa itataes 
S = |p-dr + [ppd (5) 


oder et EE ee ee 
“dr h? 
s=|¢ — hea + Amerr + 2 meray 8 + 2m Er? + pp. g. (6) 


Fiir r schreiben wir r = a) und rechnen im folgenden immer 


mit dem normierten Radiusvektor R. Aus der Wurzel nehmen wir 
2 


die GréBe 2me?a) = heraus, dann folgt 


a 
S= 2-5— ee | (7) 
wo %& der normierte Ja | ist: 
—K= &B.Hh (8) 
ee ae rae = 3,29. 1018 see-? 


die Rydbergsche Konstante. 

Nach dem Vorgange von Fues denken wir uns §2 abschnitt- 
weise als eine Funktion zweiten Grades von 2 ausgedriickt, damit 
die Integrale, in die 2 eingeht, leicht auswertbar bleiben: 

| Q2=%+BR+ CR, (9) 
und man erhialt: 


sa Pt [y2 (yea) +0 + ORE C— BPP tho (10 


Qn 


13* 
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Nach dem Theorem von Jacobi hat man: 
DSN 2% OS 


( ll 
i Ls doo Smee ae ay 
oder " 
k dR 
Pp Por FF | = = : _- (12) 
y2J RY —#/2) + (L4+ B) R+ (C —B/2)R 
Ro 
0S 1 2s 
iy eS © ee ee 13 
may: 3000 Om Rh ow Oe 
R 


=. 13/ ¥ ot ee et 
~~ R 8x) V(A—K/2) ++ B)R+ (C—W/2) RP 


Fo 
Im folgenden werden manchmal die Bezeichnungen benutzt werden: | 


BR Ryax 
k d 
Pa Pm — BA et scl =@Q@ und — aes = D,,,, 
V2) RVR) v2) RY(R) 
Rin Waa 
und Abnilich: 
& Rmax 


val yan == ted ie Fan 2. 

V2) V(R) ¥2) 722 

wobei durch (R) der Radikand in den Gleichungen (7) bis (14) an 
gedeutet ist. 

Die durch (12) gegebene Beziehung zwischen R und @ liefert 
unmittelbar die Bahnform. (14) gibt die Abhangigkeit des Radius- 
vektors von der Zeit, und da nach (12) zu jedem Werte von R ein 
bestimmter Wert des Azimuts gehért, ist auch der zeitliche Verlauf 
von g festgestellt. Die Bewegung des Serienelektrons ist damit 
fixiert. 

Wir. fiihren in bekannter Weise als neue kanonische Variable 
die Delaunay-Schwarzschildschen Elemente ein. Die Momente 
sind die Periodizitétsmoduln der WirkungsgréBe S, die Phasenintegrale: 
25 25 


AL c= pear + | rede und) Joie | veae, (15a) 
0 0 


Denkt man sich nun S ausgedriickt durch die q, und J;, so sind 
die zu den J, konjugierten Lagekoordinaten, die , Winkelvariablen“, 
nach Jacobis Transformationstheorem gegeben durch 


wes a: | 
= Od, und Wo — ods” (15b) 


W, 
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oder, da von den in S vorkommenden GréSen nur FE und Po Vou 
den J, abhangen: 


be ae a 1 (t— to), | tes 
¢ 
Poser , 08 dp, 
eg h Ds, Sy, agg eet dt cone, | 
und bei geeigneter Wahl der Konstanten 
ogee 
W, == a W;. (15d) 
Dabei ist Gebrauch gemacht von (11) und (14) und der be- 
kannten Beziehung a 
Odx 


@, gibt die Zahl der radialen Schwingungen in der Sekunde an, 
d h. wie oft das Elektron in einer Sekunde das Perihel passiert; 
@, ist die Zahl der Umlaufe des Perihels pro Sekunde. 

Da die Energie als Funktion der Phasenintegrale nicht bekannt 
ist, miissen wir fiir die Bestimmung der Schwingungszahlen auf die 
Fundamentalintegrale (12) und (14) zuriickgreifen. Gema8 der Definition 


3 Mi. re 
fou @, ist +t, == 9 die Zeit, in der das Elektron das Bahnstiick von 
1 


Ymin Uber 7max nach rpin zuriick durchlauft; daher erhalt man nach (14): 


: ey ee Rak 1 15 ayy 
‘"@  R8x J y¥(R) RAxiy(ry RN 2x ™ 
und 9 
ey ee 
eae aa (18) 


Das andere Fundamentalintegral (12) liefert das Verhaltnis v8. 
ys 


Ist nimlich der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Perihelien 


oder Aphelien yw, so ist “2 — Aa wy/2 ist aber Maphel — PPerihel — 
1 
= @,,— 2. Durch Einsetzen erhalt man 
Bs Sees (19) 
0, C4 
und daher Be te i, aie, ae ee (a0) 
a ante 1 ; Po 


Da 8 abschnittweise als Funktion zweiten Grades gegeben ist, 
steht unter der Wurzel in den beiden Fundamentalintegralen immer 
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ein Polynom zweiten Grades, d. h. die Bahn des Elektrons wird zu- 
sammengesetzt gedacht aus Stiicken von Kegelschnitten. Man kénnte 
danach denken, die Abhiangigkeit von R und gm von den Winkel- 
variablen auf die itibliche Art, die auf Besselsche Funktionen fiihrt, 
darzustellen. Doch ist diese Methode unfruchtbar, weil in den ver- 
schiedenen Abschnitten auch die Bahnelemente verschieden sind, und 
man ist auf die tabellarische und graphische Darstellung angewiesen. 

Im folgenden werden wir fiir die Berechnung der Ubergangs- 
wahbrscheinlichkeiten die GréS8en R, m und w, als Funktion von w, 

@» 


brauchen. Nach (15d) ist wy = out Wenn wir von den Phasen- 
1 
konstanten absehen, ist w, — @,.t, und daher nach (14) 
a, Y2| RdR 
Raye od Mag | ade ee 1 
pee ple ee 
und mit unseren Bezeichnungen 2 
R Emax 
[kak Jl (Rdzk " f In 
V2) VR) SS V2) 1h) oe ee 
Ryin Emin ri 
LE! 


Tabelliert man das Integral in (21a) oder die Funktion a so 


ist R als Funktion von w, gewonnen. Andererseits liegt tabelliert 
vor g als Funktion von R, und kombiniert man mit der erstgenannten 
Darstellung, so hat man auch g = ¢(w,). 

Die vorangehenden Formeln, in die die Funktion Q eingeht, 
lassen eine Kontrolle zu, indem wir die empirischen Termwerte be- 
nutzen. Es ist 


E 1 1 
Petia Rh n* (n—q)? (22) 
(n* = effektive Hauptquantenzahl, q = Termdefekt) und: 
10Ez 0B 2 0g 2 
Ba ya oc ae eS Sesh SRG, Pe 5 
eh cai cee Cae =e a4 n*8 She 


Da8 in erster Naherung die Annahme, da8 q nur von k& abhangt, 
zutrifft, zeigt die folgende Tabelle, die einige g-Werte aus dem Natrium- 


spektrum wiedergibt, die aus den beobachteten Termen berechnet 
worden sind. 
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1 1,373 | 1,367 1,352 1,350 1,347 
2 0,883 | 0,867 | 0,861 | 0,859 | 0,853 
3 0,0095 | 0,0102 | 0,0103 | 0,0086 | 0,0107 
4 an ~ 0,008 


Nur der GréSenordnung nach schiitzen laBt sich w,. Wie in 
(23a) erhalt man 


Cs) 2 dq dq 
ees cant wD Ae. 
y= ec . ner (— = OF ok (23b) 


Unter der obigen Annahme g = q(k) folgt, daB —? und damit 
1 
die Periheldistanz zweier aufeinanderfolgender Bahnschlingen fiir die 


Bahnen eines bestimmten Serientyps konstant 
ist. Trigt man mit & als Abszissen und g als 79 
Ordinaten die beobachteten Termdefekte ein 
(aus Zwischenbahnbetrachtungen laBt sich noch 4 
fiir k = 1,5, q~ 1,2 wahrscheinlich machen), 
und interpoliert eine g-Kurve, so ist der 


negative Richtungskoeffizient — ~? (Fig. 1). Fig. 1. 
y 1 

Man sieht, daf dies Verhiltnis am gréBten bei den p-Bahnen ist, 
trotzdem die s-Bahnen viel tiefer in den Rumpf eindringen. 

Zu einer Abschatzung der Bahndimensionen gelangt man, wenn 
man bedenkt, daB an den Librationsgrenzen Rmax und Rypin der Aus- 

2, . 

druck — is +R— - R? + & (vgl. Gl. 7 bis 14) verschwindet. Man 


erhalt dann analog zu der bekannten Wasserstoffformel: 


Dabei bedeuten a und aaa die Werte, die S2 an den 
Stellen Rmax und Ryn annimmt. 


Auch der Flachensatz liefert eine Abschatzungsformel fiir R:. 
Aus mrig = ma; Fk? g = k5— 7 iolgt 


Ly 2uma? 
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was auch fiir die zeitlichen Mittelwerte gilt. Nun ist 


P~ = 2n(a, + Ws), (25) 
und es folgt - 
pes ie (26) 
Re 7 2k 
Setzt man (23a,b) ein, so erhalt man 
1 l ae 
— = — 27 
und mit (20) schlieBlich 
1 1 @ 
Soa ees m 28 
R? kK Dy, ( 
Damit ist gezeigt, daS man — in gewisser Naherung — die Be- 


wegung des Serienelektrons beherrscht, wenn der Potentialverlauf, der 
in unserer Bezeichnung durch die Funktion 2 bestimmt ist, bekannt 
ist. Fiir das Na-Atom hat sie Fues!) ermittelt, und damit einen 
Weg gefunden, aus den spektroskopischen Daten das mittlere Kraft- 
feld zu erschlieBen, das das 4uBere Elektron auf seiner Bahn vorfindet. 
Doch ist es keine rein empirische Methode, weil die Quantentheorie 
vorausgesetzt wird, denn mit der benutzten Funktion $2 miissen sich 
die radialen Phasenintegrale als ganzzahlige Vielfache von h ergeben. 
Nach (17) findet man fiir das radiale Phasenintegral 
h 


[mae 5, Paes Ww 
J plans Seriado pee OF ; /—H2+R-F RP +R, (28a) 


und wenn wir die GréBe —k?/2 + R — YB/2 R2, die fiir jede Bahn 
charakteristisch ist, mit J/,; bezeichnen: 
1 1 Sas 
U —, — — 
ice 2x R Vnx + 2. (28b) 


Tragen wir in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit R 
als Abszissen I/,, und (— 8) auf, so wird dem Integranden in (28b) 
die Flache zwischen der JI,;- und (— 8)-Kurve entsprechen, doch 
ist die Beziehung nicht einfach. Ist aber — bei einer Kreisbahn — 
n’ = 0, so heiBt das exakt, die von der TTy,4- und (— $2)-Kurve um- 
schlossene Flache ist Null: die beiden Kurven beriihren sich. Und 
da die IJ,,-Parabeln durch die azimutale Quantenzahl und den (nor- 
mierten) Term gegeben sind, kann man so viel Punkte, durch die (— 82) 
gehen mu, wahrscheinlich machen, als Kreisbahnterme bekannt sind. 

Zwischen diesen Punkten mu8 man nun interpolieren, und indem 
man mit diesem S in (28b), das radiale Phasenintegral, eingeht, 


1) wes, lsc 
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priifen, ob das Integral den entsprechenden ganzzahligen Wert »’ er- 
gibt. Die Figur 3 zeigt den auf diese Weise von Fues erschlossenen 
Verlauf der Funktion $2; ihre analytische Darstellung ist: 


—0,7 | 0,15 + 3,88 R —2,0633 R? 
0,7—1,4 || 0,6836+ 2.4914 R —1,0714 R? 
14—2,0 | 1,4663-++-1,1217 R—0,5167 R2 


2,0—4,0 | 3,922—1,4145 R+ 0,1375 R2 
| 2,536—0,75 R + 0,058 R2 


Fiir das allerinnerste Gebiet, fir R = 0 bis etwa R = 0,02, muB 
man erganzen: £2 = 10 R; denn in diesem Gebiete wirkt die volle Kern- 


Fig. 2. 
Die schraffierte Flache korrespondiert dem radialen Phasenintegral der 
2,-Bahn, Die beiden Schnittpunkte der 2-Kurve mit der I/,,-Parabel 
liegen an den Stellen R,,;, und R,,,,, den Librationsgrenzen des Radius- 
yektors. Fir eine Kreisbahn, in diesem Beispiele die 29-Bahn, fallen © 
dieselben zusammen, die Kurven 2 und TI. beriithren sich und die von 
ihnen eingeschlossene Flache verschwindet, d. h. das radiale Phasen- 
integral wird Null. 


ladung Z—11, und da, wie im folgenden gezeigt werden wird, 
Q = (Z* —1)R ist, folgt obiger Ausdruck. Fiir gréfere RA ist dann 
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der abschirmende Einflu8 der 2,-Elektronen, die ebenfalls in den 
Heliumrumpf eintauchen, zu beriicksichtigen, und wir folgen der 
empirischen Kurve von Fues. Fiir die grofen Werte 
von R erganzen wir: 


R \ 2 


9 — —~ ~~ = = 
6—9 | 1,706 86 — 0,41879 R-+ 0,02583 R? 
9—30 | 0,04402 — 0,00163 & + 0,000008 R? 
Fa >30 | 0 


Als Fiihrer dienen dabei die Beriihrungspunkte der 
Q-Kurve mit den Kreisbahn-[J-Parabeln, und die Tat- 
sache, da8B 8 mit groBem FR rasch abfiallt. 

Folgende Figuren sollen die Bedeutung von & er- 
lautern. (2) 148t sich schreiben: 


5 1 Q 
€ vs = : (29a) 
2 
4 — ist das konstante 
A 


Potential des Wasserstoff- 
grundzustandes. Mit die- 
sem als Einheit ist 1/R 
das Wasserstoffpotential 
und $2/R? das die Wasser- 
stoffunahnlichkeit bedin- 
gende Zusatzpotential, das 
von der Elektrenenhiille 
id 2 3 ¥ i 6 herriihrt (Fig. 4). 
Figv 4. 8 erfabrt eine andere 
Interpretation, wenigstens 
fiir Kreisbahnen, wenn man das Potential auffaBt als gewéhnliches 
Coulombsches, aber die Kernladungszahl Z* als verainderlich mit R 
betrachtet. (29a) schreibt sich dann: 


2 WAS 2 o/an Vite 
Oo = — ee ae hae ci <P EK ao. ) 
es i ieee Gear Ez Rate 


und der Vergleich mit (29a) ergibt: 
2 = (Z*—1)R (30 a) 
oder die effektive Kernladung: 


Q 
lle tn iy (30 b) 
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(Fig. 5). Auch 2 und damit das normierte Potential — ®* — us ain & 
Be Rs 


lassen sich ihrem ungefahren Verlaufe nach aus den empirischen 


Termwerten ablesen. Fiir eine Kreisbahn (n = k) mu8 n’ = n—k 
1 i 
= yam ) Py Vile + Q verschwinden, also ist das fiir eine Kreis- 
k2 1 
babn konstante 2, = — J/,;, = “7s Ry + 2(k—9) Ri [vgl. (28)]. 


Dabei ist mit R, der Radius der Kreisbahn bezeichnet, die durch die 

kontinuierlich gedachte Quantenzahl k bestimmt ist; 8, ist der zu R;, 
: ; 1 : 

gehérige Wert; fiir YW ist &—9? eingesetzt. Aus der Fig. 1 sind 


4 ay d 
die zusammengehérigen Werte von k, q, Es ungefahr zu entnehmen 
Lk - 


und nach Gleichung (27) ist dann der zugehdrige Kreisbahnradius R, 
bestimmt : 


a 
1 ee (& —9)' a, wenn 2“? = E : 
ond (K— eee 
dk Z dk 
fiir gréBere k wird x = 1. 
ee. ee (30 
eet eee ) 
wird dann: 
a eae fey (Aas ] 
=F (1 20 ( e) +2(- ) (30 d) 


Wenn man & und damit R — R, einen gewissen Bereich durch- 
laufen 148t, erhalt man nach (30c) oder (30d) $2 als Funktion von Rf. 


Fir Vi = — Age se ergibt sich in derselben Weise: 
Ry Ri 
* x k Ti 1 k ‘ 
5 SS ae a ale TO a8 nl 208) 
oder 
% 1 k? | 

— = ———. }14+ =x |: 30 f 
a rea | T ka) te 


So sehen wir, wie die Quantentheorie aus den empirischen 
Spektraltermen die ganze Dynamik des Serienelektrons herauszulesen 
gestattet. 

Durch die Fuessche Darstellung von 8 werden die Kontroll- 
phasenintegrale mit mindestens 3Proz. Genauigkeit erfiillt. Damit 
ist langst das Fehlergebiet erreicht, das man erwarten mu, aus 
Griinden der Giiltigkeitsgrenzen der Quantelung und der Mechanik. 
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Doch wird sich in der Durchrechnung zeigen, da man von der 
Genauigkeit der Phasenintegrale nicht ohne weiteres auf die Genauig- 
keit der iibrigen Gréfen, z. B. der Schwingungszahlen, schlieBen darf. 


Wir gehen nun daran, die Formeln fiir die Auflosung der ge- 
fundenen Bahnen in ihre harmonischen Komponenten aufzustellen. 


Allgemein gilt 
wt ty = Dp dy Cope tiem t tus); 
Tt 


aus der zentralen Symmetrie um den Kern 
folgt aber C-~ = 0 fiir ct’ = +1, und man 
kann schreiben: 
eotiy=re? 
= a, RE? =a > Gemtermtud; (31) 
T 


77 


70 


Reév?—2z7iw, ]4Bt sich also in eine einfache 
Fourierreihe entwickeln, und nach Fouriers 
Theorem ist: 


1 
(a — | Rete saber ete dea, (32) 
; . 


und wegen wy = — w: 


1 . ( M2 
- =a) (2 ,. 
1p mt zZ +T jw, 


Cr = | Re dw, (33) 
0 


Die Berechnung dieser Koeffizienten wird 
wesentlich vereinfacht durch die Bemerkung, 


Fig. 5. 


da dieselben reell sind und schon durch eine halbe Hauptperiode 
(1/@,) bestimmt werden. Das Integral in (33) fordert die Kenntnis 
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von Rk und @ als Funktionen von w, Wir tragen das zweite 
Fundamentalintegral (14) in der Form (21a): 


ie 
f= wor? wae 
sz) \(R) 
Rymin 
mit w, als Abszissen und R als Ordinaten in einem kartesischen 
Koordinatensystem auf. Der Gang der Variablen w, von 0 bis 1 
entspricht einem Umlauf des Elektrons vom Perihel bis wieder zum 


Perihel zuriick, und so steigt die Kurve von Ryn bei w, = 0 an, 


4 % 7 
aa Wy 
Fig. 6. 
um dann wieder auf Rin bei w, —= 1 zu sinken. In der Halfte der 
Umlaufszeit, also fiir w, = 1/,, mu8 das Maximum Ryax erreicht sein. 


Fiir die Umgebung desselben kann man schreiben: 


~ pe 
wV2(RaR 
"8x ) ¥(R). 


R. 


1 
w, = —+to 
2 

max 

und man erkennt, da8 das Elektron die gleiche Zeit braucht, um den 
Weg von einem beliebigen R zum Aphel zuriickzulegen, wie um von 
diesem zu dem Ausgangswerte von R zu gelangen. Fiir die Kurve 


hei8t das, daB ihr Abfall vom Maximum (w, = 1/5, R = Rmax) nach 
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beiden Seiten (zu R= Rmin und w, = 0 bzw. 1) derselbe ist: Sie 
ist symmetrisch in bezug auf die Gerade w, = 1/ (vgl. Fig. 6), oder 
in Formeln ausgedriickt RS = fee (33') 


Eine ahnliche Betrachtung kénnen wir an das andere Funda- 
mentalintegral anschlieSen, das wir in der Form 


k ak 
p= Ohare) eae 


Rmax 
schreiben; @,, ist wie in (18) = @aphel— Prerine- Daraus ersieht 
man, da8 das Elektron auf den Wegen R(w,) — Rmax(w, = 1/2) und 
Rmax(W, = Yo) — R(1—w,) dasselbe Azimut durchlauft, und man 


schlieBt auf folgenden Verlauf von als Funktion von R (bzw. w,): 
g ist Null fir R = Rnuin(w, = 0) und steigt auf zu mp = ®,, fir R 
= Ryax (Ww; = 1/,), und dieselbe Kurve wiederholt sich in dem Gebiet 
von Rmax bis Rmin (W,:1/. —> 1), nur daB der Kurvenast nach oben 
gedreht ist, so daB m fiir R= Ryin(w, = 1) = 29Q,, ist. In Formeln: 


Pw 2 Pa-—w) = 2 Dy. (33) 
Diese beiden Symmetrieeigenschaften von R und @ als Funktion 
von w, sind es, die das Integral (33): 


i ip—ani(r+ 2) wy 
Ce == | Re 1 dw, 
0 


zu reduzieren gestatten. Schreibt man 


1 a 5 
2 ig—ani (rt 2) wy ‘2 ig—ani(e+ 2) uy 
"dw, —|Re a 


C= [Re dw, 
0 1 
und substituiert in dem zweiten Integral w, = 1—v, integriert also 
von w, = 1 auf die Symmetrieachse w, = 1/, zu und fihrt ein: 


gy = 2@,,— v, so erhalt man: 


Uo F z @2\ 1) : c 4 @: @. 

Q—2Ri( c+ — ) wy 2 9t@, —ip—ani(r +S +2n0i(cr+— 
C= [Re ( os) dw, + | Re % o1) ( oy 

0 0 

te # 24 Dy_—20i(c+ 22) Ve _; (r+ 2 
ae yo = —twt+ant| c+ —)v 

= | Re +e ( ov) [Re ( ou) dv. 
0 0 


@o\ . 
20,,—22 (x a @2) ist nach (18) = (1—r)2z, der konstante 
1 
Faktor wird damit cos(t—1)22 = +1. Also ist: 


Tah og ; @2 1/ co) 
p—22i( r+ )w 2 —|i =) ket] | 
C, { a ( =y) 1 ip ni(r+ 2) 
0 


dw, +| Re dv. 
0 
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w, und v laufen von 0 bis1/., gm und w von 0 bis ®,,; die beiden 
GréBenpaare haben denselben Verlauf, und da es auf die Bezeichnung 
der Variablen nicht ankommt, setzen wir » = gy, und vy = Wy3 
auBerdem ist nach (33’) R, = Ry,, und wir erhalten endgiiltig: 


C= fr Cie 22) ws | Gee 
: 
Z 


dw, 


12 
ee | Roos | »—22 (2+ =) wy, | dey (34) 
: 1 
Die Koeffizienten der Fourierzerlegung einer Zentralbewegung 
sind also reell. 
Das Integral (34) kann mit Hilfe der Tabellen von R und @g als 
Funktion von w, ausgewertet werden. 
Nach Bohrs?) bekannter SchluBweise sind die C, ein Maf fiir 
die Ubergangswahrscheinlichkeiten und Intensitaten der Linien. 
Die quantentheoretisch ausgestrahlte Energie ist: 


W = a-N-hy (34 a) 
(a = Wahrscheinlichkeit des Uberganges; N — Anzahl der Atome 
im Anfangszustand; v — Schwingungszahl der ausgestrahlten Linie); 
klassisch aber ist: 
2¢é . 
P= — — (23+ 9) N. 34 
Wiis 4 Or + oe. (34 b) 


Und da a+ iy = ay >) Cre?! +t, go ist die Ausstrahlung 
der harmonischen Schwingung, die dem Quantensprung Jn = 1 
entspricht: 
32 14 e? ay? 
W. = 5 (Baar 0)" C2 N.. (34 c) 
Fiir sehr groB8e Quantenzahlen wird man korrespondenzmabig 
(34a) und (34¢) gleichsetzen, und fiir kleinere Quantenzahlen erwartet 
man: : 
32 2462 a9? 1 : ‘ 
a = Tee 5, (ta + 09)4 Cr, (35) 
wo der Strich eine geeignete Mittelung zwischen Anfangs- und End- 
bahn bedeutet. 
Ungeklart ist die Art der Mittelung: Soll man z. B. a; in der 
Form fiir kleine Quantenzahlen ansetzen, in der es in (35) erscheint? 
Im Gebiete hoher Quantenzahlen ist v = 1@,-+ @,, und es ware 


1) Kopenhagener Akad. 1918.- 
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ebenso gerechtfertigt, a allgemein in einer der folgenden Formen 


anzunehmen: a a ea 
Oe ge ae ge P 
a, = 3h Mr ibed Cr (35 a) 
oder rye re 
a 82 eee (35 b) 
ackh 
oder 
32 88 C2 ig) a ag 
maar v o%Cz (35 ¢) 
oder 
32 m4 e? do? ; 
= aes 2G 35d 
3 ch Ge ( ) 
oder 
32 m4 e2 a9? — 
— Sey We z 5 
— ah v3 O;. (35 e) 


Und weiter: In welcher Weise soll man zwischen den GréSen 
der Anfangs- und Endbahn mitteln? Wir wollen uns wegen der 
Weitliufigkeit der Zwischenbahnrechnungen?) auf das arithmetische 
Mittel beschranken, so da8 man fiir die Wahrscheinlichkeiten (abge- 
sehen von dem universellen Faktor) folgende Formen hatte: 


1 C2 + C72 a7! 


i 


2 

es _ Op a8 + C72 073 

= 2 
oder - 

=35 (Cai? + CZ20%) ¢ (35 f) 
oder 

y2 

= % (CP wr + Cra) 

oder 


3 
= 5 (C2 + C22). 


Zweifelhaft ist auch, ob und wie man die statistischen Gewichte g 
von der Anfangs- und Endbabn einzufiihren hat, und wir wollen nur 
den einfachen Fall in Betracht ziehen, daS die a, proportional einer 
der folgenden Gréfen sind: 


il ’ , ros " ” ‘s 
y [cret+S cron], [ope + 7 oer], 


: [ coe + oes of, v2 | o a + © Cra | (35 g) 


me [c+ = cr}. 


1) Vgl. Kramers, Int. of spectral lines 1919. 


i a e 


.<~. Ve Y 
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Es sei auf eine Méglichkeit, die Mittelung bestimmter zu gestalten, wenigstens 
hingewiesen. Wenn wir etwa meinen, da& die klassische Theorie zundchst nur 
in ihrer Deutung der Entstehung der Strahlung irrt (némlich nicht eine Bahn 
mit der Schwingungszahl v, sondern Sprung und Emission nach der Frequenz- 
bedingung), so kann man der Klassik noch ein Stiick weiter folgen und das 
Korrespondenzprinzip scharfer fassen. Wir fordern: Die Zwischenbahn, die 
scheinbare Bahn, deren Koeffizienten ausschlaggebend sind fur die Intensititen 
und Ubergangswahrscheinlichkeiten, sei dadurch ausgezeichnet, da$ ihre korre- 
spondierende mechanische Schwingungszahl @, = T@,-+ go gleich der opti- 
schen ¥ sei. 

Die auf die Zwischenbahn beziiglichen Werte werden im folgenden durch 
Uberstreichen bezeichnet, z. B. 


atiy = a DerMMert ont, (36a) 


Das erste Bestimmungsstiick der Zwischenbahn wird geliefert durch die 
Forderung: T@,-+ @, = v, wo tT = 4n ist. Fiir das zweite Bestimmungsstiick 
scheint eine solch klare Analogie zu fehlen, und wir setzen darum in Anlehnung 
an die Zwischenbahnformeln von Kramers?) an: 


n= n'+Ay(n'—n") und k= k" +A (h —k'), (36 b) 


wo Ay ein Parameter mit einem Wert zwischen 0 und 1 ist, so daB stets 


nl! = 
<i <a 
kr’ ki 
ist. Aus (36b) ergibt sich als zweites Bestimmungsstiick der Zwischenbahn 
folgende Beziehung zwischen den Quantenzahlen m und k derselben: 
n—n"  k—k" n—n!  mni—n"” _ An 


Ay = der: — = = = (+) 4 - (86'¢ 
ih Ca + EE iia 7 ok 


Wir gehen zur Bestimmung yon ” und k: Der zur Zwischenbahn gehdérige 


normierte Term ist 
~~ 1 1 


YS eS ee (37 a) 
n*2 (n—q)?’ 
die Schwingungszahlen sind analog den Gleichungen (23 a,b) gegeben durch 


* @1 2 —* 2 (22) 
= ee i ee eee le (37 b) 
4 R n° , n? \dk/i 


v —% , —* 
Durch Einsetzen in v* = RTO: +, folgt: 


Apa |" a (38) 


‘ oder 


und schlieBlich: 5 
a 2 d 2| 
== ah eS (39) 
4d ag Ve | dk 


1) Kopenhagener Akad. 1919. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 14 
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Durch (39) im Verein mit (36¢) sind die beiden Bestimmungssttcke der 
Zwischenbahn definiert: 


(a) (b) 
= 7 vi ” i wn 
n= S| at So tS — 8". (39 a, b) 
oe Ve | al ak 
Die beiden letzten Glieder dieser fortlaufenden Gleichung bilden eine 
ees dq 
Gleichung fir 4; q und 7 kann man entweder berechnen, wenn das Kraft- 


feld gegeben ist, oder mit Hilfe der Fig. 1 schatzen. 

Der Gedanke dieser Mittelung ist: Die klassische Theorie taéuscht sich tber 
den Vorgang der Ausstrahlung, aber sie gibt die quantitativen Verhaltnisse 
gleichsam als unbewuSte Statistik richtig wieder. Der Sprung wird ersetzt durch 
eine Zwischenbahn, und die Quantengesetze wirken so, als ob das Elektron 
wahrend des Ausstrahlungsprozesses in dieser Zwisehenbahn liefe, deren Quanten- 
zahlen gegeben sind durch n = m+ A,(n’—n") und k = k” +4 (k'—k', 
und wobei es wesentlich ist, da& 2) so bestimmt wird, daB T@, + @ = Y ist. 
Damit wire formal gedeutet, daS bei der anomalen Dispersion die kritische 
Stelle bei v liegt. 


Da unsere Annahme, da das vom Atomrumpf verursachte Feld 
ein Zentralfeld ist, nur eine Naherung ist, mu man sich der bisher 
betrachteten ebenen Bewegung des Serienelektrons eine Prazession 
seiner Bahnebene um die Impulsachse des Gesamtatoms iiberlagert 
denken'). Sogar in qualitativer Hinsicht ist unsere Methode nicht 
ausreichend, wenn der feinere inneratomare Wechselwirkungsmecha- 
nismus in Frage kommt. So sind die Triplettgruppen, die beim 
anomalen Zeemaneffekt statt des klassischen Lorentztripletts erscheinen, 
ein Zeugnis der spezifischen Atomdynamik. Von geringerem Einfiu8 
- auf den Atommechanismus scheint ein duBeres elektrisches Feld zu 
sein. Man entnimmt sofort der Fourierdarstellung, daB der Mittel- 
wert der elektrischen Zusatzenergie eF'z(F — Feldstarke), also die 
Stérungsenergie erster Ordnung verschwindet, und daS darum der 
vom Wasserstoff her bekannte Starkeffekt nicht auftritt. Nach der 
Stérungstheorie ware eine Aufspaltung proportional F? zu erwarten 2). 

Eine Priifung der vorangegangenen Entwicklungen ist méglich, 
indem man die korrespondenzmabig berechneten Ubergangswahrschein- 
lichkeiten mit den aus der Absorption und Dispersion erschlossenen 
vergleicht. Durch Vergleich der Energie, die von raumlichen Oazil- 
latoren und Bohrschen Atomen im Strahlungsgleichgewicht im Hohl- 
raum ausgestrahlt und absorbiert wird, gelangte Ladenburg zu der 


1) Uber den Zusammenhang der Koeffizienten der neuen Fourierentwicklung 
mit unseren C, siehe z. B. Sommerfeld und Heisenberg, ZS. f. Phys. il, 
181, 1922. 


2) Hine eingehendere Diskussion wird im AnschluS an die Messungen Laden- 
burgs in einer folgenden Mitteilung gegeben werden. 


— 


pare PRU. hast Qe 
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folgenden quantentheoretischen Deutung der Zahl der Dispersions- 
elektronen 1): 


— yn, 2 : 
N= NM Pe ars (40) 
(4%: = Wabrscheinlichkeit des spontanen Uberganges k > i; gx, 9; 


= statistische Gewichte vom Anfangs- und Endzustand; N; — Zahl der 
Atome im Endzustand 7; )¢== Zahl der Dispersionselektronen = raum- 
3m 
8 mer? ae 
klingungszeit eines raumlichen Oszillatoren von der Schwingungszahl 1). 
Fiir die Hauptserie des Na bedeutet g, das Gewicht der Bahnen 
39, 49---, gi das.der 3,-Bahn. Nach der Zeemanaufspaltung beurteilt 
ist gj = 2 und, wenn man die magnetischen Aufspaltungsniveaus 
beider Dublettkomponenten zusammenzahlt, g, — 4-+ 2 — 6 fiir alle 
Linien. Mit 


liche Ersatzoszillatoren in der Volumeneinheit; + = 


ks 


a (41) 

kann man (40) fiir die H.S. des Na schreiben: 
Jt = const - = (40a) 
Fiir die Linien I (5870 A), I (3303 A), III (2853 A) fand Bevan: 

a, a, et) en ‘ - . 1 
ReMi Nn = Fagan tg = 1 BT Ggo> (42) 
woraus foigt: paar 

Asta @., <.1s 26 Tio (42a) 


Fiir die Resonanzlinie (D-Dublett) ist nach Ladenburg und 
Minkowski tp, + %p, = M, nahezu gleich der Anzahl aller vor- 
handenen Atome oder, was unter den Versuchsbedingungen das 
gleiche war: J, = Nj. 

Mit (41) erhalt man dann aus (40) die Ladenburgsche Beziehung: 


I 
day > = 4, = (43) 
Nun ist a, = ore LO: O08}, wo {C,2@,8} eine der Mitte- 

ch 

lungsformen (35) andeutet. Durch Einfiihrung der universellen Kon- 
Ty) v 
stanten und der normierten ay gees OF == x und 7* => x 

ird (43): ; 
ge 45) as | sG20*) = 2. (43a) 


(42a) und (43a) gilt es zu priifen. 


1) Ladenburg, ZS. f. Phys. 4, 451, 1921. Ladenburg uv. Minkowski, 
ZS. f. Phys. 6, 153, 1921. Ladenburg u. Reiche, Naturw., Bohrheft 1923. 


14* 
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Nach dieser Uhersicht iiber die Dynamik eines Elektrons in 
einem Zentralfelde, wie sie in den Alkaliatomen annahernd verwirk- 
licht wird, gehen wir zur speziellen Berechnung einiger GroéBen des 
Natriumatoms iiber und skizzieren zunichst die Rechnungen, die zur 
Aufstellang der Tabellen nétig sind. 

Benutzt man fiir das erste Fundamentalintegral : 


k dR 
9—% = —= = eee 
oye rcesoor: (1+ B) 8+ (€ — BW 2)R? 
die Abkiirzungen: 
€C—W2=—a oder C—B/%=—a, 
148 
Fae ee =b ” ~ Ona — B, 
U—k/2=—e ,y /2—-A =», 
je nachdem 2% — k?/2 =} 0 ist, so daB c und y stets positiv sind, so 
erhalt man: 
aE ys oe otve fat e+e | 
V2e%._-] Rf 
k —y/R- 
— are sin bean M = log nat 10 = 2,30259. 
V2 Vi oy 
Fiir das zweite Fundamentalintegral: 
s, Rak 
t — to = : y2 | = . 


— % 8a } V(X —/2) + (1+ B) K+ (C —W/2) RB?’ 


berechnen wit die GréBe 
iI Rdk 
v2) VR) 


ale 
$0 daB 7 gg (Pen — Tr) die Zeit ist, in der das Elektron von R’ 


nach ip Tbe Mit den Bezeichnungen: 


U —k2/2 — a’, pone =0, €—-B2=¢, 
wooly 
YW — 2/2 = a’, + te W/2—-C=— y’ (c und y' >0) 
wird: 
$$. 0M ease 
Ri — log +c'R+Ve Va +2UR+ CR? 
We E ie 
“ —— yay!” “+2 —p'R—y' R2+ —— = are sin | reat |. 
1h VB? + ay’ 


Die a: ® und 7 sind nur in dem Bereiche von R sinn- 
voll, fiir welchen das zugehérige & = %+ BR+ © R2 definiert ist. 


ba dicet 
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Wenn man in einem solchen Abschnitt einzelne Werte von ® bzw. 
T berechnet, so erhilt man in demselben den Gang des Azimuts als 
Funktion von R bzw. den zeitlichen Verlauf des Radiusvektors; und 
indem man die Differenzen 4® und 47 zusammenstellt fiir alle 
Abschnitte, in denen die Bahn verlauft, bekommt man den voll- 
stindigen Verlauf von @ in seiner Abhangigkeit von R und den 
zeitlichen Verlauf von R wahrend der ganzen Periode. Die Summen 
4@ und AT, von Rmin bis Rmax erstreckt, also Pmax— Qmin und 
Tmax — Tmin, Sind die GréBen ®,, und T,,. Durch sie sind nach 
(18) und (20) die Schwingungszahlen bestimmt: 

@, 2 @ Dy—2X 

t =7 ee 
Rmin und Rmax, die Librationsgrenzen der Bahn, sind dadurch aus- 
gezeichnet, daB fiir ihre Werte in den Ausdriicken fiir ® und T die 
Radikanden verschwinden und die arcsin den Extremwert |2/2| 
erreichen. 


Die GréBe 


Ye i eb 

Bias «| aie 
yariable w, [vgl. (21)]. Tabelliert man diese Funktion, so kennt man 
w, als Funktion von R und umgekehrt R als Funktion von w. 
Durch Kombination mit der Tabelle g = m() erhalt man auch 
gy = g(w,). Auf Grund dieser Tabellen kann man auch die Fourier- 
koeffizienten 1 


C= iE cos |p—22(2 +r) w, }av, 
0 


ist definitionsgem4B die Winkel- 


1 


auswerten. Tragt man mit w, als Abszissen die zugehérigen Werte 
des Integranden als Ordinaten auf, so ist C, gleich der dadurch 
bestimmten Flache. 

Wir iibergehen die eigentliche Rechenarbeit und geben die 
Resultate fiir die zu den ersten drei Linien der Hauptserie gehérigen 
Bahnen 3,, 3,, 4, und 55. 


1 oO. * em hae 2 * 
Bahn | 28 = *2 cnt | Ua as al @) eh loa aR [o,J=- HB 2 
C1 n n 
34 0,378 0,074 5,014 || 0,357 0,578 0,204 0,464 0,166 
. 89 0,228 0,483 | 6,225 || 0,668 | 0,262 | 0,175 0,211 0,141 
4y 0,102 | 0,478 | 17,393 || 0,645 | 0,066 | 0,043 0,065 0,042 
5 0,058 0,476 | 32,161 || 0,660 | 0,028 | 0,019 0,028 0,019 
2 ? ’ 
ss 
1 Cg | = 3,77_| | Cy | = 0,079 | | Co | = 0,035 | | Co| = 4,55 | | Cy | = 1,28 | | Cy| = 0,78 
3y 34 3y 35 45 59 
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Den zeitlichen Verlauf von R und  veranschaulichen die bei- 
stehenden graphischen Darstellungen (vgl. Fig.7 u. 8). Als Beispiel fiir 


MaBstab: lem = dy = 0,532.10—-8cm. 
Fig. 10. 


die Bahnformen sind zunachst die Bahnen 3, und 3, (vgl. Fig. 9 u. 10) 
wiedergegeben; durch den Sprung 3, — 3, kommt die D-Linie zu- 
stande. Dann sind die Bahnen 3,, 3, 49, 5, zusammeng estellt (vgl. 


W. Thomas, 


192 


— 5 Mo. 


Mabstab: 1em 
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Fig. 1l1—15); durch die Uberginge 4,—> 3, und 5, > 3, werden die 
zweite und dritte Linie der Hauptserie hervorgebracht. Daneben ist 
die 3,-Kreisbahn, die sich von der entsprechenden Wasserstoffbahn 
fast gar nicht unterscheidet, gestellt worden, um zu veranschaulichen, 
wie sich die Bahnen von gleicher Hauptquantenzahl zusammenziehen, 
je kleiner & wird, je tiefer sie also in den Rumpf eintauchen (der 
punktierte Kreis dentet den Rumpf an). 

Die obige Tabelle bestitigt die Konstanz von @,/a, fiir die 
Bahnen von gleicher azimutaler Quantenzahl, die aus der Konstanz 
des Termdefektes g bei den erwahnten Bahnen gefolgert wurde 
(vgl. 23b). 

Sehr gut stimmt auch die modellmaBig berechnete Schwingungs- 
zahl wm; der 4,- und 5,-Bahn mit dem aus der allgemeinen Beziehung 
OT 3 | = 2s erschlossenen Werte tiberein. Dagegen fallen die 
@; fiir die verhaltnismaBig kernnahen Bahnen 3, und 3, ganz heraus, 
bei denen die erwarteten Werte um fast 20 Proz. niedriger sind als 


*% 


die durch Rechnung gefundenen. 

Um Ubereinstimmung zwischen den Werten von *, die durch 
as und gegeben sind, zu erzielen, lag es am nichsten, die Bahnen 
3, und 3, in ihrem auSersten Teile zu verandern, weil das Elektron 
die inneren Partien in verhaltnismaBig kurzer Zeit durchliuft. So 
wurde versucht, den Kurvenzug (— $2) (s. Fig. 3) etwa von R = 3,5 
ab tiefer zu legen. Dadurch wird Rymax gréBer, und da das Elek- 
tron in dessen unmittelbarer Umgebung am weitaus langsamsten 
lauft, eine gréBere Umlaufszeit, also eine kleinere Schwingungszahl 
erzielt; doch wird dieser Gewinn zu einem erheblichen Teile wieder 
dadurch kompensiert, daB die Flache zwischen $2 und ‘JJ gréfer und 
also das Integral 7 = = | te: in dem tiefer gelegten Gebiete 

y2)Jyuq4+2 
- pis zu dem alten Ryax kleiner wird. Auf diese Weise hatte nur ein 
Bruchteil des in Frage stehenden Fehlers beseitigt werden kénnen, 
und es wurden die Koeffizienten mit den Fuesschen Zahlen berechnet, 
da die folgende Diskussion es wahrscheinlich macht, daB die so er- 
haltenen Werte noch brauchbar sind }). 

DaB die berechneten Werte von @,/a, den richtigen nahe liegen, 
dafiir spricht ihre Konstanz bei den p-Bahnen, auBerdem diirften @, 


1) Eime genaue Korrektur der 2-Kurve, die auSer den richtigen Term- 
werten auch richtige Schwingungszahlen liefert, ist in Angriff genommen. 
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und w, ungefahr mit demselben prozentualen Fehler behaftet sein. 
Auch der Verlauf von g diirfte nahezu richtig dargestellt sein, denn 
fiir die auBersten Teile der Bahn, in denen der Fehler vermutet 
wird und in denen R nicht mehr stark variiert, kann man schreiben 


@ see gL und man sieht, da& ein Fehler 07 nur mit einigen 


R 


Prozent in ® eingeht. Damit ist auch gezeigt, dab 


cos |o—22(= +1) «| 


in erster Naherung von der Korrektion 07 nicht beeinfluBt wird; 
erst in zweiter Naherung hat sie die Wirkung, die Nullstellen zu 
verschieben. Viel ungewisser und von der Art der Korrektion ab- 
hangiger ist die Anderung, die durch R an dem Koeffizienten 


Up 


Cae) | Reos| » — 2a (22 +r) w, | dw, 
; ot 
bewirkt wird. Zwar wird Rp nicht und Rpax nur unwesentlich 
geindert, so da die Endpunkte der Kurve Reos[ | bei w, = 01), 
festbleiben, aber die dazwischen liegenden Werte von R werden nan 
im allgemeinen zu anderen Werten w, gehéren. 

In einem Falle bleibt aber auch die aus unserem Modell be- 
rechnete Abhangigkeit von R und w, richtig, namlich dann, wenn 
wir annehmen, da8 das Elektron jede Stelle der Bahn tatsachlich nur 
mit einem Bruchteil v/« der berechneten Geschwindigkeit durcheilt, 
und also jedem 47 nun ein «JT entspricht (# = const > 1 ist so 
bestimmt, da das neue 7’, die richtige Schwingungszahl liefert). 
Wenn auf diese Weise die Korrektion 07 auf die ganze Periode 
gleichmaBig verteilt wird, bleibt die alte Zuordnung der R zu den 
w, erhalten, was unmittelbar aus der Definition von w, folgt. Und 
wenn auch die Korrektion anders in Erscheinung treten diirfte, so 
ist doch die Vermutung naheliegend, da sich die eben dargelegte 
Naherung von den wirklichen Verhialtnissen nicht allzusehr entfernen 
und ihrem Extrapolationscharakter gemi8 noch ein ungefabres Bild 
der wahren Werte geben wird. Darum erwarten wir auch aus den 
berechneten Werten des Koeffizienten C, Ausdriicke fiir die Uher- 
gangswahrscheinlichkeiten, die mit den wahren Werten vergleichbar 
sind. Etwa einer bestimmten Art der Mittelung den Vorzug zu 
geben, dazu reicht die Genauigkeit sicher nicht aus, aber da einige 


charakteristische Ziige sich in unseren Werten widerspiegeln, kénnen 
wir erwarten. 


iti metal; Pn, 


oe 
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Wir stellen nun die Werte fiir die normierten Ubergangswahr- 
scheinlichkeiten a* (a, = 1,34.109.a a*) zusammen, wie sie sich nach 
den verschiedenen Mittelungsarten (vgl. 35) ergeben; die in Klam- 
mern beigefiigten Verhiltniszahlen erhilt man, wenn man wie in 
(35 g) die Gewichte einfiihrt. 


at | A: Il Til . E ete 
t | (4=5890A)|(A=8302A)/(A=2858A)| O° Ou? Am | em 
I js 
"2 eta 9g or’ | 
1 Cla, *+C.*o, ‘| 1:Ygg: og | 
ae és 0,0610 | 0,0018 0,0027 aoe Wee | 2,51 
i *°/44* /41 
C wer +O% 0 *"3 SEV ee el 
b) A | 09,0615 | 0,00163 | 0,00092 eink oa 2,54 
| > “738 * °/108 
* | 
Vv. | | | 
Ty 2 #2, 2 N9\| / 1: 4/992 "/gy 
©) $(CPar+CPat ) 0,0627 | -0,0029 | 0,00078° | ym apy | 288 
*2 | 
ig. ii er Fa ye a 
a) —(C20t ae 1:%y : Mo, 
y= (CP are0r a, | 0,0644 0,0069° | 0,00242 | A Tae sayy || 288 
*3 
Verna, SAVES T 
2, 2 1/4 2 3/ 
e) —(C | 4 7 
Jae a. | 0,063 O07 | 0101 fran sary | 278 


a, ist im Mittel 0,84. 108. 
Mit den gefundenen Werten von a; gehen wir zur Priifung der 
Absolutwerte in (40) ein; es ware zu erwarten 
1 1 
pe {00° We} = Fae Or = 2. 
I ¥ 


Die errechneten Werte zeigt die letzte Spalte der obigen Tabelle. 

Der erwartete Wert 2 wird immer iiberschritten. Obwohl die 
Co verhiltnismaBig sicher bekannt sind, ist es méglich, daB die Ab- 
weichungen noch in dem Fehlerbereiche liegen. Vielleicht kann man 
aber, wegen der Herleitung von Gleichung (43a), nur eine ungefahre 
Ubereinstimmung fordern 1). 

Bemerkenswert ist, wie wenig der Zahlenwert von a, von der 
Mittelung abhangt. Das ist offensichtlich darin begriindet, dab C) 
und ‘Cy einerseits und v, @, und @, andererseits ungefahr pisishe 


39 31 32 


1) Herr Prof. Reiche machte mich darauf aufmerksam, daB die Tatsache, 
daB Gleichung (43a) auf Grund magnetischer Messungen (siehe Ladenburg- 
Minkowski, 1. ¢.) abgeleitet worden ist, von entscheidendem Hinflus sein 
kénnte, Beriicksichtigt man bei der Berechnung der Koeffizienten die Auf- 
spaltung der Terme in einem AuBeren Magnetfelde, so ergeben sich fiir die 
Ubergangswahrscheinlichkeiten Werte, die kleiner sind als die urspriinglichen ; 
die Richtung der Korrektion liegt also in dem Sinne, wie sie durch die Laden- 
burgsche Beziehung (43a) gefordert wird. 


196 W. Thomas, Naherungsweise Berechnung der Bahnen usw. 


\ 


Werte haben und da8 darum Anfangs- und Endbahn in gleichem 
Ma8e zum Mittelwerte beitragen. 

Die a, und a,, dagegen variieren stark mit der Mittelung; bei 
(a) bewirken die , daS die Endbahn, bei (d) und (¢) die Ko- 
effizienten, daB die Anfangsbahn ausschlaggebend wird. Bei (b) und 
(c) sind die Einfliisse von Anfangs- und Endbahn leidlich ausgeglichen, 
und es ist bemerkenswert, daB gerade bei diesen beiden Mittelungen 
Werte fiir das Verhaltnis a,:a,,:a,, resultieren, die in Anbetracht der 
MeBfehler, die ungefahr 30 Proz. betragen kénnen, sich befriedigend 
mit dem erwarteten Verhaltnis 1:1/,¢:1/,;, decken. DaB die Mitte- 
lung (e): (a: = ote), sehr schlechte Ubereinstimmung gibt, 
geht parallel mit den Resultaten von Hoyt?). Die Mittelung (a) 
laBt aber a,, groBer 


mW? IIL 
als a, werden; leider sind die Koeffizienten C, und C,, die recht 


liefert wohl das rasche Absinken von a, zu a 


unsicher sind, dafiir maBgeblich, so daB man rahe daraus schlieBen 
kann. Die Einfiihrung der Gewichte l48t das Ergebnis qualitativ 
ungeandert. 

Zusammenfassend darf man wohl sagen, da sich die charak- 
teristischen Ziige der MeSresultate von Bevan, namlich das rasche 


Absinken vom ersten zum zweiten Gliede und das viel geringere 


vom zweiten zum dritten, in den korrespondenzmaBig berechneten 
Wahrscheinlichkeiten wiedererkennen lassen. 

Herr Prof. Reiche hat diese Arbeit angeregt. Dafiir und fiir 
sein allezeit forderndes Interesse méchte ich meinem verehrten Lehrer 
auch an dieser Stelle vielmals danken. 


1) Phil. Mag. 46, 135, 1923. 
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Uber den Bewegungsverlauf und die Quantenzustinde 
der gestoérten Keplerbewegung. 
Von W. Lenz in Hamburg. 
(Eingegangen am 2. April 1924.) 


Die sakulare Bahnstérung der Keplerbewegung kann in den wichtig- 
sten Fallen mit den Hilfsmitteln der elementaren Mechanik 
gefunden werden. Aus der Kenntnis der Frequenzen einer als 
mehrfach periodisch erkannten gestérten Bewegung lassen sich ohne 
Zuhilfenahme der Separationsmethode die Quantenbedingungen an- 
geben. Der Fall gleichzeitiger Wirkung eines elektrischen und 
magnetischen Feldes auf das H-Elektron wird durchgerechnet. 


Der Zweck dieser Mitteilung ist zunachst, zu zeigen, daB der 
Bewegungsverlauf der gestérten Keplerbewegung in vielen Fallen, 
einschlieBlich des Falles der gleichzeitigen Wirkung eines elektrischen 
und eines beliebig dazu orientierten magnetischen Stdrfeldes, mit den 
elementarsten Mitteln der Mechanik gefunden werden kann. Von den 
bisher vorliegenden Methoden kommt einem solchen Ziel am nachsten 
eine von Bohr angegebene Methode'), wie auch eine soeben er- 
schienene Erweiterung dieser Methode auf den Fail gekreuzter Felder 
durch O. Klein?). Doch wird in beiden Verfahrungsweisen ganz 
wesentlich von den Ergebnissen der allgemeinen Stérungstheorie Ge- 
/brauch gemacht; sie sind ohne dieses Hilfsmittel der hoheren Mechanik 
nicht durchfiihrbar. Es mag nun als nicht unwichtig erachtet werden, 
den Schatz an Problemen, die sich auf dem Boden der elementaren 
Mechanik erledigen lassen, um einige zu vermehren, denen in der 
Atomphysik eine so ausgezeichnete Stellung zukommt. Dies veranlaft 
mich, wenn auch in abgekiirzter Form, so doch im vollstandigen Zu- 
sammenhang, einige Uberlegungen*) mitzuteilen, die angesichts der 
inzwischen erschienenen Arbeit von O. Klein sachlich nicht viel Neues 
bringen. In ihrem ersten Teil enthalten sie lediglich die Behandlung des 
Stérungsproblems im Rahmen der elementaren Mechanik. Auf Grund der 
Kenntnis des Bewegungsverlaufs kann bekanntlich mittels des an das 
‘Korrespondenzprinzip anschlieBenden Bohrschen Verfahrens die Fest- 
legung der Quantenzustinde ohne Zuhilfenahme von Koordinaten ge- 


1) N. Bohr, Uber die Quantentheorie der Linienspektren, S. 101. (Uber- 
setzt von P. Hertz.) Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges., 1923. 

2) O. Klein, ZS. f. Phys. 22, 109, 1924. 

3) Sie wurden in der hier mitgeteilten Form im wesentlichen auf der Tagung 
des Gauvereins Niedersachsen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft am 
9. Februar 1924 in Braunschweig vorgetragen. 
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wonnen werden. In dieser Hinsicht finden sich im zweiten Teil einige 
Bemerkungen und Modifikationen, die wesentlich den Zweck verfolgen, 
die Bohrsche Methode in einem ganz einfachen Zusammenhang zu 
erlautern und ihre Fruchtbarkeit zu erweisen. Der Nachdruck ist 
hierbei auf den Umstand zu legen, da die Quantenzustande ohne 
Anwendung der Separationsmethode und iiberhaupt ohne unmittelbare 
Heranziehung des Begriffs der Wirkungs- und Winkelvariablen ge- 
funden werden. 


I. Der Bewegungsverlauf der gestérten Keplerbewegung. 


1. Hilfsmittel. Zur Bestimmung der Ellipse nach Lage und 
Gestalt ist erforderlich die Kenntnis der Lage der Bahnebene, der 
groBen Achse nach Richtung und GréSe und der Exzentrizitat. Dies 
wird zunichst fiir die ungestérte Keplerbewegung gewahrieistet durch 
Angabe des Impulsmomentes 3 und eines gleichfalls zeitlich konstanten 
Vektors %, den wir den Achsenvektor nennen wollen und der aus 
einer weniger bekannten, sogleich zu skizzierenden Integrationsmethode?) 
der Bewegungsgleichungen folgt. Bedeutet in iblicher Schreibweise 
Ze die Ladung des Kerns, m und —e die Masse und Ladung des 
Elektrons, r, r und ro den Radiusvektor in Richtung Kern—Elektron 
bzw. dessen Betrag und Einheitsvektor und g = mv den Linearimpuls, 
so hat man: 


: t : 

a Ze =? Ss [rg] =m [to tol, (1) 
und es ergibt sich wegen t) lr) durch Ausdifferenzieren, daB der 
Achsenvektor: 1 

poe ZLe-m [Sg] + % 


zeitlich konstant ist. Die Benutzung dieses Vektors setzt uns instand, 
der Hilfsmittel der Stérungstheorie zu entraten. Die Bedeutung von 
% ergibt sich durch Aufstellung der in (1) und (2) enthaltenen Be- 


wegungsgleichung, die durch skalare Multiplikation von (2) mit r 
entsteht: 


Ze? m (Ar) = — (JQ) + Zermr, 
und die in die Form gebracht werden kann: 
Let (33) 
me eo =a eS Ap = Ate te) 


Ersichtlich liegt also & in Richtung Kern—Aphel und ist dem Be- 
trage nach gleich der Exzentrizitaét.- Da bekanntlich p = a(1— #?), 
so sind durch % und $ Gestalt und Lage der Ellipse vollstandig be- 


1) Vgl. C. Runge, Vektoranalysis, 8. 68 ff. Leipzig, 8. Hirzel. 
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stimmt. Die Gleichung der ungestérten Ellipse kann daher geschrieben 
werden Y—0, $=0. Im Stérungsfalle sind beide Vektoren pro- 
portional den wirkenden Kraften verinderlich, Es soll der Gang der 
Uberlegungen fiir den Fall des elektrischen Stérfeldes skizziert werden, 
woraus sich der Fall gekreuzter Felder unmittelbar ergibt, und ferner 
die elektrisch gestérte relativistische Periheldrehung Erwahnung finden; 
dabei sollen die stérenden Felder bzw. Ursachen so klein genommen 
werden, daf nur ihre ersten Potenzen beriicksichtigt zu werden brauchen. 

2. Stérendes elektrisches und magnetisches Feld. Sei © 
das angelegte elektrische Feld, dann tritt in (1) zu § auf der rechten 
Seite ein Term —e€ hinzu und es wird § —— e[r€]. Da nur die 
langsame, sikulare Anderung der Bahngestalt zu betrachten ist, so hat 
man $ iiber einen Umlauf der ungestérten Bahn zu mitteln. Der 
dabei auszufiihrende Mittelwert t = % bezeichnet nach Bohr die Lage 
des elektrischen Schwerpunkts und hat den Betrag $aé, so daB wir 


erhalten: 
TDS¥ F shed. ® ) 
Dr = t elERI: | aa ok g al. (4) 


Fiir die langsame zeitliche Anderung des Achsenvektors findet man 


nach kurzer Rechnung’): 
DU 3 

Zem = 5 (E3}. (5) 
Tritt ein Magnetfeld § hinzu, so kénnten die entsprechenden Ausdriicke 
wieder durch Mittelbildung iiber die aus (1) und (2) zu erhaltenden 
zeitlichen Anderungen von $ und % gefunden werden2). Es ist aber 
‘unmittelbar ersichtlich, daS das Magnetfeld nur das Hinzutreten eines 
Gliedes bewirken wird, das eine Larmorprazession von ,} und bzw. 
bedeutet. Bezeichnet man die Winkelgeschwindigkeit der Larmor- 
prazession mit Wmagn, 80 entsteht aus (5) nach Maltiplikation mit ja 
und aus (4): 

DS DR 9 


pe = LER] + [meen 3]5 HF = FT Fem [ESI + [Wmagn Rt] (6) 


in Ubereinstimmung mit Gleichung (3) und ons bei Klein. Das auf 
der linken Seite der zweiten Gleichung (6) eigentlich hinzutretende 
Glied RDa/Dt ist fortgelassen, weil a aus energetischen Griinden 


1) Man findet zunachst aus (2): Zemi = [[Ex]g] + [€3] = — E(rg) 
+ 1(€g) + [€3]. Das erste Glied ist die Halfte von md7?€/dt, sein Mittel- 
wert verschwindet daher, ebenso wie derjenige von g(t) + r(g&), weil dies 
gleich dmt(t€)/dt, so daw 21(gE) = r(g ©) —g (rE) = [E9}. 

2) Die hierzu erforderlichen Mittelwertbildungen findet man zum Teil bei 
Op Klein, 1. c, 8:11: 
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nur um feldproportionale Betrage von seinem ungestérten Wert ab- 
weichen kann und daher die langsame zeitliche Anderung von a not- 
wendig den zu vernachlissigenden Quadraten und Produkten der 
Feldstirken proportional ist. Mit den Abkiirzungen: 


2 @ aa - 
Di ee ir a — KG: wz: = fa 
sa Bem ae kee 2mec D> oe 
WW, = Wa + Wmagn3; We —=— Wel - W magn» 
(7b) 


K 


entsteht dann aus (6): 
DR, 
Dt 


Ds 


= [m, 21]; wits [ w, Ite | (8) 


in Ubereinstimmung mit (14a) und (14b) bei Klein. 


Nun ist eine willkiirliche Anfangslage und Gestalt der Ellipse 
durch Wahl von $ und Q, d. h. auch von 3 und &, festgelegt; nach 
(7b) bedeutet dies die willkiirliche Vorgabe von 9, und 9. Mit Riick- 
sicht auf die Beziehung p = a(1—ée?) erkennt man aus (7a,b) und 
(3) unschwer, daB |,| = |9,| = 2a. Zwei willkirlich vorgegebene 
Vektoren von dieser Linge fiihren also nach (8) Prazessionsbewegungen 
mit bekannten Winkelgeschwindigkeiten aus; ihre halbe Summe gibt 
in jedem Augenblick den Ort des elektrischen Schwerpunkts, ihre 
halbe Differenz den mit K/e multiplizierten Impuls an. Damit ist aber 


der Wandel von Lage und Gestalt im Laufe der sakularen Stérung 


bekannt. 


3. Die relativistische Periheldrehung. Man fiihrt in die 
Definition (2) des Achsenvektors die Ruhmasse m) statt m ein und 
findet bei Abwesenheit stérender Felder unter Benutzung des Energie- 


satzes: 
. IU \. i Ze. 
=(1-=) tb =—a(W + z Vin (9) 


indem (m—mp))c? die kinetische und W die Gesamtenergie darstellt. 
Bei zeitlicher Mittelbildung iiber einen Umlauf der ungestérten, d. h. 
nicht relativistischen Bahn fallt das erste Glied der Klammer fort, 
und das zweite geht unter Benutzung von (3) und wegen écos m = (Ar) 
tiber in: 


DY  Zet - 1 
Dit ~—e?-— ($3) 


fs To (A r9), (10) 


>t Amato. 
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woraus, wenn t die Periode des Keplerumlaufs bedeutet?): 

D 2 e4 

“he = [rei U]; Wrel = 2 5 a ; (11) 
Ersichtlich bedeutet (11), daB sich die Achse der Ellipse mit der 
Winkelgeschwindigkeit t,-) um die Richtung des Drehimpulses be- 
wegt. Wird in der ersten Gleichung (1) zur Coulombschen Kraft 
eine Zentralkraft xto/r? hinzugefiigt, so entsteht wegen der zweiten 
Gleichung (1) aus (2) fiir die zeitliche Anderung von % ein Ausdruck, 
der sich von (10) nur dadurch unterscheidet, daB der Faktor Z2e/c2 
um i) vermindert erscheint. Wir gewinnen so das Bohrsche Er- 
gebnis, daB die relativistische Periheldrehung durch eine Zentralkraft 
(x = Z2e4/m)c?) aufgehoben werden kann. 

Fiir die durch ein elektrisches Feld gestérte Bewegung der 
relativistischen Keplerellipse werden die Rechnungen umstindlicher, 
man kann sich aber unschwer tiber den allgemeinen Bewegungsverlauf 
bei schwacher, stérender Kraft € Rechenschaft geben. In (9), (10) 
und (11) treten ersichtlich in |€) lineare Glieder hinzu2); der iiber eine 
Periode der Periheldrehung gemittelte Wert von 2 bzw. 9 wird daher 
jetzt nicht mehr verschwinden, sondern mit Riicksicht auf die Sym- 
metrieverhiltnisse geschrieben werden kénnen # = ay.€ + a,|€}.3, 
Wo d und a, von der Feldstarke unabhangige Konstanten sind. Da 
(4) unverandert fortbesteht, so ergibt die Mittelung iiber eine Periode 
der Periheldrehung A 3/At=—e[€ER]| — ea,.|€|[EB], d.b. der Dreb- 
impuls fiihrt eine langsame Prazession um die Feldrichtung aus, deren 
Winkelgeschwindigkeit dem Quadrat der Feldstarke proportional ist, 
wie schon von Kramers?) gezeigt. 

4. Die Energie der gestérten Bewegung. Die Stérungs- 
theorie beweist mit groBer Allgemeinheit, daB fiir gestérte mehrfach 
periodische Systeme die Stérungsenergie bei kleinen Stérungen bis 
auf quadratische Glieder in den Stérungskraften wahrend der saku- 
laren Stérung ungeindert bleibt. Dieser Nachweis kann in den oben 
durechgerechneten Einzelfillen folgendermafen gefiihrt werden: Man 
legt die stérenden Einfliisse quasiadiabatisch an die mit der Energie W, 


1) Aus Symmetriegriinden steht namlich der gemittelte Vektor der rechten 
Seite von (10) senkrecht auf %, seine augenblickliche Komponente in der Rich- 
tung von [3%] ist A.cos?y. @, da ja |t)| = w, also der zeitliche Mittelwert 
gleich A.2/t und vektoriell [3%]. 2/t|3|. 

2) Nicht nur wegen (1) und (2) in der ersten Gleichung (9), sondern auch 
in der zweiten Gleichung (9), da die potentielle Energie jetzt um den Term e (Gr) 
vermehrt erscbeint. ; 

3) H.A.Kramers, Intensities of Spectral Lines. D. Kg]. Danske Vidensk. Selsk. 
Skrifter, 8. Rekke, III, 3, (1919), bes. FuBnote auf 8. 78. 
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verlaufende ungestérte Bewegung an, d. h. man bringt die stérenden 
Einfliisse so langsam auf ihren Endbetrag, daS das Elektron dabei 
viele Umlaufe in der Keplerellipse ausfiihrt, aber doch andererseits 
so schnell, da noch keine merkliche sakulare Stérung inzwischen statt- 
gefunden hat. 

Bei Einhaltung dieser Bedingung kann das Keplersystem hin- 
sichtlich der Wirkung einer stérenden elektrischen Kraft € als fester 
elektrischer Dipol vom Moment — et und hinsichtlich eines stérenden 
Magnetfeldes § als fester magnetischer Dipol vom Moment — Se/2 me 
betrachtet werden!). Bezeichnet 8 die Energieanderung des Systems 
nach Anlegung der Stérkrifte, so ist mit Riicksicht auf die Ab- 
kiirzung (7a): 


8 = e(RE) + (wimagn 3), (12a) 
was nach Kinfiihrung der Abkiirzungen (7b) iibergeht in: 


Q = FF { (00 Hs) — (was) (120) 


und wegen der Prizessionseigenschaften (8) von 9%, und 3, wabrend 
der langsamen Bahnanderungen unverandert bleibt. Bei Klein wird 
als Ergebnis der Stérungstheorie die Konstanz von (12a) bzw. (12b) 
vorausgesetzt 2). 


1) Der Nachweis dieses Verhaltens kann etwa folgendermafen erbracht 
werden: Sei die potentielle Energie V des Systems von einem zeitlich ver- 
anderlichen Parameter a abhiangig, so ist, falls W die gesamte und JT die kine- 
tische Hnergie bedeutet: 


W = T+ (vgraa Vibe 


Da nun 7’ = (Kb) und = — grad V(a) in jedem Augenblick die wirkende 
Kraft bedeutet, so heben sich die beiden ersten Terme fort, und bei langsamer 
Anderung von a = |€| gem&S der im Text gemachten Festsetzung ergibt die 
Integration : 


WV— Wo] 2 =a gas 
Hinsichtlich der magnetischen Energie beachte man, daB sie vollkommen in der 
kinetischen Energie angetroffen wird, die die Larmorprazession w,,,,, dem 
System mitteilt. Sei » die Geschwindigkeit in irgend einer Beweguvewibaae vor 
Anlegung des Magnetfeldes, so ist sie nachher gleich » +[t,,,,,,t] und daher 
die kinetische Energie bis auf lineare Glieder in § um den Boag m (0 [10 r]) 
vermehrt, d. h. nach Umordnung der Vektoren um den Betrag (tp %). Stat 
dessen kénnte man mit Langevin natiirlich auch die Arbeit ermaittetal die von 


der bei Verainderung von §) induzierten elektrischen Kraft am Elektron ge- 
leistet wird. 


*) l.c. Formel (18); man beachte die in einem Faktor e sich unterscheidende 
Definition von K. 


= e(t&) = e(R). 
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Hinsichtlich der relativistischen Keplerbewegung genitigt die Be- 
merkung, daf die bei Bohr?) eingefihrte GréBe & wegen (11) die 


Bedeutung hat: 
P = — (wre 3). (13) 


di. Die Quantenzustinde der gestérten Keplerbewegung. 


5. Methode. Ein von der Kriicke der Koordinaten nicht Ge- 
brauch machender naturgemaiBer Weg, der von der Spektralformel 
unmittelbar zur Aufstellung der Quantenbedingungen hinleitet, kann 
auf Grand des Korrespondenzprinzips in folgender Weise gefunden 
werden: Aus einer Spektralformel vy = 7'’—T"', in der die Terme 
T" bzw. T’ von den Quantenzahlen mj, nz, ng... bzw. ni, no my... ab- 
hangen, gewinnt man im Grenzfall groBer Werte der m und da- 
gegen kleiner Differenzen A n = n’—n! bekanntlich einen Ausdruck 
v= 2a; An; bzw. fiir die Energiedifferenz der beiden Zustinde 
A W = 2a@;.hAn;; in klassischer Ausdrucksweise wiirde man 
hierbei v als Kombination von Oberschwingungen der Grundfrequenzen 
oo; bezeichnen. Stellt sich nun die Bewegung des entsprechenden 
mechanischen Systems als mehrfach periodisch heraus mit gewissen 
Frequenzen @, und kann die Energiedifferenz benachbarter Zustande 
durch solche Konstanten der Bewegung J; beschrieben werden, da 

oW=—2ou,0h, (14) 
so ist auf Grund des Korrespondenzprinzips die Annahme nahegelegt, 
daB 0, —hAn,, d. h. bis auf eine additive Konstante [, = hn,. 
Im Falle der ungestérten Keplerbahn kann die geeignete Bewegungs- 
konstante J unschwer gefunden werden. Es ist zunachst in der iiblichen 
Bezeichnungsweise: 

1 /Ze?\*2 Ze Ze 
o=52 (5) ; WV eas OW = 55 0a (15a) 
Setzt man die letzte dieser Gleichungen gleich wdJ, so folgt durch 
Integration bis auf eine additive Konstante: 
I = 2m (Ze?may'. (15) 


‘Entsprechend wird im nichsten Paragraphen bei der gestérten Be- 
wegung verfahren. 

Die Festlegung der additiven Konstante hat so zu erfolgen, da J 
gegeniiber beliebigen adiabatischen Transformationen invariant bleibt, 
bei denen der ein- bzw. mehrfach periodische Charakter der Bewegung 


1) N. Bohr, 1. c., 8. 92 [Formel (70)]. 
; 15* 
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nicht geaindert wird. Man kann einer so allgemein gearteten Forde- 
rung gegeniiber entweder versuchen, die méglichen Klassen von zu- 
lissigen Trausformationen im Sonderfall zu ermitteln und die Invarianz 
der I hinsichtlich derselben zu beweisen, oder man stiitzt sich auf 
einen Satz von Burgers}), der ein einfaches Kriterium dafir liefert, 
daB die Iuvarianzforderung in der verlangten allgemeinen Weise er- 
fiillt ist. Dieser Satz ist von Bohr?) in die einfache Gestalt ge- 
kleidet, da& fiir jede beliebige, durch die J, charakterisierte Bewegung 
Do, J, = 2 Exin sein soll, wenn Eyj, den zeitlichen Mittelwert der 
kinetischen Energie des Systems bedeutet, genommen iiber eine so lange 
Zeit, daB das System niherungsweise alle Bewegungsphasen durch- 
laufen hat. Im Falle der relativistischen Dynamik tritt an Stelle von 
2 Exin der Ausdruck Ey;, + F, wenn F' das kinetische Potential be- 
deutet; andererseits kann auch geschrieben werden Exin + F = Xmv?, 
wenn m = m/¥1— (v/c)? die bewegte Masse bedeutet. 

In der angegebenen Form gestattet der Satz noch eine weitere 
Vereinfachung, die fiir seine praktische Anwendung 6fters bequem ist. 


Sei g = mv der Linearimpuls des Massenpunktes in der relativistischen 
Dynamik, dann geht man in bekannter Weise, wenn = g die wir- 
kende Kraft bedeutet, zam Virial (cr) der Kraft iiber: 
d Ba 20 
rr tae (vg) + (@R); 0 = mv? + (rR). (16) 
Daher kann der Satz von Burgers auch geschrieben werden: 
2 07, Ty = 2 Exin = — 2(r&), (17) 


gleichgiiltig, ob man es mit gewohnlicher oder relativistischer Dynamik 
zu tun hat. Da wegen (1) (r%) = + Ejot, so liefert (16) (rR) = 2 W 
und man erkennt, daf (17) durch (15) mit Riicksicht auf (15a) fiir 
jede beliebige Bewegung des ungestérten Elektrons erfiillt wird, d. h. 
(15) ist gleich nh zu setzen. 

Ferner bedarf die von Bohr angegebene Gestalt noch einer 
Modifikation fiir den Fall, daB die wirkende Kraft kein Potential be- 
sitzt, also im Falle der Wirkung eines magnetischen Feldes. Dann ist 
namlich zu fordern: 


Zo, I, = — B (cK) — Smogn)s (17a) 
wobei § die Kraft einschlieBlich der durch das Magnetfeld ver- 
ursachten Lorentzkraft, 3 den Gesamtimpuls und Wmagn die Larmor- 


*) J.M. Burgers, Comm, Leiden, Suppl. Nr. 41, 8.41, 1916; N. Bohr, ZS. 
f. Phys. 18, 122, 1923. 


*) N. Bohr, The Effect of Electric and Magnetic Fields on Spectral Lines. 
London, Proe. Lond. Phys. Soc. 1923, 8. 283. 
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prazession (7a) bedeutet. Da (17a) auch fiir inhomogenes Magnetfeld 
gilt 1), so ist die Mittelung auch iiber die Larmorprazession zu erstrecken 
und dabei in (7a) an Stelle von § der Mittelwert des magnetischen 
Feldes zu setzen, genommen iiber eine zwischen der augenblicklichen © 
Bahn ausgespannte Fliche. 

Zusammenfassend ergibt sich die folgende Vorschrift: Lassen 
sich bei bekanntem mehrfach periodischen Bewegungsverlauf mit be- 
kannten Frequenzen @, solche Konstanten J der Bewegung ermitteln | 
fiir die bei beliebiger Wahl der IJ sowohl (14) als (17) bzw. (17a) 
erfiillt ist, dann lauten die Quantenbedingungen T, —= nh. 

6. Die Quantenzustinde der gestérten Keplerbewegung. 
Die Bewegung des Elektrons in der gestérten Bahn laSt sich offenbar 
in mehrfach periodischer Form ausdriicken durch die Umlaufsfrequenz @ 
von Perihel zu Perihel gerechnet und durch die beiden Winkel- 
geschwindigkeiten (7b), die zu den Frequenzen 220, = |,| und 
22, = |\w,| Veranlassung geben. Die Umlaufsfrequenz o ist gestért 
und kann etwa mittels der Eulerschen Stérungsmethode gefunden 
werden, wenn man es aus systematischen Griinden vermeiden will, 
Sitze der héheren Dynamik anzuwenden. Wir wollen hier nur das 
Ergebnis einer solchen Rechnung angeben: 


hacer wo ( _ e(RE)), (18) 


wobei @) und Wy die Frequenz und Energie der ungestérten Be- 
wegung bedeuten und % zu mitteln ist iiber die Jangsame, sakulare 
Verinderung. Nunmehr ist (14) zu erfiillen. Zunichst kann (12b) 
wegen |%#,| = |9,| = 3a/2 und mit Riicksicht auf (7a) und (15) 
geschrieben werden: 

Icost, Icos?, 


== 0, —~— — a, j 


2 = @, IT, + @ Is, (19) 


1) Die linke Seite in (17a) bedeutet in generalisierten Koordinaten und 


Impulsen eigentlich ZPQ= = dZJPQ/dt— 2) P, so daB bei der zeitlichen Mittel- 
bildung rechts das negative generalisierte Virial bleibt. Werden die @ als die 
rechtwinkligen Komponenten von t gewahlt, so sind bekanntlich die P als die 


' Komponenten von g — < S$ zu wahlen, wenn das Vektorpotential $ durch = rot P 


definiert ist, und das mittlere Virial kann geschrieben werden: — SQP= — (Rr) 

a a(t $) =—(Kr) — < (vB). Nun ist wegen des Stokesschen Satzes (vf) 
é 

= jf (Pd3) = Kes do), wenn do das Element einer zwischen der Bahn des Elek- 


é ‘ 1 1 
trons ausgespannten Flache bedeutet, so daB sich also mit do = 5 feat) = 5 {to]dt 


ergibt <(@ 3) (3) = (3 Mpagn); Wegen der Bedeutung von © siehe Text. 
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wenn unter #, und #, die beiden Priazessionswinkel der Vektoren }, 
und 3, verstanden werden, und wenn im Hinblick auf (14) versuchs- 
weise neue Bewegungskonstanten J, und J, eingefiihrt werden, die 
" gusammen mit I die groBe Achse der Bahn und die Prazessionswinkel 
festlegen. Da nun W= Wy + & und nach (15) OW, = aw OI, so 
kommt insgesamt: 

O @» 


OW = (o +4 ee + I; Sa )er+ 0,01, + 0,01, 


und es ist noch nachzuweisen, daB8 der Faktor von OJ mit (18) iden- 
tisch ist. Hierzu° bemerkt man, daS z. B. (22)?@,0@, = (mw, Om). 
Da nach (7b) Ow, = we.0 log K, und mit Riicksicht darauf, daB nach 
(15) in K und J die Bewegungskonstante a mit der gleichen Potenz 
eingeht und also dlog K = Olog I, so folgt: 


0, 0 @y 


(1, Wel) I, (5 Wel) I, 
ae. tere — : 
OL owe 


I, : 
are (22)20, I (22a, I 


=O =F 


Um (18) auf die gleiche Form zu bringen, beachte man, daB 2 = MH, 
+ 9, und daS der zeitliche Mittelwert dieser beiden Vektoren mit 
ihrer Komponente auf die jeweilige Prazessionsachse zusammenfallt; 
man hat daher w, 29 == w, (9, ,) und analog fiir %,, so daB wegen 
€ = wa/K und mit Riicksicht auf die Bedeutung von (w, 9), die 
sich aus Vergleich von (12b) und (19) ergibt, und endlich wegen der 
in § 5 gefundenen Beziehung oI — — 2 W, die Form (18) in die 
vorstehende iibergeht. Damit ist die Forderung (14) erfiilt. 

Wir zeigen ferner, da8 bei der vorgenommenen Wahl der J die 
Forderung (17a) erfillt ist. Da zu der Kraft (1) im allgemeinen 
Fall noch die Stérkraft — e€ —e[vH]/e hinzutritt, so kommt: 


1 = es 
(Kr) = = 20— — AK®) —— (PS) == 1a 


da ja die Umordnung des skalarvektoriellen Produkts auf 2 (3 magn) 
fiihrt. Indem nach (16) (82) == = — 2 Exin, 80 gewinnt man aus vor- 
stehender Gleichung — Exn = W—-22= W—S8 und also 
(@r) = 2W)—22. Indem man noch beachtet, daB nach (12a) 
(3 Wmagn) == 2 —e (ER), erhalt man fiir die rechte Seite von (17a): 


— (Rr) — (SWmagn) = — 2 Wo (1— (em) se 82, 


was aber wegen — 2 Wy) = oJ mit Riicksicht auf (18) und (19) mit 
der linken Seite von (17a) identisch wird. Da die J somit dem Satz 
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von Burgers und der Bedingung (14) zugleich geniigen, so ist zu 
setzen: 


a, 
I[=22(Zema)y2—nh; I, =I =n, hs 1g5=—I- ao = — ngh. 
Man gelangt so zur Epsteinschen Formel fiir die Energiezustinde: 
W R 
ee ert | 
wobei (20) 


(22)to%, = KEE) + “* (ge) 4+" (99)| 


und K die Bedeutung (7a) hat. In einer kurzen Mitteilung der Er- 
gebnisse seiner Rechnung fiihrt Epstein ein zum Energieausdruck (20) 
binzutretendes Glied von der Gestalt wmagn.sin(€H).n.0/2% an, in 
dem 0 je nach den Bedingungen 0, +1 oder —1 sein kann. Wir 
miissen daher verlangen, daB 0 immer gleich Null zu setzen ist. Es 
ist auch unmittelbar physikalisch plausibel, daB ein Glied von der 
angegebenen Gestalt nicht auftreten kann, da dieses ja mit ver- 
schwindender elektrischer Feldstairke endlich bleibt und also wegen 
des Faktors sin(€) ein beliebig kleines elektrisches Feld auf die 
Energie der Quantenzustande einen betrachtlichen Einflu8 haben kénnte. 

Auf die Festlegung der Quantenbedingungen fiir die relativistische 
Keplerbewegung soll hier nicht eingegangen werden, ebensowenig 
auf die Frage der Intensititen der Linien, die nach (20) zu erwarten 
sind, und die auf Grund der Kenntnis des Bewegungsverlaufs korre- 
spondenzmabig ermittelt werden konnen. 
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Die adiabatische Transformation 
der Keplerellipse in die harmonische Ellipse. 
Von Harald Geppert in Géttingen. 
Mit vier Abbildungen. (Hingegangen am 5. April 1924.) 


Es wird zunachst gezeigt, wie verschiedene Quantenzustainde eines 
bedingt-periodischen Systems adiabatisch ineinander transformiert 
werden kénnen. Genau ausgefiihrt wird die Transformation der 
Kepler- in die harmonische Ellipse durch strenge Integration und 
Quantelung der Anfangs-, der End-, und einer gewissen Zwischen- 
bewegung, die durch das Verschwinden der Diskriminante charak- 
terisiert ist, sowie durch Behandlung der anschlieBenden Zustande. 
Gefunden wird ein véllig einheitlicher Ubergang in den die Bahn 
bestimmenden Perioden, wie ihn die Figuren zeigen. 


§1. Die mechanische Transformation stationarer Zu- 
stinde. Das Bohrsche Beispiel. Die Adiabatenhypothese stellt 
an ihre Spitze den Satz, da8 die Bewegung eines beliebigen Atom- 
systems in den stationaéren Quantenzustanden durch Anwendung der 
gewohnlichen Mechanik berechnet werden kann, nicht nur unter kon- 
stanten auBeren Bedingungen, sondern auch wahrend einer unendlich 
langsamen, gleichmaBigen, d. h. adiabatischen Verinderung derselben, 
wie sie etwa durch die stetige Variation eines freien Parameters 
erreicht wird. Eine solche adiabatische Transformation ist dadurch 
charakterisiert, dai wahrend ihres Verlaufes gewisse Funktionen der 
Koordinaten q,, in denen die Hamiltonsche Differentialgleichung des 
Systems separierbar wird, und der Impulse p, unverindert bleiben, 
die diesetwegen als ,,adiabatische Invarianten“ bezeichnet werden. Zu 
den letzteren zihlen in der Hauptsache die Phasenintegrale, solange 


die vorausgesetzte bedingt-periodische Bewegung nicht entartet.. Setzen 
wir also: 


R= pds (SS legos (1) 
so lauten die adiabatisch invarianten Quantenbedingungen: 
diy, 2 My os (2) 


wo n, ein System positiver ganzer Zahlen bedeutet. 
Eine einfache Zusammenfassung erfahren diese Bedingungen in 


dem Falle, da wir es mit einem System von mehreren Freiheitsgraden 


zu tun haben, in dem die Bewegung fiir jeden Freibeitsgrad un- 
abhangig von den Anfangsbedingungen einfach-periodisch ist, so dak 


———— 
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das Gesamtsystem eine Periode 6 hat1). Gibt dann %, an, wie oft 
die Periode der vten unabhingigen Koordinate g, in der Gesamt- 
periode 6 enthalten ist, so ist: 


I= > (914g, + podq,+--- + pra qr) 
(6) 

SS Hyd, Hadg + + Mp dp = (Mm + ++ + Hymp—)h = nh. (3) 

Gestattet das betrachtete System in einer unendlichen stetigen 
Mannigfaltigkeit von Koordinatensystemen eine Variablenseparation 
— was fast durchweg der Fall ist —, so ist klar, daB die eine Be- 
dingung (3) stets in irgend einem der méglichen Koordinatensysteme 
Aquivalent ist mit der Gesamtheit der Bedingungen (2), so da& fiir 
ein solches periodisches System, ahnlich wie fiir ein einfach-periodisches, 
die eine Quantenbedingung (3) ausreichend zur Festlegung der Be- 
wegung ist, wie ja bekanntlich auch die Energie sich in diesem Falle 
allein durch die Gré8e J ausdriicken la8t. Erfolgt eine adiabatische 
Transformation dieses periodischen Systems so, da das System in 
jedem Augenblick streng periodisch und vom selben Typ wie das 
urspriingliche System ist, so ist J die adiabatische Invariante desselben 2). 

Ein periodisches System der betrachteten Art ist ein wichtiges 
Hilfsmittel zur Lésung des Problems der mechanischen Transformation 
der Quantenzustinde ineinander, das in folgendem besteht3): Es sei 
uns vorgelegt ein gequanteltes bedingt-periodisches System, das zu 
den Quantenzahlen n,...n¢ gehért; wir stellen uns die Frage, ob es 
méglich sei, diesen Quantenzustand in den zu den Zahlen m;...ny ge- 
hérigen iiberzufiihren, ohne die unstetigen Uberginge der klassischen 
Quantentheorie anzunehmen, sondern allein durch stetige adiabatische 
Veriinderung des Zustandes nach den Gesetzen der gewdhnlichen 
Mechanik. Da ein solcher stetiger Ubergang zwischen zwei aus- 
einanderliegenden Quantenbahnen theoretisch von hohem Interesse ist, 
ist schon daraus klar, daB es erst eine adiabatische Transformation 
ermoglicht, die Energiedifferenz zwischen zwei Quantenzustinden zu 
bestimmen‘), Denn erst dann, wenn es auf dem indirekten Wege 
einer adiabatischen, nach den Grundgesetzen der klassischen Mechanik 
‘behandelbaren Uberfiihrung gelungen ist, cine Quantenbahn in eine 
andere zu transformieren, ist es méglich, die Energiedifferenz der 


1) Vgl. Niels Bohr, Uber die Quantentheorie der Linienspektren, 8. 29, 
30, 1923. 

2) Ebenda, S. 14, 1928. 

3) Ebenda, S§. 82. 

4) Vel. Bohr, ZS. f. Phys. 18, 133, 1923. 
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beiden Bahnen auf klassischem Wege zu bestimmen, was die Quanten- 
theorie ohne Einfiihrung des Adiabatenprinzips zu leisten nicht im- 
stande ist. 

Wir kénnen uns nach dem Vorangehenden eine derartige 
mechanische Transformation zweier Quantenzusténde eines bedingt- 
periodischen Systems etwa folgendermafen ausgefiihrt denken: 

1. Wir fiihren das gegebene bedingt-periodische System A, dessen 
Quantenzahlen n™ (¢ = 1.../f) sind, stetig in ein periodisches System 
B der oben besprochenen Art iiber, das nicht nur die Bedingung (3), 
sondern auch in dem Koordinatensysteme, in dem die Ubergangs- 
bewegung separierbar ist, die weitergehenden Gleichungen (2) erfiillt, 
und dessen Quantenzahlen n, dessen Periodenzahlen x) sind. Wahrend 
dieser Transformation bleiben, sofern sie nur iiber bedingt-periodische 
Bewegungen fihrt, die Quantenzahlen »® invariant, so da zufolge 
dem Adiabatenprinzip n® —= n(” ist. 

2. Wir transformieren B in ein System (@ derselben Art, fiir das 


f 
nunmehr: n = >) x) n® als adiabatische Invariante erhalten geblieben, 


j= 
das System der Zahlen n®) dagegen in das System xn) iibergefiihrt 
worden ist. Bei diesem Ubergang bleiben nicht die einzelnen Phasen- 


f 
integrale J,...J;, sondern nur die Quantengrike J=h. >} “) n) un- 
nl) 


geindert; denn die Transformation von B auf C fihrt iiber lauter 
periodische Systeme derselben Art, die Bewegung ist also in jedem 
Augenblick periodisch und entartet, mithin von einer adiabatischen 
Invarianz der einzelnen Phasenintegrale J, keine Rede. 

3. C wird in ein neues periodisches System D iibergeleitet, dessen 
Periodenzahlen « ~ x, dessen Quantenzahlen n(? = n dagegen 
wahrend der adiabatischen Transformation iiber im allgemeinen bedingt- 
periodische Systeme erhalten geblieben sind. 

4, Das periodische System D wird in ein ebensolches E mit 
den gleichen Periodenzahlen tibergefiihrt, so daB seine QuantengréBe 


it 
(@) ¥(@) ey j . ) d) j 
=, n) “x erhalten bleibt, dagegen n® += n™ ist. 


5. EH wird adiabatisch durch unperiodische Bahnen, d. h. bei 
konstanten n( in ein periodisches System der Qualitat B — es sei F — 
transformiert, das nun 

6. seinerseits in das dem urspriinglichen System A entsprechende 
G sich tiberleiten aft. 

Das Resultat der gesamten Transformation ist dann die Uber- 
fihrung des urspriinglichen Quantenzahlensatzes n™ fiir das System A 
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in den neuen durch eine kontinuierliche Reihe stetiger Ubergiinge. 
Das Schema des ganzen Transformationsverlaufs hat folgende Gestalt: 


A: Bedingt-periodisch: G: Bedingt-periodisch: 
(a) g@ — ,(f)- = y 
né n® —= nV; {no = nf } 
B: Periodisch: F': Periodisch: 
ie. =, art Voll): (f) — ef) "a (f? 
n®) —= ni; 20) (nf; 0) = 2; ZH nM = Duns 
C: Periodisch: F: Periodisch: 
ne; 4) = HM; 2x) n© — J XO no nh) — n@; xf) —= x 
- *. S 
D: Periodisch: E: Periodisch: 
i) = ae é _— ; ; 
n@ — ni; 4 —> 20; xO — 49; ZH = Zn) ne) 


Die durch die Transformation vorgeschriebenen Beziehungen sind 
die folgenden zwei: 


6) yo — rik d — d 
ZH 0) = THON; DaOnO — DO yo, (4) 


Dies sind zwei Gleichungen, aus denen sich bei vorgegebenen n 
und n die ganzen Zahlen nm bestimmen lassen miissen. Letzteres 
ist sicher médglich, wenn die Anzahl der n > 3 ist. Ist dies aber 
‘nicht der Fall, so mu zwischen F und G ein weiteres System F” 
mit den Periodenzahlen xf —= x) = x eingeschaltet werden, so 
daB jetzt drei Relationen zu erfiillen sind: 
ai 40) nh) == DxOn; 2 4 ni = xO nO; 2 xn —= Dx) nM, (5) 


die drei Bedingungen fiir die ganzen Zahlen n‘? und n‘, also stets 
auflésbar sind, wenn der Freiheitsgrad > 2 ist. Nur im Falle eines 
einzigen Freiheitsgrades versagt naturgemaB die ganze Methode. Es 
kann natiirlich unter Umstinden bei vorgelegten Quantenzahlen- 
sitzen n\ und n der Fall eintreten, daS mehrere Etappen des ge- 
schilderten Uberganges iiberfliissig werden. 

Ein prinzipiell wichtiger Punkt muS hier noch zur Sprache gebracht 
werden, der die adiabatische Invarianz der Phasenintegrale waibrend 
der Transformation betrifft; wir haben schon erwihnt, daB diese allein 
Geltung hat, falls die Transformation nur iiber bedingt-periodische 
Systeme fiihrt. Nun ist z. B. beim Ubergang C+D sowohl die 
Anfangs- wie die Endbahn entartet, die adiabatische Invarianz somit 
gefahrdet. In der Tat liBt sich zeigen, daS in der Umgebung eines 
periodischen Systems die Phasenintegrale im allgemeinen nicht invariant 
sind, sondern, wenn der Stérungseinflu$ klassisch berechnet wird, der 
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Stérung proportionale Anderungen erleiden. Es sind nun zwei Fille 
méglich: 

1. Die durch die Gleichungen J, = ,h gegebenen Zahlen n,, sind 
beim periodischen Ausgangssystem keine ganzen Zahlen, was durchaus 
eintreten kann, da bei diesem nur die Grife J = 2 J; x; quantenmabig 
festgelegt ist. Dies ist nach der Terminologie von Born-Heisenberg?) 
der Fall der eigentlichen Entartung. Durch ein Zusatzfeld wird die 
Bahn bedingt-periodisch, die J,, werden Quantengréfen, die n, miissen 
ganze Zahlen werden, was nur auf dem Wege eines plotzlichen un- 
stetigen Uberganges méglich ist. Das Adiabatenprinzip versagt in 
diesem Falle. 

2. Die durch (2) definierten Zahlen m, sind bereits im Ausgangs- 
system ganze Zahlen; die J, haben also Quantenwerte. In der Ent- 
wicklung nach dem Stérungsfeld erhalten die J,, Stérungen, die diesem 
Felde proportional sind 2). Da sie aber nur um ganze Vielfache von 
h sich fndern diirfen, miissen die », — wenn anders die Entwicklung 
nach dem Zusatzfeld einen Sinn haben soll — ungeandert bleiben, 
d. h. die Phasenintegrale sind invariant. Diese Bedingung ist gerade 
bei unserer Annahme iiber die periodischen Systeme B, C, D, E, F, F 
erfiillt, somit bleibt jedesmal die adiabatische Invarianz der Phasen- 
integrale, wie oben angenommen wurde, ungestért. 

Ein zweiter Einwand betrifft die Invarianz im Verlaufe der Trans- 
formationsbewegung selbst. Greifen wir etwa den Ubergang C> D 
heraus, wahrend dessen die urspriinglichen Periodenzahlen x) in die 
neuen %)” iibergeleitet werden. Dann ist klar — und wir werden 
es im folgenden an einem Beispiel beweisen —, da8 der Ubergang 
der urspriinglichen Periodenzahlen in die neuen stetig erfolgt. Dabei 
kommt der Fall vor — streng genommen sogar unendlich oft —, 
daB zwischen den x; eine lineare ganzzahlige Relation 2'm;x; = 0 
entsteht, das System also streng periodisch, d. h. entartet wird. Diese 
Entartung bezeichnet Born als eine zufallige; sie stért die adiabatische 
Invarianz der Phasenintegrale nicht; diese haben vor und nach der 
Entartung Quantenwerte, die sie auch wihrend des Bestehens der 
Kommensurabilitét beibehalten. Dies ist in gewissem Sinne selbst- 
verstindlich, da sonst der Begriff einer adiabatischen Invarianz in sich 
unméglich wire. 

Als konkretes Beispiel einer zyklischen Transformation wahlt 
Bohr’) die Uberleitung einer in Polarkoordinaten gequantelten Kepler- 


1) ZS. £. Phys. 14, 44, 1923. 
2) Bohr, Linienspektren, 8. 31f. 
3) Ebenda, 8. 32f. 


Die adiabatische Transformation der Keplerellipse usw. 213 


ellipse, die das Elektron des Wasserstoffatoms um den Kern beschreibt, 
mit den Quantenzahlen: n, = m, n, = n—~m in eine ebensolche mit 
den Zahlen n', = m’; ny = n+ m—wm’'. Anfangs- und Endbahn sind 
also bei dieser Voraussetzung Ellipsen, bei denen, da, was an und 
fiir sich nicht notwendig, aber fiir die Forderung der adiabatischen 
Inyarianz der Phasenintegrale nach dem oben Gesagten unerlaBlich 
ist, zwei Quantenzahlen angenommen werden, auch die Exzentrizitat 
quantenmiBig festgelegt ist. Diese besonderen Keplerellipsen sind 
fiir die Transformation keine Spezialisierung, da sie aus jeder vor- 
gegebenen, wie iiblich nur durch eine Quantenbedingung festgelegten 
Brennpunktsellipse durch eine adiabatische Transformation, etwa mittels 
eines entfernten zweiten, schwach attrahierenden Zentrums hervor- 
gebracht werden kénnen. Hier entspricht das Ausgangssystem bereits 
dem oben mit B bezeichneten, da es periodischen Charakter trigt. Die 
Bedingung (3) zerfallt nach der Voraussetzung in die zwei Gleichungen: 
J, = mh; Jp = (n—my)h. (6) 
Den Ubergang in das System C kénnen wir uns im vorliegenden 
Falle ersparen. Als System D wahlen wir eine quasi-elastische Ellipse, 
in die das anfangs die Keplerellipse beschreibende Elektron durch 
allmahliche Abanderung des Newtonschen in das quasi-elastische Feld 
ibergefiihrt wird. Am Schlusse dieser Transformation ist x, = 2, 
%» == 1 geworden, die Phasenintegrale sind wahrend der Bewegung 
erhalten geblieben, mithin ist: 
nm —m, 0 = n—m 
und J = (2.m+1.(n—m)|h = (n+ m)h 
die QuantengréBe der Ellipse D. Diese 14Bt sich weiter durch passend 
bestimmte Stérungen der rechtwinkligen Kraftkomponenten nach Art 
der Lissajousfiguren in einen elastischen Kreis EF iiberfiihren, fiir den 
die adiabatische Invariante J die gleiche sein muB8 wie fiir D, so dab: 
n®) = 0, nY = n-+m ist. Durch nun erfolgende Abiinderung des 
elastischen Anziehungsgesetzes in das Newtonsche geht der elastische 
in einen Keplerkreis F iiber, bei welcher Transformation J, und Jy 
invariant bleiben. SchlieBlich erfolgt die Transformation der Bahn F 
‘auf eine gewohnliche Keplerellipse, wobei J = (n+ m)h erhalten 
bleibt und die Quantenzahlen n, und ny, nur der Bedingung unter- 
liegen, dab: n,+n,—=n-+ m ist. Damit ist die Uberleitung der einen 
Quantenbahn in eine andere derselben Art auf stetigem Wege geleistet. 
So einfach eine derartige zyklische Transformation sich auch 
beschreiben liBt, so bietet sie doch der eingehenden theoretischen 
Betrachtung und Rechnung nicht geringe Schwierigkeiten dar, die 
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andererseits zwecks einer strengen Begriindung der gezogenen Fol- 
gerungen iiberwunden werden miissen. Wir werden daher im folgenden 
versuchen, das Bohrsche Beispiel, wenigstens in seinem ersten Teile, 
méglichst weitgehend analytisch zu verfolgen; wobei wir uns auf den 
Ubergang B—> D, d. h. der Kepler- in die quasi-elastische Ellipse be- 
schrinken werden, da gerade diese Uberleitung die meisten begriff- 
lichen Schwierigkeiten in sich faBt. 

§ 2. Grundgleichungen. Es sei vorgelegt ein Attraktions- 
zentrum — im folgenden als Kern bezeichnet —, dessen Attraktions- 
feld wir durch irgendwelche kontinuierliche Eingriffe beliebig, aber 
stetig abindern kénnen. Um diesen Kern laufe ein seiner Anziehung 
unterliegendes Elektron der Masse m und der Ladung e, dessen 
Reaktionswirkung auf den Kern zu vernachlassigen ist. Am Anfang 
der Bewegung soll das herrschende Potential das Newtonsche «/r 
sein, wo & die Feldkonstante bedeutet; das Elektron beschreibt dann 
eine geschlossene Keplerellipse mit dem Kern als Brennpunkt. Sodann 
lassen wir zum herrschenden Felde unter gleichzeitiger, jedoch noch 
beliebiger Anderung von @ ein Zusatzpotential Br? treten, das elastischen 
Charakter trigt, und dessen Konstante 6 unendlich langsam, d. h, 
adiabatisch, anwachsen mdge. Das Elektron wird dann seine Anfangs- 
bahn verlassen und eine ungeschlossene Stérungsbahn beschreiben. 
SchlieSlich lassen wir « immer weiter ab-, 6 hingegen zunehmen, bis 
am Ende der Bewegung lediglich das quasi-elastische Feld zuriickbleibt, 
in dem das Elektron eine geschlossene harmonische Ellipse mit dem ~ 
Kern als Mittelpunkt zeichnet. 

Man kénnte sich den beschriebenen Trausformationsvorgang etwa 
dadurch ausgefiihrt denken, da8 man mittels von auBen zugefiihrter 
raumlich elektrischer Ladungen um den Kern eine das Elektron ein- 
schlieBende kugelsymmetrische Raumladung legt, die sich langsam 
vergroBert, dadurch aber das Elektron quasi-elastisch an den Kern 
bindet und. gleichzeitig die Newtonsche Bindung aufhebt, so daB 
ein dem Thomsonschen Atommodell ahnliches System hervorgeht. 

Wir legen der Rechnung Polarkoordinaten r, m zugrunde. Dann ist: 


L=ZH+r¢%); ©= "4 Bn, (1) 
also die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen: 
mi — mrp — “+2 Br = 0; <(mr2g) = 0, (2) 
mr2P == » = const, (3) 
pike et — Oo : 2Br = 
a +28r— 0. : (4) 


m rs 
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p ist der konstante Drehimpuls. Aus (4) ist + als Funktion von ¢ 
zu bestimmen, wenn fiir «, 6 beliebige, langsam monoton verinderliche 
Zeitfunktionen eingesetzt werden. Diese Aufgabe ist sehr wenig 
erfolgverheiBend, da schon der Fall, daB % und B konstant sind, auf 
groBe Schwierigkeiten stéBt. Der nichstliegende Lisungsweg in der 
Behandlung von (4) ist daher der, ein Integral dieser Gleichung bei 
konstantem # und 6 zu suchen, die entstehende Bahnkurve in ihrer 
Abhangigkeit von « und B zu diskutieren und die ganze gesuchte 
Ubergangsbahn als die Sukzession aller dieser fiir verschiedene Werte- 
paare «, 6 gefundenen Kurven zusammenzusetzen. Jede der zu einem 
Wertepaar «, 6 gehérigen Bahnen ist dann als giiltig fiir ein gewisses, 
iiber langere Zeit sich ausdehnendes Bewegungsstadium anzusehen, da 
die Transformation adiabatisch unendlich langsam erfolgt. Allerdings 
ist diese Methode nur als ein Naherungsverfahren anzusehen, das eine 
einheitliche Behandlung der ganzen Transformation nicht zuliBt. 
Unter Annahme eines konstanten «, B laBt sich (4) integrieren 
und ergibt die ee: 
aay FO 48 pe = 2, (5) 
wobei £ fiir je ein Stadium der Bewegung konstant, aber mit « und 6 
ebenfalls verinderlich ist. Am Anfang der Bewegung (6 = 0) ist H 
bekanntlich negativ, am Schlusse («# = 0) nach (5) wesentlich positiv, 
ist also im Verlaufe der Transformation einmal durch den Wert Null 
gegangen. (5) gibt aufgelést: 


.d 
dt = Shin ; (6) 


TEL er ek p? 
y-22. Tan ‘i mm 


Die Bewegung ist limitiert durch die Bedingung der Realitat 
der zuletzt auftretenden Quadratwurzel, danach ist stets: 


(tart art amp)=° 


Nun ist gemaS der Definition als Feldkonstanten eines anziehenden 


Zentrums: pence Oe?! re, (7) 
also muB r die Bedingung erfiillen: 
E 
4 —_ 2 r ee (8) 
haart Gt tans 


liegt also zwischen zwei positiven Wurzeln des linksseitigen Ausdrucks, 
auf deren Untersuchung es mithin zunichst ankommt. Wir ldésen 
die biquadratische Gleichung: 


yy Oo p< h 
Ay ay, aia (9) 
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deren Wurzeln 7p, 7, 1%; 73 Seien, in der aus der Algebra geliufigen 
Weise). Ihre kubische Resolvente lautet: 


2 m E? — 2 Bp? oA 


eat. m B ln tea : (10) 
mit den Wurzeln 2, 2), 2; Durch die Tschirnhausen-Transformation: 
2H 
| i) 
3B 
geht (10) iiber in: 
° wtautb— 0; | 
er Ee: at 2m E% — 36 EB p?— 27 mo? Bp (11) 
ae 3 m B? 27 m B38 Z| 
Die Diskriminante dieser Gleichung und damit von (9) ist: 
b? as 
D = —108(7 + 77) 
= mae (8 m? Et p?2 + 4 m3.a?2 E38 — 32 mB E2p4 
— 27 m3 Bat —72m?02B Ep? + 32 B2p*). (12) 


Das Vorzeichen dieser GréBe ist das der letzten Klammer. 
Setzen wir: 


3 = 3 —————s 

bs 1 D Tew D 
was i weg: 2 |e 
w=] e+ a]/ phar: | hie: ) hee: 


und bezeichnet ¢€ die dritte Einheitswurzel: 


=F +iya), 


so lauten die Lésungen von (11) bzw. (10): 


U = Uy + Uys UW == EU, + E27 U3 UW = EU, + EU; | 
2E 2E 2 BE /(14) 
a — Uy, 1 te Fg Be Sea tant E7Ug + BB: 3 = EU + Eg 3B 
und daraus endlich die Wurzeln von (9): 
1 1 
One akay, (Ve te V22 Mie Ves)3 = We ei Ve.— Ves); 
(15) 


iy) = = (— Va = Ves ie Ves); Up a Va — V20 i Ves). 


Diese Wurzeln sind uns also bekannt, und damit wire es prin- 
zipiell méglich, die Beziehung (6) auf die Summe aus einem elliptischen 
Differential dritter und einem erster Gattung zu reduzieren. Dies 


1) Vgl. etwa H. Weber, Lehrbuch der Algebra, I, 8. 135 f. Braunschweig 1912. 
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wird durch die ungeheuren auftretenden Komplikationen praktisch 
unausfihrbar, so daB wir gezwungen sind, zu Reihenentwicklungen 
za greifen. 

Im Anfang der Bewegung hat (9) nur zwei, am Schlu8 vier 
teelle Wurzeln, mithin ist die Diskriminante der Anfangsbewegung 
negativ, die der Endbewegung positiv, so da8 sie in der Zwischen- 
bewegung einmal den Wert Null annehmen muB; es wird sich zeigen, 
da8 gerade in diesem Moment eine Integration der Bewegung mittels 
elementarer Funktionen méglich ist. Wir sind somit in der Lage, 
drei Stadien der Transformation mit den anschlieBenden Bewegungen 
zu verfolgen. Die Anfangs-, die Endbahn und die Bahn fiir den Fall 
der verschwindenden Diskriminante. 


§ 3. Die Entwicklung der Anfangsbewegung. In der An- 
fangsbewegung ist B — 0, so daB die ei § 2 en) lautet: 


ees, (1) 


2 ek — 0: 
S-aaeene Hae ore. 
Diese beiden Wurzeln miissen, damit die Godin in einer 
Ellipse erfolge, reell sein, d.h. es ist 


moet 2 Ep? > 0. (2) 


E ist negativ und somit bildet (2) eine wirklich restringierende 


‘ Bedingung fiir den Drehimpuls. 


Wir lassen nun den adiabatischen Zusatz des elastischen Feldes 
Br? erfolgen. Im Beginn der Transformation wird # so klein sein, 
daB8 eine Entwicklung nach dieser GréBe eingeleitet werden kann 
und wir eine stérungsrechnerische Behandlung der Bewegung vor- 
nehmen kénnen. Wir werden dazu zwei Wege einschlagen: 1. Die 
stérungstheoretische Methode von Born-Pauli und 2. eine direkte 
Entwicklung der Bewegungsgleichung nach fp. 
I. Die Energie der ungestérten Anfangsbewegung ist bekanntlich: 
2m w2 
i = See (3) 
wobei 


T= hth =Podrt Prag =P mdr + rap (4) 


ist und J die einzige quantenmibig festzulegende Gréfe ist. Wir 
erwihnen noch die Beziehungen fiir die Achse und Exzentrizitaét der 
Ausgangsellipse: 
gangs i, ee ee A 
a= ~~ 4ame’ ere 
Zeitschrift ftir Physik. Bd, XXIV. 16 
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Die Energie der gestérten Bewegung ist in erster Naherung: 
E = Ey+ rt; 


es ist aber, wenn wu die exzentrische Anomalie bedeutet: 


r = a(1—écosu); 
2% 
1 a? (5 J? — 3 J,?) J? 
= es: far 1 —écosu)? du = > (2+ 34) = 52 24m202 ” 
0 
also: 5 9 
¢ 4 2 2 — 
pa _2eme eke 3 Jo?) (5) 


J? 32 m2 a2 a4 


Daraus lassen sich die Graondschwingungszahlen des Systems 
berechnen: 
OE  42°mo? J (10 J? — 3 J,2) 


dnd = ), 6 
is eae J8 p l6m2arat 7 (6) 
ey ORLA: 
TS ae 16 m2o2m4 *” 


v, erhalt einen positiven Zuwachs zum Ausgangswerte, die Um- 
laufsfrequenz wird also vergréBert, die Umlaufszeit des Elektrons in 
der Ellipse mithin verkleinert. Das Auftreten der zweiten Grund- 
frequenz v, bedeutet, daB die urspriinglich feststehende Ellipse eine 
Periheldrehung nach Art der relativistischen Ellipse eingeht, deren 
Frequenz in erster Niherung proportional zu f, also klein ist. Uber 
die weiteren Anderungen der Bahn gibt uns diese Betrachtung keine 
Auskunft, daher wir zu einem direkteren Verfahren greifen, das auch 
ohne gréere Schwierigkeiten zu héheren Naherungen fiihrt. 


II. Wir haben in den vorangehenden Gleichungen vorausgesetzt, 
daB in der Anfangsbewegung & konstant bleiben und nur # langsam 
wachsen sollte. Da aber insder Endbewegung # = 0 sein soll, ist 
dies nur als eine erste Approximation anzusehen, % mu an einer 
Stelle der Ubergangsbahn abzunehmen beginnen; als einfachstes 
Anderungsgesetz legen wir, wenigstens fiir den Beginn der Bewegung, 
das lineare zugrunde: 


% = m% + mB, (7) 
wo a, der Wert von @ fiir die Ausgangsellipse, » eine positive Kon- 
stante der Dimension [13] bedeutet. Weiterhin kénnen wir uns fiir 


hinreichend kleine 6 die Energie E der augenblicklichen Bewegung 
in der Form entwickelt denken: 


B= H+ EH p+ #EB+.--. (8) 


a lt 
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Es kommt uns zunichst darauf an, die Ausdriicke fiir Ey, und 
E, zm finden. Dazu stellen wir die Phasenintegrale auf. Deren 
erstes lautet: 


° / ») ¢ 
T= P mide = mp 2 2B 4 2B yp 2o, ot (9) 
r m m 


Wir entwickeln die Quadratwurzel nach p: 


r 
m m m m m 

1 E mn 

eg Se Ly ae ee 
=| 9 2% 4B pes Mtn m” 
m m me 2B, aro? ey p? 
m m2 

Ey , 
+ p m ps Pt Ber — ir)? n 
\2 alia ae alee PF (Vy? ay 
m m m? m m m? 


Setzen wir dies in (9) ein, so erhalten wir in abgekiirzter Schreibung: 


J, = SI + BI + BA" +-- (10) 


und dabei ist nun: 
dr Oy p? 
v4 95 diag V eats 
J,° =S8y mB > 2 ) r ite r+ 2m Ee 


— Mm 


und dies ist nach (4) nur die Auflésung von (3). Weiterhin wird: 
3 Oy p> 5 3 L GE, 


— s— aa —n)- (10b 
8 mEy? 16 Hoe ' 2 By ") ee 

Nun muf wegen der vorausgesetzten und oben besprochenen 
adiabatischen Invarianz des Phasenintegrals 


(10 a) 


A 92 - oe | 


J, = J, (11) 

sein, mithin miissen die GréBen J,’, J;/... verschwinden. Es gibt also 
‘(10b) eine Gleichung zur Bestimmung von £,, aus welcher folgt 
vy 2 Eon 5 Oho? 3 po? i2 

Bs OTe Rag Ie Ped a Bly 3} 


Setzen wir hierin n — 0, d.h. lassen « = % konstant, so wird 
(12) mit Beachtung von (3), (4) mit (5) identisch. Wir bemerken, 
daB, wie zu erwarten stand, H, positiv ist, und um so gréfere- Werte 
erhalt, je gréBer n, d.h. je starker die Abnahme von «& ist. 

16* 
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SchlieBlich ergibt eine langere Rechnung fiir J," den Wert: 
2 Ey n? 143 %5 
Gy 256 Ep? 
(10 ¢c) 


Jes 2m ( 20% By — 
4) Vy — ie 
ie aes rs a) oY a hide! 
mEyt | 64m? E,8 
Es muS aber J,” aus dem Piao. Daas verschwinden, wie 
oben J,’ Dies gibt eine Gleichung zur Bestimmung von H,, deren 
Lésung lautet: 
Ey n? 143 a5 45 O92 p? 21 pt 
Ba = “YT 512 BS ' 128m Es 128m E8 
3 np? 5 n HX 
2m Hy 4H? 
Speziell folgt fiir konstantes «, d.h. n = 0: 
143 m3 ao + 180 m Ey % 2p? — 84 Ey? p* 
512 m? Ey? 
J®.(— 143 J* + 90J° J,” + 21 J.) 
O14 mo Oo 710 
Damit ist es uns gelungen, den Wert der Energie bis auf Glieder 
dritter Ordnung zu ermitteln. Wir stellen den Ausdruck der Energie 
in den Phasenintegralen zusammen. 
Faye __ 2 1? Mm ot? B- 5% 3IPI” — Anm7* 0 
Je 32 24m? 32 24m? a? A ji 
143 Jor 45 J° J," 21 J® J, 
Pa: 214 m5 496 7010 eae ee tT sf a (14) 


(13) 


n=0 — 
Ea=0 — 


I 


-- 


ae hae 5nJ” 22mn?2 
16 m? 2# 0498 16 mints Je 


Damit ergeben sich die Ausdriicke fiir die Grundschwingungs- 
zahlen des Systems: 


igs OF 4m mo? ma oa ec ft samo | 


Se AO LPS f-2 16 24m? x52 ye 

ch | J°.(— 715 J* 4 360 JP 7,0 + 63 J,0*) 

; 213 m5 0¢96 7710 

28 Ta —10 I) me 
eee (15) 
vy = OE gg BIPK 5 gy (TP I(45 I + 21.540) 
wietns0 dg? 16 24 m? 092 212 m5 496 7010 
i Ba ; 
. ea 
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Man sieht aus diesen Ausdriicken, da8 der Einflu8 von n, d.h. 
der Abnahme von @, den wir in den Gleichungen (6) noch nicht be- 
riicksichtigt hatten, sich in erster Ordnung nur bei v, in einer Ver- 
minderung der Frequenz bemerkbar macht, so daB sich hinsichtlich 
der letzteren das Anwachsen des elastischen und die Abnahme des 
Newtonschen Feldes kompensieren. Der Effekt auf die Perihel- 
drehung AuBert sich erst in der zweiten Ordnung in einer Verstarkung 
der schon an sich negativen Frequenz. 

Wir gehen nunmebhr an die Integration der Bewegungsgleichung. 
Diese lautet: 


dp = z. 5 dr : 
Beat = ee ae 
‘ m n+ ae m ao an 
p.dr 1 : x _ et - r 
gg tO rs hit 18) 
2 ya — a eee (V a mre) 
m m m? m m m2 
oder, integriert bis auf Glieder zweiter Ordnung: 
- p?+ moeor 
g = — arcsin as 2 
mr Ya +e 0 p* 
—2 
+8! rr tame tier 
\4 Ey? V¥—2m Ep i >, 2 Hop? 
| 4+ — 
m 
Smn 
p(4m Bar? —7 mayr — pt + “7™ Bat) Cheat, Ws 
Petad.jinr—inarop || 


Das von # freie Glied stellt die Gleichung der schon oben be- 
sprochenen Ausgangsellipse vor. Weiterhin erkennt man in dem mit 
B multiplizierten arcsin die Existenz der Perihelverschiebung; diese 
muB dadurch zustande kommen, dai bei jedem vollen Zyklus der 
'Koordinate g der Term: 


226 - St fini 
4 Ey? V—2m Ey 


hinzutritt. Die raumliche Frequenz der Periheldrehung ist also: 


4Es.Y¥—2m Ey _ —64 mo mba __ vy (18) 
2 po B 3 IY I,° B Wa 
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ein Resultat, das auch von der allgemeinen Theorie gefordert wird. 
Man sieht iibrigens, da8 das Vorzeichen der Perihelverschiebung 
negativ ist, d.h. es wird der maximale Abstand vom Kern wieder 
erreicht, bevor der Winkel g einen ganzen Kreis vollendet hat. 
Offenbar zeigt sich hierin schon das beginnende Streben zur harmo- 
nischen Ellipse hin, bei der ja der maximale Abstand bereits erreicht 
wird, nachdem g einen halben Kreis durchlaufen hat. Die zweite 
Naherung zeigt, daB sich die Periheldrehung auch in der zweiten 
Ordnung 4ufert, wie schon nach (15) zu erwarten steht. Interessant 
ist der Einflu8 der GréBe n auf die Bewegung, er 4uSert sich in 
einem, bei positivem Zeichen der Wurzel negativen, zu Bn propor- 
tionalen Zusatz zu g, d.h. in einer Verbreiterung der Bahnkurve. 

Weiterhin wollen wir untersuchen, wie sich die Wurzeln der 
Gleichung § 2 (9), d.h. die Aphel- und Periheldistanz unter dem 
Einflu8 des Zusatzfeldes andern. Bezeichnen wir ihre Werte in der 
Ausgangsellipse mit 7, so setzen wir fiir die aus r hervorgehenden 
Wurzeln eine Entwicklung nach # an: 


r=7r+o8 + eB+--., (19) 
dann gibt die Substitution in die bestimmende Gleichung § 2 (9) fiir 
die Koeffizienten ¢,, c, ... die Gleichungen: 

—r+Prk, + 2 Eyre, — %c,—nr = V, | (90) 
Arie, + B78 4 IF, o, FE Eye,2+- 2 Eyre, tye, —nc,==- 000) ee 
Aus der ersten dieser Relationen folgt mit Beachtung der De- 
finitionsgleichung (1) von 7: 
C, (2 Hy f — %) = r*— Er? + nr 
=F G beni a a —n) “3 cc 8 RR 3 

0 16 mEp? 8 m?Eo? may 
3 Ota? 1 Chg p? n (21) 
~ 16 Et | 8 mE? 2B, 


3 Ot? 1p? n 2 Ey p? 
“7 lake Et 16 mE aT) |e Bf = 
Setzen wir das positive Zeichen der Wurzel, so erhalten wir exe 
gehérig zur Periheldistanz 7,; das negative Zeichen der Wurzel da- 
gegen gibt den zur Apheldistanz 7, gehdrenden Wert c,”. Es kommt 
uns auf das Vorzeichen dieser Koeffizienten an. 
n = 0, d.h. bei konstant gehaltenem a: 


Zunichst ist fiir 


1 
CY ae dea | Bma?+2.Bop!) eta (82 Bap?) Ye a os (22) 
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Das erste Glied der Klammer ist negativ, wir beweisen, dai der 
ganze Bruch negativ ist. Dazu miissen wir zeigen, daB: 


ly 2 
(3 m co? 4-2 Ho p*)? 09? > (3 m oo? — Ey p?)?- Cs | ) 
Ep? 8 2) E, »2 
d. bh. 15 Ey20%2 pt > 2 =f; Sas os 


eine Beziehung, die wegen (2) und-da Ey < 0 ist, vollkommen 
erfiillt ist. Es ist also ci=°< 0, d.h. Perihel- und Apheldistanz 
nehmen ab, und da |c,'’|>¢,'|, ist die Annaherung des Aphels an 
den Kern starker als die des Perihels, kurz, die Bahnkurve zieht sich 
zusammen, was in gewissem Sinne selbstverstiindlich ist, da ja zum 
herrschenden Feld noch ein weiteres Attraktionspotential hinzukommt. 
In diesem Zusammenhange wird auch das oben erhaltene Resultat 
plausibel, daB die Umlaufsfrequenz fiir n = 0 vergréBert wird, was 
eine Folge der Bahnkontraktion ist. Ist m — 0, so tritt gem&B (21) 


% ee eee? ; : 
exe" =° der Term: — ee hinzu, der positiven Zeichens ist, und 


0 
daher dem Effekt des Zusatzfeldes entgegen wirkt. Fiir groBes n 
werden beide Wurzeln vergréfert, und zwar die Apheldistanz mehr 
als die Periheldistanz, die Bahn dilatiert sich, weshalb auch ihre 
Umlaufsfrequenz in Ubereinstimmung mit (15) abnimmt. 

Das soeben abgeleitete Resultat, daB die Aphel- und Perihel- 
distanz durch das Zusatzfeld- bereits in erster Ordnung beeinflubt 
werden, widerspricht nicht dem Lagrange-Poissonschen Theorem 
von der sakularen Invarianz der Bahnachse. Es ist naimlich bei der 
gestérten Bewegung nicht mehr der einfache Zusammenhang zwischen 
den genannten Distanzen und der groBen Achse giiltig, der in. der 
ungestérten Bahn gilt. Die gestérte Bahn ist ja, wie wir gezeigt 
haben, eine langsam rotierende Schleife von elliptischer Gestalt, wie 
sie in der spater zu erlauternden Fig.1 gezeichnet ist und wir baben 
zunachst den Sinn des Lagrangeschen Wortes ,,Achse“ festzustellen. 
Dazu denken wir uns in jedem Punkte der wahren Bahn die Osku- 
lationsellipse bestimmt, d.h. die Ellipse, die in dem _ betrachteten 
Punkte mit der wahren Bahn Koordinaten und Geschwindigkeiten 
gemein hat. Betrachten wir die Gesamtheit der Oskulationsellipsen, 
die zu allen Punkten einer ganzen Bahnschleife gehéren, dann zeigt 
sich, daB ihre groBen Achsen eine kleine periodische Variation er- 
leiden, deren Periode mit der der wahren Bahnschleife zusammenfallt. 
Das Lagrangesche Invarianztheorem besagt dann, daB, abgesehen 
von diesen kurzperiodischen Schwankungen, die Achsen der Oskulations- 
ellipsen sikular invariant sind. Offenbar sagt daher der Satz nichts 
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aus dariiber, wie sich die extremen Distanzen vom Kern in erster 
Ordnung indern. Es ist sehr wohl méglich — und dieser Fall liegt 
gerade in unserm Beispiel vor —, da8 sich sowohl die Perihel- wie 
die Apheldistanz verkleinert und trotzdem die ,grobe Achse“, d. h. 
das Mittel iiber alle groBen Achsen der Oskulationsellipsen der Bahn- 
schleife, wie es nach Lagrange sein muf, in den ersten’ beiden 
Ordnungen unbeeinfluBt bleibt. Perihel und Aphel liegen jetzt gar 
nicht auf der grofen Achse. 

Noch eine Bemerkung zum behandelten Fall! Die Diskriminante 
§ 2 (12) ist fiir kleine 6 zufolge der Bedingung (2) negativ, die 
Gleichung § 2 (9) hat demnach im Anfange der Bewegung nur zwei 
reelle Wurzeln, fiir die wir oben die Entwicklungen abgeleitet haben: 


r= 7, +, B+ 6) 62+---3 rg = 14+ 6"8 4+ 6,782 ++ (23) 

Die beiden anderen Wurzeln sind konjugiert komplex und daher 
fiir die Bewegung belanglos. 

§ 4. Der Fall D = 0. Uber die nun folgende weitere 
Zwischenbewegung 1la$t sich zunachst allgemein sagen, daf man die 
Abhangigkeit zwischen «# und 6 so zu wahlen hat, da8 die Diskrimi- 
nante § 2 (12) der Bewegung negative Werte hat, solange E negativ 
ist; erst wenn 

E>0O und bee (1) 
geworden ist, darf D positiv werden, andernfalls wiirden namlich 
simtliche Wurzeln der Gleichung § 2 (9) konjugiert komplex, alsdann 
die in § 2 (6) auftretende Wurzel bestindig imaginir, also eine Be- 
wegung iiberhaupt unmdglich. Akzeptieren wir auf dem gesamten 
Transformationswege die lineare Abhingigkeit von % und 8, und ist 
% der Anfangswert von a, 8) der Endwert von 8, so gilt: 


a= m+ hn; B=Bt—; n=—®>0. (2). 


Die Forderung, daS, mindestens solange H2 << 2 ime ist, die 
m 


Diskriminante D negativ sein solle, l4Bt sich dann in einer Relation 
fiir «% ausdriicken: 


32 
8 p?.(m H2 — LY mee 5 (m 2 — 2 p*Bo). a 
i 32 
ao (4 m3 BS — 72m? Ep? By + a) . 062 


72 oats 27 
oe a E'p? . 03 — 27 m3 Bo . «4 — = me <0. (3) 
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Diese Beziehung kann nur fiir den ersten Teil der Bewegung 
erfiillt sein, da in der Endbewegung « = 0 ist. Der Ubergang fiihrt 
also zu einer Stelle, an der D — 0 ist... Dies bedeutet, da8 dann 
zwei der Wurzeln von § 2 (9) zusammentallen, nimlich diejenigen, 
die bislang konjugiert komplex waren und jetzt zu reellen Werten 
tbergehen. Die Bewegung ist in diesem Punkte streng integrierbar. 


Wir nehmen also im folgenden an, es sei D = 0, oder nach 


§ 2 (12): 


b2 ae b as . b a 
————S ————, — —— a 4 
4 27° 2 / a7 ) D / 3? (4) 


wo a, b die in § 2 (11) angegebenen Ausdriicke reprisentieren. Dann 
ist daselbst nach (13) ff: 


a 1 6 Bp? 
eS at ale en ok 2 
4=4=)-2 9 ee 3 3B yet i 
2b, 2 6 Bp? FE gh 1 para g OAD. 
n=ag tap [ete aie city leak YET Rear e 


mithin lauten die Wurzeln von § 2 (9): 
ee. paES Sime +a]/z— 1 m+ pe) 
=3 : ee {\/2+ pos —2)/z— ae ns Set (6) 
i hie |)» a, m+ See" pee 


Gemi8 der definierenden Gleichung bestehen die Relationen: 


ry +2 + 2r5 = 0; Dita Fare Cals | a 
9 Coke ee 1 1,'3? = ——S 
To + 2(ry +12) %3 +73? = B? 172% Im Bp’ 


die sich auch leicht an Hand der Ausdriicke (9) verifizieren lassen; 
r, und 7, sind zwei positive reelle Wurzeln, denn die Realitaitsbedingung: 


p>} m+ Be ist mit (1) identisch und also eine wesentliche 
m 
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Voraussetzung dafiir, daB D verschwinden diirfe. Die Bewegungs- 
gleichung des Elektrons lautet jetzt: 


dg = = ; 
of n—n rn) 
=u 
g= Pp. Be 1, +19)P Ty 19 (7) 
r, Y2 mp — Yo r(r,; — 1) 
ee {(r1 + 19) rs — 27,72} + (; + 1p — 275)r\ 
+o (7, — T)-(r — 73) | 
Dabei fiihren wir die Bezeichnung ein: 
2 
%=—152+173(71+%2)—11%2 = —3 732-11 Fo = “3 E+ Se, (8) 
m 
Unter Beachtung von (6) laBt sich (7) schreiben: 
— (rr +%2) 7-27, 1% 1", Yo —2 (rr. +732) —4rg.1r 
= are sin — 1°? arexsin - = 9 
bs rises) ty al (71-12). (r—73) ) 


oder nach (5) explizite: 
2 1/ / 6 Bp? l / > SBP 
Vag) B+ Veter t ppt) 
gy = arcsin - 
ae 
‘ae ay eae 


=2 |) m3 $8 6 Bp? a epost bby 
epee r 12 [an ti) 


Da in diesem Ausdruck die Konstante o weegefallen ist, ist 
keineswegs befremdlich; wir haben sie mittels der Gleichung D = 0 
eliminiert. Die Bewegungskurve wird begrenzt von den beiden 


Kreisen r = r, und r = r,, und zwar sind die Werte der beiden 
arc sin: 


arc sin 


* 1 
firs =75 ees 242, firr==r4,: —F+ 2An; (A= 0,1,2,... co), 
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wie sich aus ihrer Form in (7) sofort ergibt. Es ist somit: 


firr = 1: p=F II Ds ys maten}, 


fir r = 7,5: p= — $i +4a— Yeataal. 


Die Differenz des Argumentes fiir zwei benachbarte Extremlagen des 
angezogenen Elektrons ist: 


nt). 
x (1 = #) (11) 
Ks ist interessant zu sehen, daB sie zwischen der entsprechenden 
Differenz bei der Ausgangsellipse (= 2) und bei der Endellipse i= 4) 


liegt; dazu hat man nur nachzuweisen, daB 


[ Yim 4 $82 _y 
(3-\/ =e <i 
aes 


; 6 Bp2 2 
yeti <2n; eee 


ist, eine Voraussetzung, die wir bereits in (1) getroffen haben. Also 
ist (12) in der Tat erfiillt. Weiterhin ist die durch (10) dargestellte 
Bewegung | in g, und zwar ist die Periode 


Vie 
eh a —— 13) 
Beiaed 


auch zwischen derjenigen der 2a i mz) und der der End- 
bahn (x) gelegen, so daf in dieser Hinsicht die Bahn einer Kepler- 
ellipse mit mehr oder minder starker Periheldrehung 4hneln muf. 

Um die Bewegung quantenmifig zu untersuchen, berechnen wir 
zunichst die Phasenintegrale: 


do J poe =P miar = =e mpi JFrame) 


= 2mB- {Fan tan (2Van—m tr) 


oder 


=—2ap+ > fa4/2 mp opp — ny 2 J, = p= 2p. (14) 
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Da wir gleich die Bewegung als im allgemeinen nicht entartet 
nachweisen werden, kénnen wir diese Gleichung nach £ auflésen und 


erhalten: 


2m 2 5} 3B Is? 
th) +5 )7P-2=5 5 me lat | (15) 


ee? a ae 
ba LY Satta F 2H) 


Welches von den beiden Zeichen der Wurzel zu akzeptieren sei, 
zeigt die vorausgesetzte Beziehung (1). Ware namlich das untere 
Vorzeichen giiltig, so miiBte einerseits: 

BS 0, “ah 9, Jee os 2 as 
3J;2 + 6 J, Jog — Ja? < 0, 
andererseits 


2 ——— 
TDi ars db. 55,2+10d,Jq + Jg?—4(J, + Jo) VIa (Si + 2e) > Jo's 
9J,2+ 18), J,—16J,2 >0 
sein, welche Ungleichungen nicht zusammen bestehen kénnen. Es 


gilt mithin in (15) das obere Vorzeichen. Weiterhin finden wir aus 
(15) die Grundschwingungszahlen des Systems: 


OE Vee 2(Ii: +s) \. 
OF, HF Am YI 2d) 


= 2 = alee [lt jee theel, 

Pm ie Lees i Se 
Man sieht, da8 sie im allgemeinen linear unabhaingig voneinander 
sind, die Bewegung also nicht entartet ist. Dasselbe erhellt aus dem 
Ausdruck (13) fiir die Periode, der im allgemeinen durchaus nicht 
mit 22 kommensurabel ist. Es sind demgema8 J, und J, die zu 


quantelnden Gré8en, und wir haben zu setzen: 
j= Nhs: dg SS Nh; 


=A {(m ++ Mg) + 2 yn, (ny +2 Ms) > * | 


Der zu dieser Bahn gehérige Wert von a@ laBt sich aus der 
Gleichung D = 0 ermitteln, durch die ja unser Spezialfall charakte- 
risiert ist. Wir entnehmen diese Relation aus § 2 (12): 

— 27 m8 B.a4 + 4 Em? (m E3 — 18 Bp?) . 2 
+ (8 m? 4p? — 32 mBE*p* + 32 B2p ) — 0; 


1 
OO = se gag \2mE (mE — 18 Bp!) +2 Ym (mE + 6 Bp?)s), 


y= 


(16) 


(17) 


(18) 
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Substituieren wir hierin (15), so wird der Ausdruck von o in 
den Phasenintegralen: 


C= ] Bb 
mm ¥ 2m 


FT, + 2 Ia) eda VI, Wy + 292). (19) 


Damit ist die Bahn im Falle der verschwindenden Diskriminante 
vollkommen behandelt. Sie ist in der spiater zu erklirenden Fig. 3 
dargestellt. Da sich die Bewegung streng integrieren la8t, kénnte 
man versucht sein, den weiteren Verlauf unserer adiabatischen Trans- 
formation so zu lenken, daB, wenigstens eine gewisse Strecke weit, 
die Relation D = 0 bestehen bleibt. Wir kénnen dies dadurch er- 
reichen, daB wir 6 beliebig anwachsen lassen, dann ist nach (15) und 
(19) # und @ eindeutig bestimmt. Die Bewegung behilt den im 
vorangehenden behandelten Charakter bei, d. h. bleibt im allgemeinen 
,nicht entartet“; infolgedessen diirfen wir den Satz von der adia- 
batischen Invarianz der Phasenintegrale benutzen, demzufolge wahrend 
des adiabatischen Anwachsens von # die GréSen J und J’ erhalten 
bleiben. Damit ist dann auch nach (15) und (19) das Verhalten von 
E und « bestimmt: E wichst proportional mit 62; |o| nimmt zu 
proportional zu fs. Um die Anderung der Tghn zu verfolgen, 
schreiben wir in abkiirzendem Schematismus die Gleichungen (15) 
und (5): be 

E=EVB, = uf-", (20) 


wobei E, 1; adiabatisch invariante, nur von J, und J, abhangige 
GréBen bedeuten. Damit lautet dann nach (9) die par pe 


(ry 44) r ¥B— 2 5 
(+) VB as 
- Ty Vp . te ore (21) 


g = arcsin 


arc s1n 


t32 — Ys (rt, + 9) + 11 Yo (r VB — ts) 


und diese Beziehung ist invariant gegeniiber jeder Anderung von £, 


wenn wir setzen: 
1 


>: 
VB 
Dies bedeutet, daB die Gestalt der Bahn, ihre Periode usw. voll- 


kommen erhalten bleibt, wahrend die Gleichungen (20) und (22) zum 
Ausdruck bringen, daB dabei alle Radienvektoren eine Verkiirzung 


(22) 


i= 
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proportional zu B—“*, die ganze Bahn also eine Ahnlichkeitstrans- 
formation vom attrahierenden Kern aus erleidet. Insofern wir also 
hier nicht einen neuen Bewegungstypus finden, diirfte es mithin 
unzweckmiBig sein, die Transformation so-zu lenken, daf auf eine 
gréBere Strecke hin D = 0 ist. 


§ 5. Die Bewegung bei kleiner Diskriminante. Durch 
die im vorigen Paragraphen streng integrierte Bewegung bei ver- 
schwindender Diskriminante ist es uns méglich gemacht, auch die 
anschlieBende Bahn bei kleiner positiver oder negativer Diskriminante 
yu verfolgen. Es ist einleuchtend, daB der weitere Verlauf des 
Transformationsprozesses in der Weise zu erfolgen hat, daB 6 wachst 
und «% abnimmt, wobei dann die Diskriminante zu positiven Werten 
iibergehen muB. Bezeichnen wir die zum vorhin betrachteten Falle 
D = 0 gehiérigen Werte von «, FE, 9, ri, B baw. mit %, Ey, Po, 175 
Bo, so wird fiir die anschlieBende Bewegung zu setzen sein: 


Ppp a, %G=%m+n8B,, H=— E+ 2#4,A,, (1) 


wobei » und £, positive Gréfen sind, die man in erster Naherung, 
d. h. fiir kleine Werte von f,, als konstant ansehen darf; betreffend 
E, werden wir diese Behauptung am Ende des Paragraphen veri- 
fizieren. Das Inkrement B, ist positiv nach der Bewegung D = 0, 
d. h. bei Annaherung an die quasielastische Ellipse, negativ vor dem 
Falle D = 0, d.h. bei Annaherung von der Keplerellipse her. Fiir 
kleine Werte von $B, kénnen wir die Bahngleichung nach dieser GréBe 
entwickeln und, worauf es uns in der Hauptsache ankommt, die 
Anderung der Periode § 4 (18) iiberblicken. 


Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung 


p dr 
dq = y2 WB = E : = = 2 (2) 
rt rcteene 
p p 2mp 
Hierin ist zu setzen: 
By pio Ky _ Ly — Bo, . Eo Bok, 


Dare ar Bo? Bock Saas eae teas 


a %) Oy —N By 


= a p Oy — 0 Bo 2 
BB oe Bae ee ne 


BP ae hyp? p? p 
amp. ImBo  Impoa P} Oran Got gle 
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~ so daB E 7 p? 
fe Sy peng) 
BT Bt ie 
77 


ss Ey oe 0 p? Ey — BoE, Oy —n Bo p? 
(—fetfirtaty) A(EGh En  G2h a 


$6e(— APP yap to—aBe, | oY 


Bo* Bo® 2 m Bo3 / 
= 2," (r — 1,°) (r — 140)” + CB; +C,B,? +--- 
V 2mB ir. (r —15°) ¥ (11° — 1) (r —1,°) 


B, i ee ae rhe Re 
2 r(r —r,°) (r — r,°) (r — r3°) V(r,° —r)(r—r,°) f 


(3) 


Integrieren wir diese Formel, so ergibt sich unter Beachtung der 
Identitaten § 4 (6) ein Resultat der folgenden Form: 


=e 0 5 D7 Oo 8 
— al Paras rie? ae fa 
r3°V 2mB \Yr,or,° ©(r;° — 1°) 
— 2(r,°r.° + r,°) —4r,°r| 


1 : 
Bs ae are sin (9 — 59) (r — 75°) J 


(73° + 12°) r — 27, r,° 
r(7,° — 1°) 
— 2 (r,9 71,9 + 7397) — 47,97 
Cy te tar) 
+uv V (r,° —r)(r—r,°). (4) 
Darin stellt die erste Zeile die von £, unabhingigen Glieder dar, 
die mit denen des Falles D=0, d.h. § 4 (7), iibereinstimmen 


miissen. 9, 6, v sind mit £, multiplizierte Ausdriicke, von denen die 
beiden ersten folgende Werte haben: 


+ 0. aresin 


+0.aresin 


Cie 
2 2 Bo 
rs p : B; E 1 i 
V2mpB, 2¥—x Bos? (71° — 15°)* (72° — 15°)” (5) 


a SoU je 2 15 2 57 6 

{onr,° (ro° creeete te: 4 11 re” Vesta ee hee (172° = fa). Agog" 
5 2 3 2 4 5 6 

—57r,° ro — 87,07 7,0° 4 16159" 159° —6 179 1799° — 61391799” — 19°") 


Weiterhin miissen wir beachten, da8 in den Gliedern nullter 
Ordnung in (4) noch die GréSe f auftritt, diese Terme also erst 
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nach Potenzen von f, zu entwickeln sind. Daher lautet der gesamte 
Koeffizient nullter und erster Ordnung von 
(77° + 19°) tert LE % : 
r (r,° — 13°) 
p__. (1- 5B) +0 =1, (6) 
3° V2mBy Vr,°r.° 2 Bo 
ist also gegen den entsprechenden in § 4 unverandert geblieben. 
Analog ist der gesamte Koeffizient von 
— 2 (1,9 1.9 +:r,9°) —47,°r 
(r= rs") (ee 


Pp 1 p, 
73° V—% . V2mBy (2 zp)to 
a ~P pPy ot! 1 

73° V —% ¥2 mB, 2 By V2mBy Ys o~—x (r:° eh, * (729 — 15°)” (7 

< {8739 (r.0 + 27,91,9 + 17 7,0) — 12 FE, 13°” (75° + 15°)” 

Se (—ir,°° + 315074? + 82 730° 75 + 12 ah Fei + 3 13° 130)}- 

- Wir wollen nun an Hand dieses Ausdruckes nachweisen, daf mit 
zunehmendem #, der Unterschied der Phase fiir r = r,° und r = r,°, 
den wir im Falle D = 0 in § 4 (11) gegeben haben, abnimmt, fir 
abnehmende #, dagegen wichst. Die wichtige Bedeutung dieser 
Tatsache werden wir unten diskutieren. 

Der erste Bestandteil in (7) ist von nullter Ordnung und gleich 
dem entsprechenden Koeffizienten in § 4; da r;° < 0 ist, ist er nega- 
tiven Zeichens. Dasselbe wollen wir jetzt im Falle 6, > 0 fiir den 
Koeffizienten erster Ordnung nachweisen; dazu haben wir zu zeigen, 


daB jedes der Glieder in der Klammer von (7) negativ ist. Beim 
ersten Term ist nun 


are sin 


are sin 


he 5.4! 
70° + 2159159 + 1T ro” > 190” 4.2 159150 + ide A +r,°)' > 0, 
somit 150 (ro? + 215919 + 17 75%) < 0. 


Beim zweiten Term ist die bebauptete Tatsache sofort ersichtlich. 
Um das dritte Glied zu untersuchen, setzen wir fiir r,° und r,° die 
in § 4 (5) gefundenen Werte ein: 


3) Versa on 


6 2 
w= — 3 Vag) ets Ba Yar 
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sodann wird der Wert der in Rede stehenden letzten Klammer von wee 


3 
oe Dy 13°" (r30° oe 2 130° 15° an 9 13°" 10° ae 8 f,° r,0° Tae yi) 130°) 
2 
= 3° Bo p? 
Dieses Glied soll negativ sein, also muB die letzte Klammer 
positiven Zeichens sein. Dies ist in der Tat der Fall, denn es ist 
ope ok 


m 


2 
17 Hypa Po 4 19H) R = (R—2B))(—7R+5 4). 


i — Ep?, 


(8) 


Nun gehen wir an unsere alte Bedingung § 4 (1) heran, aus der 
ersichtlich ist, daB stets 
R= 2k 
ist; da ferner 6 => 0, ist auch 
R => Ey. 


Die Nullstellen von (8) sind aber R=EH, und R= 2E,; 
zwischen ihnen, also a fortiori fiir 


Wh 2th eae. (9) 


ist die besagte GréBe positiv, wie wir behauptet hatten. 

Zusammenfassend haben wir also das Resultat gewonnen, dah 
der Koeffizient des ersten arc sin in erster Niherung unverandert 
bleibt, der des zweiten are sin aber bei positivem Zuwachs #, ein 
negatives Zusatzglied erhalt. Wir bilden nun 

o = ol" —glr=" = x(1 +2), 

worin fiir t der Wert aus (7) einzusetzen ist. Vergleichen wir diese 
GréBe mit der entsprechenden in § 4 (11), so sieht man, daf fiir 
wachsendes f, d. h. 6, > 0, w abnimmt, fiir abnehmendes p (A, < 0) 
dagegen @ zunimmt. Dieses Resultat war allerdings zu erwarten, es 
zeigt uns den stetigen Ubergang von der Keplerellipse (o = 2) zur 
quasielastischen Ellipse (@ — 2/2) auch im Hinblick auf die Periode 
und die Periheldrehung. Letztere erfolgt, wie in § 3 gezeigt, im 
' negativen Sinne, wird mithin nach dem eben bewiesenen fiir wach- 
sendes f, absolut genommen, stiirker, fiir abnehmendes 6 schwicher, 
d. h. die Bahnschleifen riicken bei wachsendem # weiter auseinander, 
bis schlieBlich bei der harmonischen Ellipse sich je zwei aufeinander- 
folgende Schleifen unter der Periheldrehung 2 zu einer Ellipse zu- 
sammensetzen. Wir werden dies an unseren Figuren noch genauer 


verfolgen kénnen. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. ibe 


234 Harald Geppert, 


Es bleibt uns nunmehr noch iibrig, den Wert der oben ver- 
wandten GréBe E,, der Zusatzenergie, zu berechnen. Dazu verfahren 
wir wie in § 3 und stellen zunichst das Phasenintegral auf, das wir 
unter Beachtung der Gleichungen (1) nach- 6, entwickeln : 


/ 
2 20 2 
yes mar en + 8 
7: m m 


m m2 
= 1-6. )/3% > Wet + 
2By J (r— 1, V(r —1) (r— 29) 
mn i Bs 1 7 | 
= J, = a ees aM , eet r.o° — Er. -Qa+..- 
1 pV 3 | 2 Bo 1 = Oa 17e!) | 
Nach dem Satze von der adiabatischen Invarianz der Phasen- 


integrale muB J, = J,° sein, die letzte Klammer also verschwinden. 
Dies gibt eine Gleichung fiir die bislang noch unbekannte GréBe E;,: 


30 aa y—« 


= A Os : 
_thyg ig, Van Bt Bt (10) 
1 tala 
Soy nh She ee 
VB." Vep." Bf 


Wir zeigen, daB dieser Ausdruck positiv ist. Zunachst ist der 
Zahler schon fiir n = 0 positiven Zeichens, denn es gilt 


ok {4/3 
E,VR> = y2 (Ey + R)*2 
oder 
4H? R > HPF + 3H 2R+ 3 E R?+ R,8, 


was wegen (9) in der selbstverstindlichen Relation enthalten ist: 
54 Eo? > HF (1+3.24+3.4-+4 8) = 27 B3. 
Ebenso ist in (10) der Nenner positiv, denn es gilt 
V6R>YH+R, 5R>E, 


als eine stets erfiillte Beziehung. Somit ist gezeigt, was zu erwarten 
stand, daB EH, > 0 ist und daf die Energie um so stirker wichst, je 
groBer n ist, d. h. je mehr die Newtonsche Anziehung abnimmt. 


§ 6. Die Endbahn. Wir gehen nunmehr an die Diskussion 
der Endbewegung und approximieren die letztere von der harmonischen 
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Ellipse aus. Zunachst nimmt die Gleichung § 2 (9) im Falle der 
Endbahn, d. h. fiir « = 0, die Gestalt an: 


E p? 
Geert == 
r B La: Py at (1) 
Die Wurzeln sind: 
yz + Ym? E2 —2mpp? | 
To = V ; 
2 Bm 


| » (2) 
1a \m? £2 — 2m Bp? 

HOSS 2m B pte MEGS SAUTE WR die Parra 
Alle vier Wurzeln sind also reell, wenn die Bedingung § 4 (1) 
erfiillt ist, die wir schon im Falle D =O hatten einfiihren miissen und 
die also wahrend der ganzen Zwischenbewegung in Kraft bleibt. Es ist 
fiir | aa 0: D as 8 p? 
~~ ms pe 

wie es ja sein mu, da die Gleichung (1) vier reelle Wurzeln hat. 
Um die Endbewegung selbst zu studieren, miissen wir erst die 
quasielastische Ellipse quantenmaBig und stérungsrechnerisch behandeln. 
Wir beschranken uns bei der harmonischen Ellipse nur auf die 
wesentlichsten Formeln. Die Integration der Bewegungsgleichung: 


(mE? — 2B p2)? > 0, 


dg = " cds (3) 
aT +. V¥—2pmrt+2Em. ri—p? 
gibt: 
Emr? — p?2 
Fe cos 29 = Hadles eh (4) 


72. Ym? E2 — 2 Bmp?” 
d. i. eine Mittelpunktsellipse, deren Halbachsen a, 6, und deren lineare 
und numerische Exzentrizitat gegeben sind durch: 


a=r, b=" 
m2? E? —2 Bmp? 
eo eer ’ 
(5) 
a Em. m? E? — 2 Bmp? — m? E® +- 2 Bmp? 
/ rT. 
Umgekehrt ist in a, b ausgedriickt: 
p—V2mp.ab, E= B(a+bd%), (6) 


Die Phasenintegrale sind: 


Po bmi ar = V2 mrt + Aimer — ph de 
r 
Eman (7) 


Li 
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Das System ist ,eigentlich entartet“ und streng periodisch, daher 
die zu quantelnde GréBe: 


2Eimx 
= 2d dg , (8) 
‘ ates Vy 2mB 
woraus umgekehrt: s Cins 
odie ok. 
Ee a | ag eee 


Die Hamilton-Jacobische Wirkungsfunktion lautet: 


a, art]. mB Ty? 
Ce 2pm. nye oy. ocean (9) 


also die kanonischen Winkelvariablen: 


cS 
wv, = = valee tA Of Wes au, = 0, = const. (10) 
Wir wiahlen als Integrationskonstanten die GréBen: 
eva et (10a) 
Die Grundfrequenzen des Sst sind: 
OEY! |B 
= ~———— — = 0. 11 
ie Oe pr (14) 
Die zeitliche Se ce lautet: 
ay = mr.dr ; 
V¥2Bm.rt +2 Em.r? — p? 
elem | _  Lm—2pmr? 
(> — > SS - are sin ——— 
2 ¥2Bm Y m? E2— 2B mp? 
woraus der Ausdruck von r in den Winkelvariablen folgt: 
E 1 2 Bp? 


r= 2p 2B Seb re ~- cos 47w,. 


SchlieBlich erwahnen wir die im folgenden benutzte Darstellung 
von r durch den Polarwinkel o: 


r=. (12) 

V1 — & cos? p 
Damit schlieBen wir die Behandlung der harmonischen Ellipse 
selbst ab und gehen an die durch ein kleines Newtonsches Zusatz- 


feld a/r erzeugte gestérte Bewegung. Dann ist nach der Born- 
Paulischen Methode die Stérungsenergie: 


abe (3), | (13) 
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wobei sich die Mittelwertsbildung iiber die Winkelvariable w, erstreckt. 
Es ist nun: 1 


@)- jrn—2yZ le 


ee Platts €2 cos? p = 2 or (E+), fo 


worin € und 6b aus “(5) zu entnehmen sind und F (3.5) das voll- 


stindige Legendresche Normalintegral erster Gattung bedeutet. Wir 
haben nun noch (14) in den Phasenintegralen auszudriicken. Dazu 
folgt aus (5): 


b2 = — : _ wees Nels) == ete Tt J? ¥ ie 
mE+YmE2?—2Bmp? 2x V2mB{T+ ysI2— J 
a? == == Js 9 e2 VJ! J, ‘ (15) 
a J x V2mp’ 
f 
alae (J VJ3— J? J2 + Ja} 
& : 


also gibt (14): 


(16) 


2 = sF (5, e) 
2m I Vr—Je 

worin fiir é? der Ausdruck aus (15) zu substituieren ist. Die Gesamt- 

energie der gestérten Bewegung ist also nach (8) und (13) in erster 


Naherung: es 
B Bm re) | 
Be Yes JT 44 (17) 
2mm on? VI + Vs? —Jy 
Die Grundfrequenzen der gestérten Bewegung sind ae 
oo, ale 
Coy hae: \am 
bf 
# (S38) és 
2 C bf 
4 Ace /3m Be: ae ) 
reeea Is J,2 2 Va ee REE eek) (1s) 
OE B 
Vo —— Odo — 2 2 x 


Ce 5 *5(7.0) 


Vityr—ielVr—sp TEV —I9 Ode 
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wobei zu substituieren ist: 
m/2 


0 eC \ aa gle [  sin?g.dg 

ao Nae Te VD — Ie, PLS sin ae 
J OF 

ey ) = J2 OT | 


Das Auftreten von v, bedeutet bekanntlich, da die Achse der 
Mittelpunktsellipse in eine zu @ proportionale Drehung gerat, d. h. 
die Ellipse spaltet sich in zwei Schleifen, die sich unter einem unter- 
halb x gelegenen Winkel aneinandersetzen, so daB die Bahn die Form 
einer Schleife annimmt, die einer in der Nahe von a gelegenen 
Periheldrehung unterliegt. 

Wir haben im vorangehenden angenommen, da # in der ge- 
stérten Bewegung denselben Wert haben sollte, wie in der harmo- 
nischen Ellipse selbst. Wir wollen nun die Voraussetzung treffen, 
daB 8, wenigstens in erster Naherung, in linearer Abhangigkeit von 
« abnehmen solle, und eine direkte Entwicklung der Bewegungs- 
gleichung versuchen. Wir setzen dazu: 

B=B+ne, E> E+ Ee, (20) 
wo By, E, die Werte von 6 und £ in der harmonischen Endellipse, 


m und H, aber positive Konstanten bedeuten. Um den Wert von E, 
zu ermitteln, berechnen wir wieder das Phasenintegral: 


2 
n= > Mar. Cie ny 2k, onan a 
m2 


m2 
ay aa 21 
eres Ls 2 Ey his ee Be ig feo. 


Bedeutet daher J,° den Wert des esa in der unge- 
stérten Bewegung, so folgt hieraus: 


ci | (Egy ey ol x 
J, = J,9— 0.20 |/ a ott Riel gis gee G \ ie 
a4 Von Ge-etaF(patt+  @2) 
Nun muf gema$ den Ausfiihrungen des § 1 wegen der adiaba- 
tischen Invarianzeigenschaft J, = J,9 sein, daher mu8 die letzte 


Klammer verschwinden; dies gibt eine Gleichung™ fiir E,, deren 
Lésung ist: ; 


as Se aA n Ey 
a = oa P(g) + + 9 Ro" (23) 


Die adiabatische Transformation der Keplerellipse usw. 939 


Fiir n = 0 stimmt dieser Ausdruck mit dem in (17) gegebenen 
iiberein, wie sich durch eine leichte Rechnung nachweisen lit. Die 
Gleichung zeigt, da8 H, positiv ist und mit n wichst, d. h. da® die 
Totalenergie um so starker abnimmt, je schneller B sich vermindert. 
Wir gehen nun an die Integration der Bewegungsgleichung: 


go= = ar 
im apy: 2B 20. pa 
— 4 : ey oe 
ry ae m ‘é m” m? 
cone DP dr : 
im Do A, Bias es 
rf — 72 2B, m 
-25 a : Fone) 
: A Ve? Ht a 0 4 ere 
(r? — a®) (r vy |/ seas 4 et a ine 


Zur Integration des zweiten Teiles ist eine Partialbruchentwicklung 
anzuwenden. Dabei zerlegen wir die auftretenden Integrale nach 
folgendem Beispiel: 


| dr ate (a — r?) (72 — B2) 


(r—a) (a? — 12) (r?—B) (7? — a) (a? — 02) 


ae dr i 7 
; | (1? — a8) V(@ =r) (#18) 


Wir machen nun die Substitution: 
— 2 
“= )o- cid (25) 
dann wird 


y | (r2 — he! (a? — = (r2 — 2) 


— . IT (u, 9), 


cin ee Sia ee ~~ a(a?— b’) 


a 


dr 
| (2 — 08) Vlas 1) (7? — 8) 


mas abe ANOLON FOREN 
, a(a2—b?) } (w2—1) VW(1—w)(1—e2u2) a (a®— b?) 
 wobei wir in Anlehnung an Legendre fiir das elliptische Integral 
 dritter Gattung die Bezeichnung einfiihren: 

du 

| = —— (26) 
so”) les — o) (1 — u2) (1 — & 02) 


— Yo 
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Somit wird schlieBlich: 


t (nr8 —E,r + l)ar 


af 2E pe 
ts Reecia gets i bee apie i mat 


1 1 f cae \ 
3 (a? — b2)? (a2 — r2) (r? —b®) Ben ae 


if ; 
+ {E, (a? + b?) — 2na? ba} | + a(@— by (IT (u, 0) — IT (u, 1)), 


und daher das Integral von (24): 


—p?+ Eymr? pa Bo : { 
yr? Vm Ey? —2Bymp? 2a (mE? —- 2 Bo p*) \ 


na(m Eo? — Bo p?) : =F FS e)-=¥(F e) 1] 
9 i oO 3 9? 
—IT(u, 1)— Pods mdi a + 


ko p? 
tae ee Bele: 
) Bo 2m Bo 


Dies ist die hinlanglich komplizierte Gleichung der Bahnkurve. 
Da die elliptischen Integrale J7(u,0) und JI(u,1) in w periodische 
Funktionen sind, so driickt (27) das Bestreben einer mit « propor- 
tionalen Achsenverschiebung aus, die im oben beschriebenen Sinne 
erfolet. 

Es bleibt uns schlieBlich noch iibrig, die Anderung der Achsen 
a,b unter dem Einfluf der adiabatischen Transformation zu unter- 
suchen. Es sind aber diese GréSen die Wurzeln der Gleichung § 2 (9). 
Wir fassen sie fiir den Augenblick in der Bezeichnung r° zusammen 


und entwickeln allgemein die Wurzeln in der gestérten Bewegung in 
der Form: 


gy = }arecos 


T1(u, 0) 


(27) 


r=rtdatd ot .-- (28) 


Dies substituieren wir in § 2 (9) und entwickeln unter Beachtung 
von (20) nach Potenzen von a Fiir den ersten Koeffizienten d, er- 
halten wir die Bestimmungsgleichung: 


d, (2 Ey — 47°” Bo) 79 = nro* — B70? 4 yo 


 —— ee eee (29) 
4 Bo 2. |e 2 Bop? 
m 


7, 
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Wir haben das Vorzeichen dieses Ausdrucks zu untersuchen, wir 
tun dies zunachst fiir n — 0, d. h. konstantes 6. Ist r° — a, so wird: 


2 BF 
F(,s) —] 


if) 
9 es ae Bo p? 
m 


—= 
d," — 


1 jl 9 25 1225 \ 
aS Sf 8 eS et a 8} —__ 28 4... h, 
a [aaa — 2 Box? \4 64 256 Qu J 
m 
also jedenfalls positiv, d. h. nach (28): 79° nimmt ab. Setzen wir 
aber r° = b, so wird: 
2 
1— = Pte.) os 
pase ma -\2 a 


») | ne— 2 Bo p? 
m 


1 is ay te 
ia tages + ae top 


= ——<——————— é 
? m 


letzteres unter Beachtung der Entwicklungen: 


b 1 1 1 5 
a ee ee ico 6 Bi ies, 
a ee is Pee Tan e 
er 1 9 25 1225 

= = —_ Ee 2 ae el “=a: 6 Pee FS gc ee 


es ist also auch fiir r9 — b d,"=° > 0, d. bh. auch r,° nimmt ab, und 
zwar ist aus den gegebenen Reihen ersichtlich, daB die Abnahme 
von 7° stirker ist als die von 7,°: die Ellipse schrumpft nach dem 
Kern hin zusammen. Der EinfluB von n, d. h. der Abnahme des 
elastischen Potentials, a4uBert sich in (29) in einem negativen Zusatz, 
d. h. einem Anwachsen beider Extremdistanzen. Ist » grob, so kom- 
pensiert dieses Anwachsen die urspriinglich durch das Newtonsche 
Feld hervorgerufene Abnahme, und jetzt ist das Wachstum der 
Apheldistanz ry stirker als das der Periheldistanz r,. Auch hier ist 


' derselbe Unterschied zwischen den ,,.Achsen“ und den Extremdistanzen 


der gestérten Bahn zu machen, den wir in § 3 erlautert haben. 

§7. Zusammenfassung. Es ist uns durch die vorangehenden 
Ausfiihrungen gelungen, uns aus den einzelnen Bewegungsstadien des 
adiabatischen Uberganges ein Bild vom Verlaufe der Transformation 
zu machen. Wir wollen hier noch kurz die erhaltenen Resultate 


zusammenstellen: 


242 Harald Geppert, 


1. Die Periodenzahl des Radius x, geht stetig vom Werte 1 zum 
Werte 2 iiber; 

9. Der von den nach dem Perihel und dem Aphel gehenden 
Radienvektoren am Kern eingeschlossene Polarwinkel nimmt stetig 
vom Anfangswerte 2 zum Endwerte 2/2 ab; 

3. Im Zusammenhang damit nimmt die Gesamtperiode von 27 
bis a stetig ab; 

4. Daher hat die Bahn die Form einer rotierenden Schleife; 
diese dreht sich anfanglich gar nicht, gerat allmahlich in eine immer 
stiirker werdende Rotation, bis schlieBlich je zwei aufeinanderfolgende 
Schleifen sich zu einer harmonischen Ellipse zusammensetzen. Die 
Schleife selbst ist exzentrisch, d. h. der attrahierende Kern liegt zwar 
auf ihrer Symmetrieachse, aber nicht im Mittelpunkt derselben. Die 
Schleife ist — wie die folgenden Figuren zeigen — etwa mit einer 
Brennpunktsellipse zu vergleichen. 

5. Man kann durch passende Wahl der Abhangigkeit von @ und 
B erreichen, daS die Dimensionen der Bahn, d. h. Aphel- und Perihel- 
distanz annahernd ungedndert. bleiben. 

Es erscheint dem Gesagten zufolge dieg Annahme durchaus 
gerechtfertigt, daB bei passend geleiteter adiabatischer Variation von 
« und # die beschriebenen Bahnen. allmahlich der Reihe nach durch- 
laufen werden, und insofern ist durch unsere Betrachtung die Bahn 
des rotierenden Elektrons — allerdings nur vom phoronomischen 
Gesichtspunkte aus — erledigt. 

§ 8. Zu den Figuren. Wir beabsichtigen in diesem Para- 
graphen, an Hand von Figuren, die durch zahlenmiBige Rechnung 
gefunden sind, einen Uberblick iiber die im vorangehenden nur 
analytisch behandelte Bewegung zu geben, und zwar geniigt es, vier 
zwischen der Kepler- und harmonischen Ellipse gelegene Bahnen zu 
integrieren. Diese vier Bahnen sollen so gewihlt sein, daB sie dem- 
selben Elektron angehéren, welches jede von ihnen im Laufe der 
Zeit einmal durchlaufen mu. Hierbei zeigt sich gleich eine funda- 
mentale Schwierigkeit: die wirkliche Bewegung des Elektrons unter- 
liegt der Forderung der adiabatischen Invarianz der Phasenintegrale; 
geben wir daher in einem Augenblick der Transformation die Werte 
von % und £, so ist damit der Wert der Energie eindeutig festgelest. 
Wir sind aber nicht in der Lage, allgemein fiir jeden Augenblick 
den Zusammenhang der Energie mit den Phasenintegralen anzugeben 
und kénnen daher nicht die der Invarianzforderung geniigenden 
Bahnen streng ermitteln, dies ist vielmehr nur fiir die gequantelten 
Bahnen der Anfangs- und Endbewegung, sowie des Falles D — 0 


Lh al Wren 
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méglich. In den anderen Fallen sind wir darauf angewiesen, inter- 
polatorisch einen Wert der Energie zu bestimmen, der mit groBer 
Wahrscheinlichkeit von dem wahren, quantenmaBig bestimmten Werte 
nicht viel abweichen kann. Streng genommen sind daher die im 
folgenden gegebenen Bahnen nicht als zum selben Elektron gehérie 
anzusehen, aber — dessen sind wir sicher — die wirkliche Bewegung 
des letzteren wird in Kurven vor sich gehen, die von den gegebenen 
nicht wesentlich abweichen kiénnen und daher geben unsere Figuren 
mit grofer Annaherung den Charakter des wirklichen Transformations- 
verlaufs wieder. 

Die Dimensionen der im folgenden verwandten Gré8en sind: 

[a] = [mie]; [B] = [mt-2]; [B] = [mire]; 
[h] = [mbt]; [p] = [mePt—*]. 
Wir legen den Rechnungen zugrunde die Quantenzahlen: 
2 1, 8 =, 
akzeptieren im iibrigen die fiir das gewdhnliche Wasserstoffatom 
geltenden Konstanten, so daB also: 
OG == —4,7742.10-*; p= 4,16031. 10-27. 
Fiir die Endbahn seien die Energie und Feldkonstante [vel. § 6 (8)]: 
ee F184 10, 85-1000, 


Die Figuren beziehen sich auf folgende vier Falle: 


1. «6= — §.10—”, = 0, B = 0,5; 
2. « = —4,8.10-%, heap .10- B = 0,75; 
3. o% = —4,65197.10-*, E = 1,25998.10-“", B=1; 
A,” Oe 8 10%; aU, paar: 


Fiir die dritte dieser Bahnen liegt der Fall D = 0 vor, fiir den 
wir die Quadratur in § 4 gegeben haben. Die iibrigen Fille sind 
teils mittels mechanischer Quadratur, teils mittels der analytischen 
Entwicklungen erledigt. 

Die erste Bahn hat durchaus die Form einer miBig rotierenden 
Brennpunktsellipse. Die Periheldrehung betrigt 54947'52". Die 
zweite Bahn stellt eine rotierende Schleife dar, deren Rotations- 
“ bewegung wesentlich stirker als im vorangehenden Falle ist (79° 51’ 40"). 
Die Schleife hat Ellipsengestalt, allerdings liegt ihre Ausbauchung 
naiher am Zentrum als bei einer wirklichen Ellipse. Die dritte Bahn 
ist vom gleichen Typus, die Rotation der Schleife betragt 99°50! 46"; 
bemerkenswert ist, daB die Schleife eine sehr schmale, kaum noch als 
ellipsenahnlich zu bezeichnende Form hat; wir glauben, hierin ein 
Zeichen der Annaherung an die harmonische Endellipse sehen zu 
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miissen, die ja bei den von uns gewahlten Quantenzahlen aufer- 
ordentlich stark exzentrisch ist (¢ — 0,92). Die letzte Bahnkurve 
weicht 4uBerst wenig von einer harmonischen Ellipse ab, sie ist also, 
gemi8 unserer durchgingigen Auffassung, eine Schleife mit einer 
Periheldrehung von 172°57'6”. Es ist interessant zu sehen, wie wenig 
EinfluB eine groBe Anderung von 8 — namlich vom Endwert 1000 
auf den angenommenen Wert 10 — bei kleinem @ hat. 

Die Gesamtheit der von uns erhaltenen Bahnen bestatigt alle 
bereits in der analytischen Behandlung gewonnenen Resultate. 

Es ist mir eine angenebme Pflicht, Herrn Prof. Dr. F. Reiche, 
Breslau, auch an dieser Stelle meinen tiefstgefiihlten Dank fiir alle 
Anregungen auszusprechen, die ich von ihm wahrend der Entstehung 
dieser Arbeit empfangen habe. 
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Die photochemische Spaltung von Monochlor- und 
Monobromessigsiure und das Einsteinsche Gesetz. 


Von Erik Rudberg in Stockholm. 
Mit fimf Abbildungen. (Hingegangen am 10. April 1924.) 


Es wird die Hydrolyse von Chlor- und Bromessigsiiure in spektral 

zerlegtem Lichte untersucht. Die Ohloressigsiurespaltung gehorcht 

dem photochemischen Aquivalentgesetz, die Spaltung von Brom- 

essigsaure nicht. Die Ausbeute ist fiir letztere Sdure in alkalischen 
Lésungen gréBer als in sauren. 


Das photochemische Aquivalentgesetz Einsteins 
N = Q/h», 
welches fordert, daB die Anzahl der Molekeln, die sich bei einer in 
monochromatischem Licht von der Frequenzv verlaufenden Reaktion 
umsetzen, der Anzahl der absorbierten Quanten hv gleich sein soll 
(Q = absorbierte Energie), ist seit E. Warburgs ersten klassischen 
Arbeiten Gegenstand der Untersuchungen einer Reihe von Forschern 
gewesen. Dabei hat sich ergeben, daB das Gesetz fiir manche Reak- 
tionen giiltig ist, wahrend in vielen Fallen das Giiteverhiltnis 
Anzahl Molekiile/Anzahl Quanten 

bedeutend, in einigen sogar um Zehnerpotenzen!) gréBer oder kleiner 
als 1 gefunden wurde. Um diese Anomalien erklaren zu kénnen, hat 
man sich spezielle Vorstellungen iiber die photochemische Reaktion 
gemacht. Zurzeit nimmt man wohl gewéhnlich an, da der primaire 
Effekt bei einer Lichtreaktion in der Aufnahme eines Quantums seitens 
der lichtempfindlichen Molekel besteht; letztere wird dabei in einen 
aktiven Zustand iibergefiihrt und kann verschiedene Reaktionen geben. 

In dieser Untersuchung habe ich den Zusammenhang studiert 


‘zwischen der chemischen Umsetzung und der Zahl der absorbierten 


Quanten bei der Spaltung von Monochlor- und Monobromessigsiure 
in wasseriger Lésung unter der Einwirkung von ultraviolettem Licht. 
Diese Reaktion 

XCH,COOH + H,O = HOCH,COOH + HX 
findet schon im Dunkeln statt, bei Zimmertemperatur jedoch nur mit 
geringer Geschwindigkeit. Die photochemische Reaktion ist friiher 
von Euler und Cassel?) untersucht worden, Bei ihren Versuchen 


1) Fir die Chlorknaligasreaktion mit einem Giiteverhaltnis von etwa 108 
hat Nernst, ZS. f. Elektrochem. 24, 335, 1918, eine Theorie gegeben, die durch 
Versuche von Noddack, ZS. f. Elektrochem. 27, 359, 1921, eine experimentelle 
Stiitze bekommen hat. 

2) ZS. f. physik. Chem. 84, 371, 1913. 
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war die Lisung in einem flachen Kolben aus Quarz eingeschiossen, 
der 6cm vor eine Quarzlampe gestellt und wahrend der Belichtung 
durch Kiihlung mit flieBendem Wasser auf konstanter Temperatur 
gehalten wurde. Die abgespaltenen Halogenionen wurden durch Fallen 
mit Silbernitrat ohne Erwarmung gravimetrisch bestimmt. Die Kon- 
zentration der Lisungen variierte zwischen 0,1 und 2n. Beim Ab- 
blenden von kurzwelligem Licht durch Scheiben aus Glas und Uviol- 
glas erhielten sie keine Reaktion und schlossen daraus, daf das 
wirksame Licht eine kiirzere Wellenlinge als 250mu haben mise. 
Sie fanden auch, da8 die in der Zeiteinheit umgesetzte Menge nicht 
vollig konstant war, sondern wihrend der Reaktion langsam abnahm. 
Fiir Chloressigsiure war die Spaltung unter gleichen Bedingungen 
immer bedeutend gréfer als fiir Bromessigsaure. 


Die wichtigsten Anforderungen, die bei einer Priifung des photo- 
chemischen Aquivalentgesetzes an die Versuchsanordnung gestellt 
werden miissen, sind: 

moglichst gute Einfarbigkeit des verwendeten Lichtes; 

wohl definierte optische Verhiltnisse, damit die totale Licht- 

absorption bestimmt werden kann. 

Hinsichtlich der ersten Bedingung haben die meisten Forscher 
mittels Lichtfilter die betreffenden, Spektralbereiche abgesondert, mit 
Ausnahme von E. Warburg, der unter Verwendung sehr intensiver 
‘elektrischer Funken als Lichtquelle auch beim Zerlegen der Strahlung 
in einem Spektralapparat eine Lichtstarke erhielt, die geniigend groB 
war, um eine meSbare Reaktion hervorzurufen1). Da aber die quan- 
titativen Filter, die bisher Verwendung fanden, nur Wellenlangen im 
sichtbaren Licht und Ultraviolett bis 313 mu umfassen, wahrend die 
wirksame Strahlung bei der Spaltung der Halogenessigséuren wahr- 
scheinlich — was die Versuche spiiter auch bestatigten — bedeutend 
kurzwelliger war, blieb nur die Methode iibrig, das Licht spektral zu 
zerlegen.. Weil dadurch die Intensitit sehr klein wird, mu8 man sich 


von Anfang an darauf einrichten, durch eine verfeinerte Analyse sehr 
kleine Umsetzungen zu bestimmen. 


Experimentelles. Als JLichtquelle diente eine Quecksilber- 
lampe von Heraeus, die bei 135 Volt Klemmenspannung etwa 
2,2 Amp. verbrauchte. Da die Lampe mit Strom von der st&dtischen 
Zentrale betrieben wurde, variierte die Spannung wahrend jedes Ver- 
suches ein wenig, gew6hnlich zwischen 132 und 136 Volt. Das Licht 
von der Lampe wurde mittels einer Quarzlinse (Z,) auf einem mit 


1) ZS. f. Elektrochem, 27, 133, 1921. 
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dem Lampenrohr parallelen Spalt (S,) gesammelt (Fig. 1). Das von 
diesem kommende Strahlenbiindel wurde durch eine zweite Quarz- 
linse (Z,) parallel gemacht und passierte darauf ein gleichseitiges 
Quarzprisma (P), das auf das Minimum der Ablenkung fiir sichtbares 
(gelbes) Licht eingestellt war. Eine andere Quarzlinse (Zs) sammelte 
die austretenden Strahlen zu einem Spektrum. Mittels eines zweiten 
Spaltes (S,) konnte aus diesem Spektrum ein kleiner Wellenlangen- 
bereich ausgeschnitten werden; der Spalt konnte durch einen Mikro- 
metermechanismus mit zugehérigem Mafstab auf eine bestimmte 
Stelle im Spektrum eingerichtet werden. Das divergente Lichtbiindel 
aus diesem Spalt wurde durch eine vierte Linse (Z,) aus Quarz 
parallel gemacht und gelangte nachher auf das Reaktionsgefa8. Dieses 
bestand aus einem 20mm langen Glasrohr, von etwa 15mm innerem 
Durehmesser und mit plangeschliffenen, parallelen Endflacben; auf 
diesen wurden mittels Siegellacks zwei planparallele, 1mm dicke 


Lampe 


Fig. 1. 


Quarzplatten befestigt. Die Verkittung war in solcher Weise aus- 
gefiihrt, daB der Siegellack nur in der sehr diinnen Schicht zwischen 
der Platte und dem Rohr mit der Reaktionslésung in Beriihrung 
kommen konnte, die der Kiivette durch eine kleine, mit einem kurzen 
Tubus versehene Offnung im Glasrohr zugefiihrt wurde. Wahrend 
der Versuche blieb diese Offnung von einem kleinen Glasstépsel ver- 
schlossen. Unmittelbar vor der Kiivette, die 3,34ccm hielt, war eine 
Blende aus schwarzem Karton mit einem kreisrunden Loch von 1,31 qem 
angebracht. 

Die Intensitiitsmessungen wurden mit einem empfindlichen Thermo- 
element von Zeiss ausgefiihrt, das mit einem Spiegelgalvanometer in 
Reihe geschaltet war; die Ausschlige konnten an einer Skala in 2m 
Entfernung mit dem Fernrohr abgelesen werden. Das Thermoelement, 
das dicht hinter der Kiivette aufgestellt wurde, trug ein diinnes 
Quarzfenster, dessen Lichtabsorption deshalb nicht beriicksichtigt 
worden ist. Vor diesem Fenster befand sich eine runde Blende, deren 
Offnung nur etwa halb so gro war, wie die der vor der Kiivette 
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befestigten Blende. Die auf dem Thermoelement in dieser Weise 
abgegrenzte Fliche war somit bei allen Messungen vollig belichtet. 
Bei der Eichung des Elementes auf die Strahlung einer Hefnerlampe’ 
wurde dieselbe Blende verwendet, weshalb die Intensitat J, die, mit 
dem Thermoelement gemessen, einen Galvanometerausschlag s gibt, 
aus den entsprechenden GréBen fiir die Hefnerlampe Jo, so sogleich 


bestimmt werden kann 12 "7, aise. 


Aus einer gréBeren Anzahl Messungen, wobei das Thermoelement 
in 1m Abstand von der Hefnerlampe aufgestellt war, wurde als Mittel- 
wert fiir s) berechnet 8,34cm. Die sichersten absoluten Messungen iiber 
die Strahlung der Hefnerlampe diirften die von Gerlach angestellten 
sein; er gibt die Intensitat in 1m Entfernung zu 22,6 .10—® geal/qem sec 
an1). In diesem Falle entspricht also ein Galvanometerausschlag von 
lem einer Intensitaét 2,71.10—° gcal/qem sec. Das Thermoelement und 
die Kiivette hatte ich, um Stérungen durch Luftzug oder fremde Strahlung 
zu vermeiden, in einen doppelwandigen Kasten aus Pappe eingebaut, 
in dessen einer Wand ein Loch fiir das Strahlenbiindel war, das mit 
einer Klappe verschlossen werden konnte. Trotz dieser Vorsichts- 
maBbregel war der Nullpunkt des Galvanometers nicht ganz konstant, 
sondern variierte langsam wahrend der Messungen. Seine Lage 
muBte deshalb vor und nach jeder Messung bestimmt werden; als 
Nullpunkt wurde das Mittel aus den beiden Ablesungen angesehen. 
DaB dieses Verfahren berechtigt ist, zeigen Bestimmungen von s, 
die bei verschieden groBen Nullpunktsvariationen ausgefiihrt wurden: 
sie gaben alle durchschnittlich denselben Wert fiir den Ausschlag. 
Jede Messung dauerte 10 Minuten: 5 Minuten nachdem der Verschlu8 
gedffnet wurde, war der Galvanometerausschlag konstant und wurde 
abgelesen; dann wurde der Verschlu8 betitigt, und das Element 
kehrte in 5 Minuten in die Nullage zuriick. 

Um eine geniigend groSe Intensitaét zu erhalten, muBten die 
beiden Spalte eine ziemlich groBe Offnung haben, S, war 0,8 mm, 
S, 18mm. Da aber das ultraviolette Spektrum des Quecksilber- 
dampfes aus einigen wenigen, sehr starken, diskreten und einer Reihe 
von schwachen Linien besteht, konnte auch mit so groBen Spalt- 
dffnungen eine fiir diese Untersuchung hinreichend monochromatische 
Strahlung erhalten werden. (Die beiden Linien 253,6 und 266 mu 
konnten z. B. ohne Schwierigkeit véllig getrennt werden.) 

Fiir die Bestimmung der bei der Belichtung abgespaltenen Menge 
Halogenionen war die yon Euler und Cassel benutzte gravimetrische 


1) Phys. ZS. 14, 577, 1913. 
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Methode nicht empfindlich genug. Aber auch die gewohnlichen 
mafanalytischen Methoden erlauben es nicht, Halogenmengen von der 
GréBenordnung 10—7—10-8g-Ionen, entsprechend 0,01 — 0,001 mg 
Silberfallung, in 2cem Lésung zu bestimmen. Dagegen kann man 
sich der elektrometrischen Titrierung!) bedienen. Diese wird in der 
Weise ausgefiihrt, daS man der Lésung, deren Gehalt von Halogen- 
ionen zu bestimmen ist, aus einer Biirette bestimmte Mengen Silber- 
nitrat zusetzt und gleichzeitig mittels eines in die Lésung hineingetauchten 
Silber- oder Platindrahtes, einer mit der Fliissigkeit elektrolytisch 
verbundenen Normalelektrode und eines geeigneten MeBapparates das 
Potential zwischen Metallelektrode und Lésung verfolgt. Dieses 
Potential ist ‘eine stetige Funktion der Silberionenkonzentration und 
fallt steil ab, wenn die zugefiihrte Silbermenge dem zu bestimmenden 
Halogengehalt aquivalent wird. Dieser Punkt stellt einen Wendepunkt 
fiir die Potentialkurve dar. 

Bei diesen Untersuchungen 
wurde das Potential nach der 
gewohnlichen Kompensations- 
methode gemessen, mit einem 
Kapillarelektrometer als Null- 
instrument. Das Titrierungs- 
gefaiB bestand aus einem kleinen 
Glastrichter, in dessen Rohr 
ein 1,5mm starker Draht aus 
99,9 proz. Silber mit Siegellack eingekittet war, und zwar in solcher 
Weise, daB der Draht etwa 10mm in den Trichterkonus hinein- 
ragte (Fig. 2). Wenn dieser 2 ccm Lésung enthielt, war die Elek- 
trode véllig mit der Fliissigkeit bedeckt. Durch einen Quecksilber- 
kontakt war der Draht mit dem Kompensationsapparat in Verbindung. 
Als Gegenelektrode wurde Hg|Hg,S0, ;+-n K,SO, verwendet; diese 
war durch ein Zwischengefa8 und einen mit Hahn versehenen Heber 
mit der Lésung verbunden. Die letzteren waren beide mit 0,1 n K,SO, 
gefiillt, damit unter keinen Umstinden fremde Halogenionen die 
Analyse hatten stéren kénnen; auerdem war der Heber zur Ver- 
hinderung von Diffusion in dem Ende, das in das Titrierungsgefab 
hineintauchte, zu einer kurzen, nur etwa 0,lmm weiten Kapillare 
verjiingt. Die Mikrobiirette, die 2 ccm hielt, war in 1/59 com gra- 
duiert (ein Teilstrich = 2mm). Die Silbernitratlésung war 0,002 


normal. 


1) Siehe bei E. Miller, Die elektrometrische MaBanalyse. Dresden und 


Leipzig 1921. 
18* 
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Die Analyse wurde nun in folgender Weise ausgefiihrt. Zu der 
halogenhaltigen Lésung wurden unter Umriihren stufenweise kleine 
Mengen Silbernitrat zugesetzt; nach jedem>Zusatz wurde das Poten- 
tial ‘durch Kompensation bestimmt. Dabei mu8 man darauf achten, 
daB die Flissigkeit nach dem Umriihren zur Ruhe gekommen ist, 
bevor die Messung vorgenommen wird, weil man sonst, wenigstens 
bei kleinen Konzentrationen, keine konstanten Werte erhalt, was wabr- 
scheinlich auf Strémungsstréme zuriickzufiihren ist. In dem Mabe wie 
die Potentialanderungen gréSer wurden, wurden die zugesetzten 
Mengen kleiner genommen; in der Nahe des Umschlagspunktes wurde 
fiir jeden 0,02ccm das Potential gemessen. Die erhaltenen Propor- 
tionalitaétszahlen fiir das Potential wurden als Ordinaten ‘in ein recht- 
winkliges Koordinatensystem eingetragen, wo die Abszissen den zu- 

72 


8 70 
6 é 
g 6 
2 4 
0 07) 202,03 2 
com AgNO; 
Fig. 3. Potentialkurven 
a} AgWo. 
bei Chlor-(3)- 0 6 Ot eee re 
und Brom-(4)-Titrierung. Fig. 4. 


gefiihrten Mengen Silbernitratlésung entsprachen, und der Wendepunkt 
der Potentialkurve bestimmt. Es wurden immer 2 cem Lisung analysiert. 

Die Reaktionszeiten muBten ziemlich gro8 genommen werden; 
gewohnlich wurde 1 bis 8 Stunden belichtet. Fiir die Dunkelreaktion, 
deren Geschwindigkeit bei diesen Untersuchungen 5 bis 10 Proz. von 
derjenigen der Lichtreaktion betrug, habe ich in folgender Weise 
korrigiert. Eine Parallelprobe aus derselben Lisung, welche belichtet 
wurde, blieb wahrend der Belichtung in einer dunklen Flasche neben 
der Kiivette in dem friiher erwihnten Kasten stehen. Die beiden 
Lésungen hatten dadurch immer dieselbe Temperatur. Am Ende des 
Versuches wurden die Proben unmittelbar nacheinander titriert. Man 
erhalt somit im selben Koordinatensystem zwei Potentialkurven, eine 
fiir die belichtete und eine fiir die unbelichtete Lésung. Nimmt 
man nun an, was gewodhnlich geschieht, da die Licht- und die 


te Or or 


vA 
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Dunkelreaktion unabhingig voneinander verlaufen, so stellt der Ab- 
stand zwischen den beiden Kurven im Wendepunkt die Spaltung dar, 
die die Belichtung allein bewirkt hat. Da die Kurven in den Um- 
schlagspunkten auferdem parallel verlaufen, brauchen diese nicht 
interpoliert zu werden, was ziemlich schwierig ist; man miSt nur den 
Abstand in der Richtung der Abszissenachse zwischen den beiden 
parallelen Stiicken, und zwar in den Mittelpunkten derselben. 

Die zu analysierenden Lésungen hatten eine Halogenionenkonzen- 
tration von héchstens 0,0005n, waren aber in bezug auf Halogen- 
essigsiure sogar 0,5n. Zur Kontrolle, daS dieser betriachtliche Ge- 
halt eines fremden Stoffes die Analyse nicht beeinfluBt, wurden 2ccm 
einer 0,5 normalen Chloressigsiurelésung einmal allein, einmal nach 
Zusatz von 0,02cem einer 0,0177 normalen Kochsalzlésung titriert. 
Die Zunahme der Chlorionenkonzentration entspricht dann einer etwa 
achtstiindigen Belichtung. Drei solche Versuche wurden angestellt. 
In der Tabelle sind aufgefiihrt: die Differenz zwischen den zuge- 
setzten Silbernitratmengen, aus den Potentialkurven bestimmt, die dazu 
aquivalente Anzahl Grammionen Cl und die letztere GréBe aus dem 
Salzzusatz berechnet. Die Ubereinstimmung ist befriedigend. 


Versuch |AgNOs 10-# cem | Cl’ gefunden | Cl’ berechnet 
; een Te | 18,7 | 3,60.10—7 | \ 
Dea | 18,8 3,62 3,54.10—7 
C. | 18,1 | 8,49 if 
Mittel: | 3,57.10-7 | 8,54.10-7 


Versuche mit Monochloressigsdure. Zuerst sollte die wirk- 
same Strahlung bestimmt werden. Bei zwei Belichtungsversuchen 
mit den starken Linien 360 mu bzw. 313mu war auch nach fiinf 
Stunden keine Spaltung zu konstatieren. Im Lichte von der Wellen- 
lange 266 mu war eine Reaktion merkbar, aber die Geschwindigkeit 
war zu klein, um einige Messungen zu erlauben. In der Strahlung 
von 253,6mu wurde dagegen eine mefbare Spaltung erhalten. Da 


meine Quarzoptik keine sicheren Untersuchungen bei noch kiirzeren 


Wellenlangen gestattete, muBte ich mich auf Versuche mit dieser 
Strahlung beschrinken. 

Die Chloressigsiure war ein Praparat von Kahlbaum; eine frisch 
bereitete Lésung der Saure zeigte nur einen sehr kleinen Gehalt an 
Chlorionen. Zwei Versuchsreihen mit verschiedenen Konzentrationen 
wurden angestellt, eine mit 0,3 normaler und eine mit 0,5 normaler 
Saure. In der letzteren Konzentration absorbiert die Liésung fast 
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90 Proz. der einfallenden Strahlung. Da bei diesen Versuchen, wie 
spiter auch bei der Bromessigsaure, das verwendete destillierte Wasser 
eine Absorption gab, fiir die korrigiert werden mute, war es nicht 
méglich mit noch gréBeren Konzentrationen zu arbeiten. In den 
allerletzten Versuchsreihen mit Bromessigsaure gelang es mir, ein ab- 
sorptionsfreies Wasser zu erhalten. Bei den Intensitaétsbestimmungen 
wurde immer ein Mittelwert aus einer Anzahl Messungen genommen. 
In dieser Weise wurde der Galvanometerausschlag fiir die Strahlung 
bestimmt, die die erste Quarzplatte (s), die zwei Quarzplatten (sq), 
die die Kiivette, mit Wasser (sy) und mit der Lésung (syw+5s) gefillt, 
passiert hatte. Der Bruchteil der einfallenden Strahlung, den eine 
Quarzplatte durchlaSt, ist dann sg/s; daraus berechnen sich die Aus- 
schlage si und sjyis, welche der Intensitat dicht vor der zweiten 
Platte in der mit Wasser bzw. mit Lésung gefiillten Kiivette ent- 
sprechen: 
sw = Sw-8/SQ; Sw+s = Swis-8/SQ- 

Nimmt man nun an, daS die Molekiile das Licht unabhangig 
voneinander absorbieren, und werden die Absorptionskonstanten des 
Wassers und der Chloressigsiure mit ow und @g, die Schichtdicke 
mit d bezeichnet, so ist: 


' —da —d(a a 
sw=s.e """; swag = se “Cwt*s 


Aus diesen Gleichungen kann der Ausschlag (ss), welcher der 
Absorption der Chloressigsiure entspricht, ohne Kenntnis von d be- 
rechnet werden: 


Die Schwichung, welche die Strahlung durch eine Quarzplatte 
erfahrt, ist teils auf Absorption, teils auf Reflexion an den Ober- 
fiichen zuriickzufiihren. Fiir die Bestimmung von sw und sjyig ist 
es gleichgiiltig, in welcher Weise die Schwiéchung geschieht. Da- 
gegen kommt bei den Belichtungsversuchen ein Teil der reflektierten 
Strahlung der Reaktion zugute. Arbeitet man aber, wie es bei diesen 
Versuchen immer der Fall war, bei starker Absorption, so wird die 
reflektierte Strahlung verschwindend klein und kann vernachlissigt 
werden. 

Hat man sg bestimmt, so ergibt sich die Zahl der in der Stunde ~ 
absorbierten Quanten hv: 


3600. 2,71.10—-®.4,189 . 107. 8¢.1,81.4.10-7 
6,543 . 10-27. 3.1010 == 2.727.104. 4.85, 


wo A die Wellenlange in mu ist. 
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Monochloressigsaure 0,5n, A = 253,6 mu, 
oe 


Versuch Stunden AgN 03 107 ?.cem 
| 

49 | 1 2,5 
55 2 5,0 
50 | 3 7,2 
54 } 4 8,9 
53 5 11,9 
48 6 13,8 
46 | 7 16,5 
47 8 19,0 

Summiert: | 36 84,8 

In der Stunde im Mittel: 2,4 


Der Titer der Silbernitratlésung war 0,00195n; da das analysierte 


Volumen 2/3,34 desje 


nigen der Kiivette war, ist die Zahl der ge- 


spaltenen Molekel wahrend derselben Zeit: 
2,4 . 0,00195.10—®. 6,062 . 1023. 3,34/2 = 2,4.1,974.1016 = 4,7. 1016, 


Monochloressigsaure 0,3n, A = 253,6 mu. 


Versuch Stunden AgNO, 10? ccm 
I 

61 1 2,2 
64 2 3,3 
58 3 5,6 
59 o 7,4 
60 | 5 9,0 
57 6 10,5 
62 7 12,9 
63 | 8 14,0 

Summiert: | 36 64,9 

In der Stunde im Mittel: 1,8 


Anzahl der ge 


spaltenen Molekeln in der Stunde 3,6 .101°. 


Die Intensitatsmessungen ergaben: 
s = 0,80, so = 0,71, sw = 0,62, sw+g(0,5n Séure) — 0,09, 


Sw+s(0,3 n Saure) = 0,17, 


daraus berechnet sich: 


a 


0,5 n Saéure 0,3 n Sadure 
J Cie z 
ed Set MM eh ig ak as as a es WY O,88 0,55 
d.cg (mit dekadischen Logarithmen gerechnet) . 0,84 0,56 
d.ag berechnet fir 1n Saure....-. +--+ 1,7 1,9 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde ....... 4,5 .1016 3,8. 1016 
Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde .....-.- 4,7. 1016 8,6. 1016 
Giiteverhaltnis ..... Uae deere oat 6 1,05 0,95 
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Den Fehler in der Bestimmung der Anzah] Quanten sch&tze ich 
auf +10 Proz.; fiir die Anzahl gespaltener Molekeln diirfte der Fehler 
+5Proz. sein. In dem Giiteverhaltnis entspricht die Genauigkeit 
dann +11 Proz Die Untersuchung 
zeigt somit, da& die Spaltung der 
Monochloressigsiure dem Einstein- 
schen Gesetz gehorcht. 

Wie man aus den Tabellen und der 
Fig. 5 ersieht, ist die gespaltene Menge 
der Belichtungszeit proportional. Bei allen 
meinen Versuchen blieb ja auch die totale 
Spaltung unter 3 Proz. der vorhandenen 
Menge Saure. 

Zur Kontrolle, daB die Lichtstirke 
“Stunden iiber die ganze Flache der Blende dieselbe 

war, wurde noch eine Versuchsreihe mit 
0,5 n Chloressigsiure angestellt, wobei eine Blende mit nur 0,49 qem 
Offnung verwendet wurde. 


Fig. 5. 


Monochloressigsdure 0,5n, 2 = 253,6mu, kleine Blende. 


Versuch Stunden AgNO3 10-2 cem 
67 2 1,1 
69 4 3,5 
65 6 4,6 
70 8 6,0 
68,71 10 ait 
; 86 12 9,4 
Summiert: 42 | 32,3 
In der Stunde im Mittel: 0,77 


Titer der Silbernitratlésung 0,00193 n. 
Anzahl der gespaltenen Molekeln in der Stunde 0,77 . 1,949. 1016 = 1,5. 1016, 


Diese kleine Blende war zu Intensitaétsmessungen ungeeignet. 
Da ich aber nur kontrollieren wollte, daB die Intensitit in der Mitte 
der Blende und am Rande die gleiche war, konnte ich das folgende 
Verfahren benutzen. Man bestimmt die Zahl der absorbierten Quanten 
bei Versuchen mit der grofen Blende; ist die Strahlung dieselbe iiber 
die ganze Flache, so wird unter Verwendung der kleinen Blende von 
dieser Zahl nur ein Bruchteil gleich dem Verhiltnis der Blendenflichen 
absorbiert. Es wurde bestimmt 


Seen id 


und daraus unter Benutzung der friither gefundenen Werte: 
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Zahl der absorbierten Quanten in der Stunde (grofe Blende) 
4,5 1016. 0,71/0,80, 
Zahl der absorbierten Quanten (kleine Blende) 


0,71. 0,49 
4.5 . il EN eat ie — ‘ 16 
Puasa ee 
Giiteverhiltnis — 1,0. 


Diese Kontrolle zeigt, daB die Intensitit bei der groBen und 
kleinen Blende dieselbe ist. Fiir die folgenden Untersuchungen wurde 
nur die groBe Blende verwendet. Alle Berechnungen von den aus 
den Experimenten erhaltenen Mittelwerten an sind mit vierzifferigen 
Zahlen ausgefiihrt, um keine Fehler herbeizufiihren. 


Versuche mit Monobromessigsaiure. Die Bromessigsiure, 
welche verwendet wurde, war ebenfalls von Kahlbaum bezogen; 
frisch bereitete Lésungen enthielten kaum nachweisbare Mengen Brom- 
ionen. Beim Belichten mit Strahlung von den Wellenlingen 360 mu 
und 313mu wurde keine Reaktion erhalten. Im Lichte der Linie 
266 mu wurde eine sehr kleine Spaltung konstatiert. Fiir die Messungen 
kam somit auch in diesem Falle nur die Strahlung 4 = 253,6 mu in 
Frage. Es stellte sich nun heraus, da8 der molare Extinktionskoeffi- 
zient der Bromessigsaure fiir diese Strahlung etwa 25mal gréBer ist 
als derjenige der Chloressigsaure. Fiir die Versuche mit jener muBte 
die Konzentration deshalb entsprechend kleiner gewahlt werden. Zwei 
Belichtungsreihen mit 0,02 und 0,01 normalen Lésangen wurden an- 
gestellt. Die Analyse geschah in derselben Weise wie die Chlor- 
bestimmung. Die Potentialkurve hat im Wendepunkte einen steileren 
Verlauf bei der Bromtitrierung als bei der Chloranalyse, weil die Lés- 
lichkeit des Silberbromids um eine Zehnerpotenz kleiner ist als die 


des Chlorids (Fig. 3 und 4). 


Monobromessigsdure 0,02 n, A = 253,6 mu. 


| 


Versuch Stunden AgN Os 10-2 ccm 
80 1 0,7 
82 2 1,4 
84 3 2,5 
83 4 2,9 
77 5 8,7 
81 6 4,3 
79 7 5,1 
78 8 5,9 
Summiert. . 36 | 26,5 
In der Stunde im Mittel. . 0,74 


Anzahl gespaltener Molekeln 1,949. 1016. 0,74 = 1,4. 1016, 


258 Erik Rudberg, 
Monobromessigsaure 0,01 n, 4 = 253,6 mu. 
ee ———— - 

Versuch | Stunden AgNO g 10—2 ccm 
89 1 | 0,5 
92 | 2 1,4 
90 | 3 1,1 
94 | 4 2,0 
91 5 2,7 
88 | 6 3,2 
87 | 7 4,0 
86 8 5,0 
Summiert. . | 36 19,9 
In der Stunde im Mittel . 0,55 


} 


Anzahl gespaltener Molekeln 1,1. 101°. 
Die Intensitaitsmessungen ergaben: 
s =.0,71, sq = 0,61, sw = 0,53, sw+s (0,02 n) = 0,07, 


sw+ s (0,01 n) = 0,15, 
daraus berechnet sich: 


| 0,02 n Séure | 0,01 n Sadure 
er plates aneatinl Se a. ee 0,59 0,48 
d.cg (mit dekadischen Logarithmen gerechnet) . 0,88 0,55 
d.a@g berechnet fiir 1n Saure 44 a) 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde . 4,1. 1016 3,3 .1016 
Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde 1,4. 1016 1,1. 1016 
Giiteverhadltnis. ....... : 0,35 0,32 


Die Fehler in der Bestimmung der Anzahl Quanten und der 
Anzahl gespaltener Molekeln diirften je + 10 Proz. betragen; der 
Fehler im Giiteverhaltnis ist somit + 14 Proz. Die Ubereinstimmung 
zwischen den berechneten molaren Extinktionskoeffizienten ist nicht 
gut; fiir die Berechnung von solchen Koeffizienten ist diese Methode 
mit starker Absorption ungeeignet, weil der prozentisch grofe Fehler 
in der Messung eines kleinen Galvanometerausschlages zu einem pro- 
zentisch gleich gro8en Fehler im Koeffizienten Veranlassung gibt. 
Umgekehrt ist eine starke Absorption sehr unempfindlich auch gegen 
groBe Schwankungen in «, was direkt aus den Eigenschaften der Funk- 
tion 1 — e—* fiir groBe x-Werte gefolgert werden kann. Fiir die Bestim- 
mung der Absorption der Saure hat die Unsicherheit in ws wenig 
Bedeutung, zumal da die Korrektion wegen der Absorption des Wassers 
klein ist (héchstens 10 Proz.). 

Wie Coehn und Stuckardt 4) gezeigt haben, fingt gasformiger 
Bromwasserstoff bei 264 mu, Chlorwasserstoff erst bei 222 mu an, das 


1) ZS. f. phys. Chem. 91, 722, 1916. 
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Licht unter Spaltung zu absorbieren. Wegen des kleinen Giiteverhiilt- 
nisses bei der Bromessigsaurespaltung konnte man nun glauben, dab 
der gebildete Bromwasserstoff einen Teil der Strahlung absorbiert, 
indem er oxydiert wird. Das ist aber von vornherein unwahrschein- 
lich, denn die Spaltung erwies sich von der urspriinglich vorhandenen 
Menge Bromwasserstoff unabhingig. Auch Anderten Lésungen von 
Bromwasserstoff allein und in einer Konzentration, wie diese in 
den Reaktionslésungen gefunden wurde, bei der Belichtung nicht 
ihren Titer. 

Versuche in neutralen und alkalischen Lésungen. Es 
lag nahe zu untersuchen, wie das Giiteverhiltnis herauskommen 
wiirde, wenn die Konzentration der H- oder OH’-Ionen variiert wurde. 
Um die schlechte Ausbeute der Bromessigsiurespaltung zu erkliren, 
kénnte man sich folgende Vorstellung iiber den Reaktionsverlauf 
machen. Ein Bromessigsauremolekiil (oder -ion), das ein Quantum 
aufgenommen hat, bleibt nur wahrend einer kurzen Zeit in seinem 
aktiven Zustande. Std8t es innerhalb dieser Zeit mit einem OH’-Ion 
zusammen, so geht die Reaktion vor sich, indem OH und Cl Platz 
wechseln. Das Giiteverhiltnis mu dann mit wachsender OH! -Kon- 
zentration gréfer werden, weil dabei die Wabhrscheinlichkeit eines 
wirksamen StoBes wachst. Um zu priifen, ob diese Auffassung richtig 
ist, fiihrte ich zwei Versuchsreihen aus, die eine in einer neutralen, 
0,02 normalen Lésung von Natriumbromacetat, die andere in einer 
ahnlichen Lésung von derselben Konzentration, die aber auBerdem in 
bezug auf NaOH 0,02 n war. Bei den Versuchen mit der alkali- 
schen Liésung konnte die friiher benutzte Kiivette nicht verwendet 
werden, da der Siegellack von dem Alkali schnell angegriffen wurde. 
Picein erwies sich wiederum gegen die Reaktionslésungen als ziem- 
lich bestandig. 

Weil die Titrierung in saurer Lésung vorgenommen werden muB, 
wurde im Titrierungsgefa8 aus einer Mikrobiirette 0,1 ccm 2 n Sal- 
petersiure zugesetzt. In der alkalischen Lésung geht die Dunkel- 
reaktion bedeutend schneller vor sich als die Lichtreaktion. Da die 


Analyse in der Weise ausgefiihrt wurde, da$ man zuerst die Parallel- 


probe mit der unbelichteten Lésung titrierte, was etwa 25 Minuten in 
Anspruch nahm, und dann die belichtete Probe, mubte die Spaltung 
zufolge der Dunkelreaktion wahrend dieser Zeit beriicksichtigt werden. 
Die Zimmertemperatur war sehr konstant, weshalb die Geschwindig- 
keit dieser Reaktion in besonderen Versuchen bestimmt und daraus 
die Korrektion berechnet werden konnte. In zwei unbelichteten Proben 
wurde folgende Spaltung erhalten: 
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Zeit. | AgNOg, 10—2 ccm |Berechnet fiir 30 Minuten 
i 
102 Minutén 1 Ae ee 3,7 1,09 
| / 1,08 
rh as Peer | 14,8 : 


Daraus berechne ich eine Korrektion von —1,1. In der Tabelle 
iiber die Versuche in alkalischer Lésung sind die korrigierten Werte 
in der vierten Kolumne gegeben. 


Natriumbromacetat 0,02 n, 2 = 253,6 mu. 


Versuch | Stunden AgNOg, 10-2 cem 
112 2 1,9 
110 4 | 3,3 
111 6 4,0 
106 8 6,1 
Summiert. . | 20 15,3 
In der Stunde im Mittel. . 0,77 


Zahl der gespaltenen Molekeln 1,5. 101°. 


Natriumbromacetat 0,02 n in 0,02 n NaOH, A = 253,6 mu. 


Versuch Stunden AgNO, 10—-2cem | AgNO3 10—2cem korr. 
116 2 2,7 1,6 
117 4 4,6 3,5 
115 6 6,2 5,1 
114 8 7,5 6,4 
Summiert . 20 —_ 16,6 
IngdersStundesim, Mittell ss.) te casero 0,83 


Zahl] der gespaltenen Molekeln 1,6. 1016. 


Das bei diesen zwei Versuchsreihen verwendete destillierte 
Wasser zeigte keine Lichtabsorption; dagegen absorbiert das Alkali, 
das der Bromessigsiure in beiden Fallen zugefiihrt wurde, ziemlich 
stark. Wie in den friiheren Versuchen wurden s und sg gemessen, 
und zwar fiir jede Versuchsreihe fiir sich, da die Intensitat der Strah- 
lung in den beiden Fallen verschieden war. Die Absorptionskonstanten 
fiir die Lauge wurden durch besondere Messungen bestimmt, die in der 
nachstehenden Tabelle zusammengefaSt worden sind. In dieser gibt s, 
den Galvanometerausschlag an, welcher hinter der mit der betreffenden 
Lésung gefiillten Kiivette gemessen wurde: d.a@ ist wie vorher der 
dekadischen Absorptionskonstante der Lésung proportional. Da die 
Lichtintensitaét sehr schwankte, muSte eine gréBere Anzahl Messungen 
zu jedem Mittel in der Tabelle angestellt werden; trotzdem sind die 
Fehler in d.« ziemlich groB. 


de pall li ES aie a 


Die photochemische Spaltung von Monochlor- u. Monobromessigsiure usw. 26] 


oO 


Lésung 8 / 89 | Sy d.a 

| | | 
a a ae Peer Th Sieasock W .. o35 0,17, 
NaOH 0,04n .....]) 0,59 | 0,52 0,30 0,28, 
NaOH 002n..... 0,55 0,47 Dla als 00,18, 
MedO, 004n . 1... 0,59 0,52 x00 she 0,01, 
Na,80, 00¢n..... 0,59 0,52 0,32 0,21; 


Aus den drei ersten Zahlen der fiinften Kolumne berechnet sich, 
wenn man die Giiltigkeit des Beerschen Gesetzes voraussetzt, fiir d. a 
bei 0,04-normaler NaOH 0,23,. Vergleicht man damit die entsprechenden 
Werte fiir Schwefelsiure und Natriumsulfat, so erhellt folgendes. 
Wenn Anionen und Kationen unabhingig voneinander absorbieren, 
und wenn die kleine Absorption der Schwefelsiure, die iibrigens unter 
der Fehlergrenze liegt, als Absorption des SO,-Ions angesehen wird, 
so ist d.o fiir 0,04 n Na = 0,19, und fiir 0,04 n OH’ = 0,04,. 
Bei den Versuchen in neutraler und schwach alkalischer Lésung 
kann man von der kleinen Absorption der OH-Ionen absehen; mit 
dieser Vereinfachung ist im folgenden die Absorption der Bromessig- 


_ sdure berechnet, in Gegenwart absorbierender Na-Ionen mit d.« — 0,09, 
bzw. 0,19,. 


| Neutrale Lésung | Alkalische Lésung 

Ii 
es: . ae | 0,61 0,59 
i I a a | 0,54 0,52 
ee eee 0,08 0,05 
ee | 0,46 0,43 
Anzahl abs. odtten in +8 ge at gat’ oY | 8,2. 1016 3,0.1016 
Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde .. . | 1,5. 1016 1,6. 1016 
utaverbaltnisamee. 2s, . ss ee il 0,47 | 0,54 


Wenn man die OH’-Konzentration vergréBert, wachst somit die 
Ausbeute. Daf diese wirklich von der Aziditét abhangig ist und mit 
den Na-Ionen nichts zu tun hat, zeigt die folgende Versuchsreihe, wo 
0,02 n Bromessigsiure in 0,04 n Natriumsulfatlésung belichtet wurde. 


Bromessigsaure 0,02 n in NagSO, 0,04 n, 2 = 253,6 mu. 


Versuch Stunden AgNO, 10-2 cem 
121 2 1,3 
122 4 1,8 
120 6 2,6 
119 8 4,1 
Summiert. . 20 9,8 
In der Stunde im Mittel. . 0,49 
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Es wurde bestimmt: 
§ = 0,55, so = 0,47, 8, = OR ag — 02; 


wobei d.o fiir 0,04 n Natriumsulfat = 0,21, gesetzt wurde. 


Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde ........-. 0,96 . 1026 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde. ......... 2A) SLOr 
Giteverhaltnis’s . « « s)2: eget, © is to) on ee Sino - 0,36 


Durch die Anwesenheit lichtabsorbierender Natriumionen wird 
also das Giiteverhiltnis der Reaktion nicht beeinfluBt. 

Beim Steigern der OH'-Konzentration wurde eine VergréSerung 
der photochemischen Ausbeute gefunden. Es mu8 nun untersucht 
werden, ob diese VergréBerung von einer solchen GréSenordnung ist, 
wie man sie aus der erwihnten Auffassung iiber den Verlauf der 
Reaktion erwarten miiBte. Kine aktivierte Molekel mége die Lebens- 
dauer ¢ und die Geschwindigkeit ~ haben. Die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB eine solche Molekel wiahrend der Zeit ¢ nach der Auf- 
nahme eines Quantums mit einem OH-Ion zusammenstéSt und reagiert, 


ist dann 1 — 2-4, (1) 


wo 1 die mittlere freie Weglange beim Sto8 zwischen zwei OH -Ionen 
und somit der OH’-Konzentration umgekehrt proportional ist. Nimmt 
man an, daS8 nur ein gewisser Bruchteil aller ZusammenstéBe zur 
Reaktion fiihrt — namlich nur diejenigen, bei denen die stoBenden 
Molekeln eine gewisse gegenseitige Lage oder dergleichen haben —, 
so wird der Exponent mit diesem Bruch multipliziert, sonst andert 
sich aber nichts. Ist uw fiir die verschiedenen Bromessigsiuremolekeln 
verschieden und hat eine Verteilungsfunktion V(u), so ist die Wahr- 
scheinlichkeit eines StoBes 


| —e-#-") ad V(u). 
u—0 
Variiert auch ¢ mit einer Verteilungsfunktion W(z), so erhalt man 
statt dessen oo 00 
J Ja —e-#"")d V(u)a We). 
t—0. h==0 
Fiir eine Uberschlagsrechnung darf man u und ¢ als konstant 
ansehep, wenn die Verteilung eine solche ist, daB die Wabhrschein- 
lichkeit fiir einen gewissen Wert «, der Variablen nahe gleich Eins 
ist, fiir andere Werte aber mit dem Abstand von z, schnell gegen 
Null abnimmt. Das gilt von der Geschwindigkeitsverteilung; wir 
wollen annehmen, da8 dies auch fiir die Verteilung von z der Fall 
ist. Die Wahrscheinlichkeit P der Reaktion wird dann durch (1) 
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ausgedriickt, oder wegen der Proportionalitit von 1/1 und c (Kon- 
zentration der OH-Ionen): 
P=1—e-4-, 

wo A eine Konstante ist. GemifS der Annahme sollte P dem Giite- 
verhaltnis G gleich sein. Setzt man aber P gleich einem der fiir G 
gefundenen Werte, so findet man, daS P schon bei einer um eine 
Zebnerpotenz gréBeren OH'-Konzentration gréBer als 0,98 wird, wihb- 
rend G fiir eine Steigerung der OH’-Konzentration von 10—?n bis auf 
10—? n nur von 0,35 auf 0,54 steigt. 

Diese Uberlegung zeigt, da8 die Spaltung nicht als eine ein- 
fache Stofreaktion zwischen einer vom Lichte aktivierten Molekel 
und den OH-Ionen der Liésung aufzufassen ist. Der Vorgang, durch 
welchen eine Bromessigsiuremolekel (oder -ion), die ein Quantum hy 
aufgenommen hat, mit Wasser Bromwasserstoff und Glykolsiure gibt, 
ist wohl deshalb wahrscheinlich recht kompliziert. Es wire sehr 
interessant gewesen zu sehen, ob das Giiteverhaltnis mit steigender 
OH’-Konzentration einen Grenzwert erreicht. Die groBe Geschwindig- 
keit der Dunkelreaktion in alkalischer Lésung bringt es aber mit sich, 
da8 die Messungen sehr ungenau werden, falls man nicht erhebliche 
Lichtintensitaten zur Verfiigung- hat. 


Zusammenfassung. 


1. Mit der elektrometrischen Titrierungsmethode war es noch 
méglich, Chlor- und Bromionen in Mengen, die nur 0,001 mg Silber- 


_fallung entsprachen, zu bestimmen. Die photochemische Spaltung 


wasseriger Monochloressigsiure geht im Lichte von 253,6mu gemab 
dem Einsteinschen Gesetz vor sich. Die Grenze der wirksamen 


-Strahlung nach der Seite gréBerer Wellenlingen liegt zwischen 266 
and 313 mu. 


2. Die Spaltung der Monobromessigséure gehorcht unter den- 


selben Bedingungen dem Aquivalentgesetz nicht; das Giiteverhaltnis 
ist etwa 0,34. Das Licht fingt auch in diesem Falle zwischen 266 
und 313 mu an, wirksam zu werden. Der molare Extinktionskoeff- 


@ 


“oe Shy 


vient fiir 253,6mu ist rund 25 mal gréBer als bei Chloressigsaure. 
3. Fiir die Bromessigsiure wachst das Giiteverhaltnis, wenn man 


you sauren Loésungen iiber neutrale nach alkalischen tibergeht; diese 


Steigerung kann nicht durch die Annahme einer einfachen StoBreaktion 
zwischen aktiven Molekeln und OH-Ionen erklart werden. 


Stockholm, Chemisches Laboratorium der Universitat. 
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Uber den Energieverbrauch bei der Ionisation der 
Luft durch Roéntgenstrahlen verschiedener Wellenlange. 
Von L. Grebe in Bonn. 

(Eingegangen am 17. April 1924.) 


Das Resultat yon Boos, daS Réntgenstrahlen kirzerer Wellenlange 

fiir die Luftionisation eine gréBere Energie verbrauchen als solche 

langerer Wellenlainge, wird durch die Tatsache erklarlich, daS bei 

kurzwelligen Réntgenstrahlen auBer den verhaltnismafig schnellen 

Photoelektronen noch langsame Comptonelektronen erzeugt werden. 

Diese verbrauchen eine verhdltnismabig groBe Energie, wahrend 
jhre ionisierende Wirkung nur gering ist. 


In einer auf Veranlassung des Verf. ausgefiihrten Untersuchung 
hat B. Boos?!) die Frage nach dem Energieverbrauch bei der Luft- 
ionisation durch Réntgenstrahlen verschiedener Wellenlange nach einer 
bolometrischen Methode experimentell untersucht, und hat dabei das 
zunachst unerwartete Resultat erhalten, da fiir die kurzwelligeren 
Strahlen von im Mittel 0,325 A-E. der Energieverbrauch fiir gleiche 
Tonisation etwa dreimal so gro8 war als fiir eine langwelligere Strah- 
lung von im Mittel 0,56 A.-E. Das Resultat war um so weniger 
erwartet, als eine auf durchaus plausible Annahmen gegriindete Rech- 
nung von Holthusen?) einen entgegengesetzten Effekt voraussehen 
lieB, also eine starkere Ionisation fiir die kurzweilligeren Strahlen 
ergab. Es sind deshalb gegen die Boossche Arbeit Einwendungen 
erhoben worden, von denen eine von Kulenkampff*) der Berechti- 
gung nicht entbehrt. Boos hatte nimlich bei der Berechnung der 
in Luft absorbierten Energie nicht den wahren Absorptionskoeffizienten 
eingesetzt, sondern den Gesamtschwiachungskoeffizienten benutzt, in 
der irrigen Annahme, da8 die gestreute Réntgenstrahlung in einer 
groBen Ionisationskammer noch praktisch vollkommen zur Triger- 
bildung ausgenutzt werde. Leider ist dieser Irrtum dem Verf. ‘dei 
der Durchsicht der Arbeit entgangen.. Wenn man indessen diesen 
Fehler berichtigt, so bleibt zwar nicht vollkommen quantitativ, jeden- 
falls aber qualitativ das Resultat bestehen, daB die harten Strahlen 
viel schw&cher ionisieren als die weicheren; und neuere im hiesigen 
Institut nach einer ganz anderen Methode im Gange befindliche 


1) B. Boos, ZS. f. Phys. 10, 1, 1922. Grebe, Fortschr. auf dem Gebiet d. 
Rontgenstr. 30, 177, KongreBheft 1922, 


*) Holthusen, Fortschr. auf dem Gebiet d, Rontgenstr. 26, 211, 1919. 
3) Kulenkampff, Ann. d. Phys. 69, 582, Anm., 1922. 
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Untersuchungen, iiber die spiter zu berichten sein wird, scheinen dies 
Ergebnis durchaus zu bestiitigen. 
Es scheint mir nun, als ob dieses Ergebnis mit neueren Forde- 


_tungen der Theorie vollkommen im Einklang stiinde. Holthusens 


Ansatz iiber die Wellenlingenabhangigkeit der Ionisation beruht auf 
der Voraussetzung, dafi die Absorption der Réntgenstrahlen in Luft 
in einer quantitativen Umwandlung der Wellenenergie in Elektronep- 


energie besteht, wobei fiir die Umwandlung das Einsteinsche Gesetz 


m.v2 


2 


Giiltigkeit haben soll. Diese Elektronen, die demnach fiir eine be- 
stimmte Strahlungsfrequenz alle die gleiche Geschwindigkeit besitzen, 
bewirken dann die eigentliche Ionisation. Jedes Elektron erzeugt 
eine Anzahl von Tragern, deren Anzahl Holthusen den Angaben 
von Lenard!) entnimmt, nach denen ein schnelles Elektron weit mehr 
Trager erzeugt, als im Vergleich zu einem langsameren seiner Energie 
entsprechen sollte (s. die Tabelle am Schlu8). Dieser EinfiuS ist griéBer 
als der der Vergréferung der Quanten bei kiirzeren Wellenlingen, durch 
die die Zahl der primiir erzeugten Elektronen bei gleicher absorbierter 
Energie sich verringert. Der Effekt ist schlieBlich der, daB bei gleichen 
in Luft absorbierten Réntgenstrahlenergien die gebildete Tragerzahl 
bei kiirzerer Wellenlange gréBer ist als bei langerer. Boos berechnet 
fiir seine Wellenlangen aus Holthusens Angaben etwa 3/,:1 (statt 
des experimentell gefundenen Wertes 3:1) fiir die Ionisation durch 
die weicheren bzw. harteren Strahlen bei gleicher absorbierter Energie. 

Schien nun bisher der Holthusensche Ansatz den Verhiiltnissen 
vom theoretischen Standpunkt angenahert zu entsprechen, so ist durch 
die Comptonschen Arbeiten die Frage in ein neues Stadium getreten, 
und zwar scheinen hier die theoretischen Forderungen durchaus mit 
dem Experiment — dem Sinne nach wenigstens — in Einklang zu 
kommen. Compton?) hat experimentell und Debye#*) gleichzeitig 
mit Compton theoretisch gezeigt, daB durch Streuung von Réntgen- 


= hv 


-strahlen an freien Elektronen diese letzteren eine RiickstoBwirkung 


erfahren, wihrend die Wellenlinge des die Streuung verursachenden 
Quantes sich vergréBert. Neben der gestreuten Strahlungsenergie 
tritt also eine Elektronenenergie auf, die zur Bildung sehr wenig 
durchdringender Kathodenstrahlen AnlaB gibt. Die Existenz dieser 


1) Lenard, Quantitatives iiber Kathodenstrahlen aller Geschwindigkeiten. 
Abh. Heidelb. Akad., Math.-nat. Kl., Nr. 5, 1918. 
2) Compton, Phys. Rev. 21, 483, 1923. 
3) Debye, Phys. ZS. 24, 161, 1923. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 19 
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Comptonschen Sekundarelektronen ist von O. T. R. Wilson+) nach 
der Nebelmethode und von W. Bothe?) nach ebendieser Methode 
sowie aus Messungen der Druckabhangigkeit der Lonisation nach- 
gewiesen worden, Damit entfallt aber der Hauptpunkt der Holt- 
husenschen Theorie, daB bei der Réntgenstrahlenabsorption die Um- 
wandlung der Strahlenenergie in Elektronenenergie ausschlieSlich nach 
der Einsteinschen Formel des Photoeffektes vor sich geht. Vielmehr 
wird gerade ‘bei den kiirzeren Wellen, worauf z. B. Fri. Meitner®) 


hingewiesen hat, der Photoeffekt immer unwahrscheinlicher und der 


Comptoneffekt immer wahrscheinlicher, so da gerade bei diesen kurzen 
Wellen die Umwandlung der Energie immer mehr auf Rechnung der 
Energie langsamer Elektronen kommen wird, wahrend die Energie 
der schnellen Photoelektronen einen immer kleineren Bruchteil der 
absorbierten Gesamtenergie ausmacht. Dann ist aber nach der Lenard- 
schen Tabelle+), aus der einige Zahlen hier wiedergegeben seien, die 
von diesen Elektronen gebildete Tragerzahl klein im Verhaltnis zu 
der von den erzeugenden Elektronen getragenen Energie; und sie 
wird um so kleiner werden, je mehr die Zahl der Photoelektronen 
gegen die Zahl der Elektronen aus dem Comptoneffekt zuriticktritt, 
d. h. bei abnehmender Wellenlinge der ionisierenden Réntgenstrahlen. 


Geschwindigkeit 
ob Kathoden- |. ‘Triverzahl 7 bead Energie E a 
strahls in Bruchteilen der = in willkiirlichem MaBi E 
Lichtgeschwindigkeit 

0,1 2 1 1 
0,2 20 4 2,5 
0,3 100 9 5,5 
0,4 250 | 16 7,8 
0,5 580 25 10,8 
0,6 1150 36 16 
0,7 2000 49 20 


Anderung der Energie im Verhaltnis 1:50 bewirkt Anderung der Tragerzahl 
im Verhaltnis 1:1000 bei einer Geschwindigkeitsinderung von 0,1 bis 0,7 
Lichtgeschwindigkeit. 

Die genaue Kenntnis der Abhangigkeit der Ionisierung von der 
Wellenlinge wird vielleicht auch ein Mittel geben kénnen, um die 
Verteilung des Energieumsatzes auf die beiden Prozesse: Photoeffekt 
und Comptoneffekt zu ermitteln. 


Bonn, Rontgen-Institut, 10. April 1924. 


1) C. T. R. Wilson, Proc. Roy. Soc. (A) 104, 1, 1923. 

*) W. Bothe, ZS. f. Phys. 16, 319, 1923; ebenda 20, 237, 1923. 
3) Meitner, ZS. f. Phys. 22, 335, 1924, i 

4) Lenard, a. a. O. Tab. IV, 8. 363. 
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Uber die durch strémende Gase transportierte Energie 
und eine von Martin Knudsen entdeckte thermische 
Erscheinung '). 

Von Sophus Weber in Leiden. 


Mit drei Abbildungen. (Eingegangen am 20. Marz 1924.) 


Die Untersuchungen yon Bohr wtber den Energietransport durch 
diffundierende Partikel werden in Kiirze besprochen und fiir einige 
von den Resultaten werden direkte Ableitungen gegeben. — Auf 
Anregung von Bohr werden diese Resultate verwendet, um eine 
von Martin Knudsen beschriebene thermische Erscheinung zu 
erklaren. — Durch Uberlassung von einigen vorlaufigen, friiher nur 
teilweise verdffentlichten Messungen von Martin Knudsen wird 
die quantitative Ubereinstimmung untersucht. Zum Schlu8 wird 
eine Neuberechnung des kinetischen Warmeeffekts von Gaede unter- 
nommen und die theoretischen Werte mit den Beobachtungen 
verglichen. 


$1. In seiner Arbeit iiber die Elektronentheorie der Metalle 
hat Niels Bohr?) den Energietransport durch diffundierende Partikel 
untersucht und gefunden, daB die GréBe der transportierten Energie 
von den Umstanden, unter denen die Diffusion stattfindet, abhangt. 
Dies Resultat ist, wie Bohr in seiner Arbeit, leider nur in der 
danischen Sprache ver6ffentlicht, weiter entwickelt hat, von der gréBten 
Bedeutung fiir die theoretischen Ergebnisse der Elektronentheorie, 
z. B. fiir den Ausdruck fiir das Verhiltnis zwischen Elektrizitits- und 
Warmeleitung usw. Den EinfiuB hiervon auf die Erklarung des Pel- 
tier- und Thomsoneffekts, hat Bohr auBerdem in einer kleinen Ab- 
handlung in Phil. Mag. (Juni 1912, 8.984) auseinandergesetzt, und er 
gibt auch hier eine Formel fiir den Energietransport durch Elektronen, 
wenn diese zwischen feste Kraftzentren diffundieren, die auf die Elek- 
tronen Krifte, umgekehrt proportional der sten Potenz der Entfernung, 
ausiiben. In diesem Falle ist das Resultat von Bohr folgendes: 


', Wenn eine Einheit der Elektrizitat durch einen Querschnitt trans- 


portiert wird, geht durch denselben Querschnitt eine Menge kinetischer 


Energie gleich Sesh 


pen et 


1) Mitgeteilt in der Sitzung der ,Nederlandsche Natuurkundige Vereeniging“ 


zu Amsterdam am 24. November 1923. 
2) Niels Bohr, Studier over Metallernes Hlektronteori. Kgbenhavn 1911. 


Vgl. auch 8.70, FuSnote 2. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 90 
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also fiir ein Elektron mit Ladung é oder fiir eine Partikel die kinetische 
Energie: oe 


wo Ser die mittlere Energie eines Gasmolekiils bei der Temperatur 7 


bezeichnet. 

Fiir s = 0c, was mit der Diffusion zwischen harten elastischen 
Kugeln iibereinstimmt, wird der Energietransport fiir ein Elektron 
oder eine Partikel 2k 7. 

Die Verhiltnisse in der Elektronendiffusion sind in diesem Falle 
genau dieselben wie bei der Diffusion eines Gases in einen pordsen 
Kérper oder in die Knudsensche Molekularstrémung. 

Fiir s = 5 erhalt man, wie bekannt, durch die Maxwellschen 
Untersuchungen genau dieselbe Geschwindigkeitsverteilung wie bei 
der freien Strémung und in diesem Falle gibt die obenstehende 
Formel einen Wert von ake fiir ein Elektron oder eine Partikel. 

Dies letzte Resultat, das die kinetische Energie, welche in einem 
strémenden Gase durch eine Flache in einer bestimmten Richtung 
transportiert wird, 5 
nea kT 


ist, wo » die Anzahl von Molekiilen, die durch die Fliche gehen, 
bezeichnet, wahrend Ser die mittlere Energie der Molekiile ist, scheint 
im ersten Augenblick unerwartet. Die Erklarung von diesem schein- 
baren Paradoxon ist nach Bohr!) darin zu suchen, da aufer der 
kinetischen Energie auch eine Arbeit, p.V = n.kT, durch die Flaiche 
stromt. 

Bevor wir auf die Anwendungen dieser Resultate eingehen, méchte 
ich in Kiirze eine einfache gaskinetische Ableitung dieser Formeln 
geben. 

§ 2. Wir nehmen an, daSi das Gas die Temperatur 7’ hat und 
in der Richtung der X-Achse mit der konstanten Geschwindigkeit 1 
strémt, welche klein sei im Vergleich mit der mittleren Molekiil- 
geschwindigkeit. 


1) Den Zusammenhang mit der transportierten Arbeit hat Professor Bohr 
mir bei seinem Besuch in Leiden 1919 miindlich mitgeteilt. In demselben 
Gespraéch hat Bohr mich auch auf die Méglichkeit der in dieser Abhandlung 
gegebenen Erklarung des Knudseneffekts durch den Unterschied im Energie- 
transport, aufmerksam gemacht. 
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Sind in der Volumeneinheit N Molekiile enthalten, so ist nach 
dem Maxwellschen Verteilungsgesetz1) die Anzahl der Molekiile, 
welche Geschwindigkeitskomponenten zwischen uw und u+ du, v und 
v-+ dv und w und w+ dw haben, bestimmt durch 2): 


aN = A. Ne-*rle—uPt e+ wl du dvudw, 
wo 


Durch eine Flacheneinheit in der Y Z-Ebene gehen in der Sekunde 


n Molekiile, wo 
+oation ine 
— A.N | j | ue —hmliu—uw?+ 2+ w] dy dy dw. (1) 


2 —e —@ 
Wird u—w = «% gesetzt, so erhalt man 
N == ON this 
was auch von selbst einleuchtend ist. 
Die kinetische Energie, welche von diesen Molekiilen durch die- 


_ selbe Flacheneinheit transportiert wird, ist gegeben durch: 


+oa+ouo+tow 


1 
—— A-ym.N[ | (u2 + v2 + w). we—hmlu— wo? ++ 7] dy dy dw. 


—D —D —-D 


Setzt man auch hier 


u— Uy = &, 
so erhalt man unter Vernachlassigung der héheren Potenzen von wp: 
+o 
1 : 
ga A: gm: vf [v8+a (v2+w?) +49 (3x2+v2+w2) | e— hm (@ ++) da dudw, 


—o 
oder nach einer einfachen Berechnung 


5 1 
— 3 No a5 = nN: 


oder das von Bohr angegebene Resultat. 
§ 3. Wenn die Molekiile nicht nur translatorische Energie, son- 


kT, (1) 


bo} or 


_dern auch rotatorische Energie, also von den inneren Atombewegungen 


herriihrende Energie, besitzen, so entsteht die Frage, wie grof der 
Energictransport fiir diese Form der Energie wird. — Um dies zu 


1) Um das Resultat von Bohr zu erreichen, ist die Hinfithrung einer 
Voraussetzung itiber das Verteilungsgesetz nicht notwendig. Zwecks spaterer 
Berechnungen iiber Gaedes thermo-kinetischen Effekt, habe ich aber schon 
hier das Maxwellsche Verteilungsgesetz eingefiihrt. 

2) J. H. Jeans, The dynamical theory of gases, 1916, 8. 26. 
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berechnen, miissen wir weiter fragen, ob die rotatorische Energie un- 
abhiingig von der translatorischen Energie tiber die Molekiile verteilt 
ist. Martin Knudsen?) hat in seinen Untersuchungen iiber die 
molekulare Warmeleitung die Hypothese aufgestellt, daB beide Energie- 
formen ganz unabhingig voneinander zwischen den verschiedenen 
Molekiilen verteilt sind, doch so, daB der mittlere Wert der einen 
dem mittleren Wert der anderen Energieart proportional ist. Nennen 
wir den mittleren Wert der translatorischen bzw. der rotatorischen 


Energie ¢, und e, so erhalt man bekannterweise 
2 


& + & 3 


==, WO! Se 
ey & 4 
Cy 
Spater hat Eucken?’) diese Hypothese Knudsens zur Be- 
rechnung des Verhiltnisses zwischen Warmeleitung und innerer 


Reibung bei mehratomigen Molekiilen verwandt und so eine Formel 
gefunden, die sehr gut mit den experimentellen Resultaten tiberein- 
stimmt 8). 

Benutzen wir dieselbe Hypothese, so wird fiir mehratomige Mole- 
kiile die ganze durch die Flacheneinheit transportierte Energie: 


By = no kT + n-S kT (%— 1), (2) 
oder in anderer Form 
Kei no ke T'- ee ee 
Cy — Cy 

§ 4. Wahrend der Energietransport in der Poiseuilleschen 
Strémung durch die obenstehende Berechnung bestimmt ist, liegen 
die Verhaltnisse bei der molekularen Strémung ganz anders, weil die 
Molekiile in diesem Falle keine gemeinschaftliche Geschwindigkeit 
besitzen. 

Betrachten wir eine reine Molekularstrémung bei konstanter Tem- 
peratur durch eine lange Réhre, deren Querdimensionen im Vergleich 
mit der mittleren freien Weglinge der Molekiile verschwindend klein 
sind, so kénnen wir nach den Untersuchungen yon Knudsen an- 
nehmen, da fiir die von einem Flachenelement der Réhrenwand aus- 
gesandten Molekiile das Kosinusgesetz fiir die Richtung und das 


Maxwellsche Verteilungsgesetz fiir die Geschwindigkeitsverteilung — 
giiltig sind. 


1) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 34, 603, 1911. 
2) A. Eucken, Phys. ZS. 14, 324, 1913. 
3) Vgl. J. H. Jeans, l. c. 1916, 8. 317. 
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Fiir den stationéren Strémungszustand’) wird die in der Sekunde 
durch den Querschnitt der Réhre gehende Anzahl von Molekiilen be- 
stimmt durch: 


1 d hm\*2 
=, A 7 AN = N. vee -e— hmc2 A 
n 9 4 ah co wo dN N 4x(—") e c2de 
0. 
da 
oder a 1 st an 
- oy dl 
N bezeichnet die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit 
dl : + 4, é 4 2 
und ae die Variation dieser Anzahl lings der Rébre. a ist eine 


Konstante, weil die Temperatur und dadurch die mittlere Geschwin- 
digkeit ¢ eine Konstante ist. 


>. Be — jas| Rdé ist eine GréBe, die durch die Abmessungen der 


Réhre bestimmt wird ?). — Fiir eine kreisférmige, zylindrische Réhre 
ist A bekanntlich <2 Re Fiir die von diesen » Molekiilen durch den 


Querschnitt transportierte kinetische Energie erhalt. man: 


co 


1 1 d 
ik A eckis. one 3 
Re a 4 ym ay | eta 
0 
woraus: es 
[en?*4-c5de 
ian ; 1 2h2.m? 1 
PRs a hale ae, Te: h8 m8 sally Mettler 23 
[ e-*"*.obde 
: 0 
oder 
4 
E, =n-Ak.T. (3) 


Die kinetische Energie, welche in der Molekularstrémung durch 
; 4 
einen Querschnitt transportiert wird, ist also das Produkt von ght 


und der Anzahl yon Molekiilen, welche durch den Querschnitt ge- 
gangen sind. 

Fiir die molekulare Effusion bekommt man natiirlich dasselbe 
Resultat. 

Setzen wir auch wie in §3 voraus, dafi die rotatorische und 
translatorische Energie ganz unabhangig voneinander zwischen den 


1) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 28, 114, 1909. 
2) Vgl. J. A. ter Heerdt, Dissertation Utrecht, 8.55, 1923. 
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Molekiilen verteilt sind, so erhalten wir fiir den gesamten Energie- 
transport in der molekularen Strémung: 


3 
Bhp =n S kT tm S kT (x —1) (4) 
oder ee 
Eig — ho eee 


§ 5. In seinem Rapport des ersten Solvay-Kongresses beschreibt 
Martin Knudsen?) einige orientierende Versuche, die er im Zu- 
sammenhang mit seinen Untersuchungen iiber die thermischen Mole- 
kulardrucke ausgefiihrt hat; in diesen Versuchen, welche unternommen 
wurden, um eine Umkehrung des thermischen Molekulardruckes nach- 
zuweisen, lieS Knudsen Wasserstoff und atmospharische Luft durch 

einen langen Pfropfen von fest gestampfter 

B cg  Glaswolle strémen und entdeckte dadurch, 

ou 4 Ws L, Vid 2-- da ein Temperaturunterschied sich zwi- 
Fig. 1. schen den zwei Endflaichen des porésen 
Pfropfens einstellte. Wenn der Strémungs- 

zustand stationaér war, war auch der Temperaturunterschied konstant. 
An der Austrittsstelle des Pfropfens war die Temperatur am niedrigsten. 

In Fig. 1 sind AB und CD die Zuleitungs- und Ableitungsréhre 
des Gases, wihrend BC den langen Pfropfen von Glaswolle bezeichnet; 
p, und py, sind die Drucke des Gases in AB und CD. 

Abhangig von den Dimensionen des Apparates und den Gréfen 
p, und p, kénnen in dem stationéren Zustande verschiedene Méglich- 
keiten entstehen. 

Der interessanteste Fall ist, da8 wir in AB und CD Poiseuillesche 
Strémung und im Pfropfen reine Molekularstrébmung haben. — Ist 
der Zustand stationar, also p, und py konstant, so strémt in der Zeit- 
einheit durch jeden Querschnitt von AB, BC und CD dieselbe An- 
zahl von Molekiilen. — Diese Anzahl nennen wir n. 

Durch den Querschnitt von AB und CD, wo wir Poiseuillesche 
Strémung haben, wird also die Energiemenge 


A 


oF le . kT +n.K 

1) Martin Knudsen, la théorie cinétique §X, Solvay-congrés 1911. 
Wenn ich hier diese Versuche Professor Knudsens noch ausfihrlicher be- 
schreiben kann und auch einige weitere Zahlenwerte geben kann, so ist dies nur 
dadurch méglich geworden, dafS Professor Knudsen mir sein Versuchsjournal 
vom Jahre 1910 tiberlassen hat. — Ich méchte beifiigen, daB diese Bestimmungen 
von seiten Professor Knudsens nur orientierende Versuche waren; nachdem 
sie aber unter gut definierten Versuchsbedingungen durchgefiihrt worden sind, 


erlauben sie sicher die Verwendung, welche ich in dieser Abhandlung davon 
mache, 
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transportiert, waihrend eine Energiemenge 
4 
“eS Wa kl +n. K 


durch den Querschnitt des pordsen Pfropfens hindurchgeht. n.K be- 
zeichnet die transportierte Menge von innerer Energie; wo diese nach 
dem Obenstehenden in beiden Fallen dieselbe ist, vernachlassige ich 
in dem Folgenden diese GriBe. 

Wir sehen hieraus, daB in diesem Falle in der Zeiteinheit eine 


E 1 
Energiemenge, HE —é = n- 5 kT, an der Ubergangsstelle Bb frei wird, 


wihrend dieselbe Energiemenge an der Ubergangsstelle Cc auf- 
genommen wird. Messen wir also die Temperatur der Wand bei Bb 
und Cc, so miissen wir bei Bb eine Temperaturerhéhung und bei Cc 
eine Temperaturerniedrigung gegeniiber der Umgebung finden. — 
Die Temperatur der Umgebung ist natiirlich die konstante Tem- 
peratur des Systems ohne Strémung. 

Die GréBe dieses Temperatureffektes wird bestimmt durch die 


: : 3 1 ; : 
frei gewordene bzw. absorbierte Energie n-—kT und die Isolations- 


2 
bedingungen an den Ubergangsstellen Bb und Cc. — Weiter sehen 
wir, da8 der Temperaturunterschied Jt zwischen Bb und Ce ein 
Temperatarfall sein mu, also in Wasserstoff bei gewohnlicher Tem- 
peratur mu8 der Knudseneffekt das entgegengesetzte Vorzeichen von 
dem Joule-Thomsoneffekt haben. — Dies stimmt auch genau mit 
den Experimenten von Knudsen. 

In groBen Ziigen will ich nun erst skizzieren, wie man nach dem 
Obenstehenden erwarten mu, da sich der Knudseneffekt mit den 
Drucken p, und p, Andert. 

1. Sind die Dimensionen des Apparates oder die Drucke p, und 
yy so klein, da8 wir auch reine Molekularstrémung in den Ab- und 
Zufuhrrébren haben, so wird der Knudseneffekt gleich 0; also 

Ai—=0 fir lim p, == 7,-= 0, 
2. Sind die Abmessungen und Drucke p, und p, von solcher 
' GréBe, daB wir in den Ab- und Zufubrréhren Poiseuillesche Stré- 
mung haben, wihrend im Pfropfen reine Molekularstrémung herrscht 
(wie oben beschrieben), so bekommen wir einen Temperaturunterschied 
proportional der durchgestrémten Menge, also proportional p,; — po. 

Wire die Warmeableitung bei Bb und Cec unabhingig von der 
Art des Gases, so mii&te beim selben Druckunterschied nach dem 
Gesetz der Molekularstromung der Temperatureffekt in Wasserstoff 
viermal so groB sein wie in Sauerstoff. 
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Ist in diesem Falle der Pfropfen hinreichend lang, so bekommen 
wir, wenn wir annaherungsweise annehmen, daS die Warmeableitung 
bei Bb und Cc dieselbe ist, bei Bb eine Temperaturerhéhung Jt, 
numerisch gleich groB mit der Temperaturerniedrigung Jt, bei Ce. 
Der Temperaturunterschied Jt wird Jt, + 4ty. 

3. Ist der Strémungswiderstand des Pfropfens hinreichend grof, 
so kann bei steigendem Wert von p, erreicht werden, daf man 
Poiseuillesche Strémung in AB, CD und in dem ersten Stiick des 
Pfropfens hat, wihrend in dessen letztem Stiick Molekularstromung 
herrscht. In diesem Falle, wo also p, viel gréBer als p, sein mub, 
erhalt man keine Temperaturerhéhung bei Bb. Bei Ce erhalt man 
aber die ganze Temperaturerniedrigung. — In diesem Falle miissen 
der gemessene Temperatureffekt Jt zwischen Bb und Ce und der 
gemessene Temperatureffekt Jt, zwischen Ce und der Umgebung 
gleich groB sein. Auch in diesem Falle mu in erster Annaherung 
der Temperatureffekt in Wasserstoff viermal gréfer sein als in Sauerstoff. 

4. Wenn p, und p, beide so grof werden, da sowohl in den 
Réhren AB und CD wie auch im Pfropfen Poiseuillesche Strémung 


Fig. 2. 
herrscht, erhalten wir keinen Temperatureffekt, also Jt = 0 fir 
lim p, = yg = oc. Wir sehen hieraus, daB der Temperatureffekt fiir 


das ganze Druckgebiet ein Maximum haben mu8; bei den gréBeren 
Drucken kann der Joule-Thomsoneffekt aber nicht vernachlassigt 
werden. 

Fig. 2 gibt eine Abbildung des von Martin Knudsen ver- 
wendeten Apparates. — Die Konstanten des Apparates warep 

d, = 0,645 em, d, — 0,775 cm, d; = etwa 3,5 cm; 
die Linge des Pfropfens = BC = 15 em. 

An der Glaswand bei Bb und Ce waren die zwei Lotstellen 1 
und 2 eines Pt-Konstantan-Thermoelements festgeklemmt, wahrend die 
dritte Létstelle mit einer ganz diinnen Platte F in dem abstromenden 
Gase verbunden war. Mit Hilfe des Thermoelementes 1 —2 wird der 
Temperaturunterschied 4t zwischen Bb und Ce bestimmt, wihrend 
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der Temperaturunterschied 4t, zwischen Cc und der Umgebung durch 
das Thermoelement 2— 3 gemessen wird 1). 

Wiahbrend des Versuches war der Strémungsapparat in Fig. 2 
in die bekannte Durchstrémungsaufstellung von Knudsen?) ein- 
geschaltet, wodurch es auch méglich wurde, die Pordsitat®) des 
Pfropfens mittels Strémungsversuchen mit konstanter Gasmenge zu 
bestimmen. MHierdurch wird dann die GriéSe T bestimmt, wo T' die 
durch das Produkt von Volumen und Druck gemessene Gasmenge 
bezeichnet, die in einer Sekunde vom Druckunterschied 1 durch den 
Pfropfen getrieben wird. 

_ Die von Knudsen gefundenen Werte sind in untenstehender 
Tabelle aufgefiihrt: Jt ist der Temperaturunterschied zwischen Bb 
und Ce; 4t, ist der Temperaturunterschied zwischen Ce und der 
diinnen Platte im abstrémenden Gase (also die Temperatur der Um- 
gebung). Bei Cc ist die niedrige Temperatur. 


Wasserstoff | Atmospharische Luft 
pi(mm) | pg(mm)| 4t9 | 4ty® | p, (mm)| po(mm)| 40° A t,o 
2,6 0,06 | 0,06 | 0,08 2,5 | 0,04 0,03 0,02 
5,7 0,12 0,11 | 0,06 9,0 0,07 0,07 0,04 
84,8 1,5 fy bo 0,69 0,67 94,6 1,10 0,18 0,20 
125,0 3.627 4° 0,78 <tr 0,74 161,7 2,34 0,12 0,12 
159,0 4,5 | 0,75 | 0,79 | 
182,0 11,0 0,62 | 0,68 | 
341,0 21,0 0,20 | 0,20 


Aus dieser Tabelle sieht man, da8 der Knudseneffekt innerhalb 
der Versuchsgenauigkeit genau so verliuft, wie oben unter 1. 2., 3. 
und 4. beschrieben. 

In den zwei ersten Versuchen ist sowohl in Wasserstoff als in 
atmospbarischer Luft der Zustand wie unter 2. besprochen, also 


gts == 54 und 4¢t proportional mit p, — pg. 


In den darauf folgenden Versuchen wird 4t, = 4t, also der 
Zustand wie unter 3. beschrieben, was auch zu erwarten war, weil 
‘der Druck p, so groB ist. Wir sehen auch hier, daS der Effekt in 
Wasserstoff anniherungsweise viermal so grof ist wie in atmosphari- 
scher Luft. 


1) Es darf nicht vergessen werden, daS die Versuche Knudsens nur 
Pionierversuche sind; bei ihrer Wiederholung kann der Apparat natiirlich etwas 
zweckmaBiger gebaut werden. 

2) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 28, 81 u.w., 1909. 

3) Vel. Sophus Weber, Undersggelser over Porestorrelsen hos porgse 
Legemer 0.s.v. Teknisk Tidsskrift 1917, No. 37, Kobenhavn. 
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Bei den noch hédheren Werten von p, und p, wird der Effekt, 
wie auch unter 4. besprochen, kleiner. 


Es entsteht nun die Frage, ob die GréBenordnung der hier ge- 
fundenen Werte von 4t mit dem zu erwartenden Effekt tiberein- 
stimmt. Auch hierauf ist es méglich auf Grund der ausgefiihrten 
Durchstr6mungsversuche zu antworten. 

In dem ersten Versuche mit Wasserstoff, wo p, = 2,6 mm und 
Po — 0,06 mm, wurde zur Zeit t = 0 die Verbindung mit der Zufuhr 
und der Abfuhr des Gases unterbrochen, wodurch eine Gasstrémung 
von dem Behilter V, = 950 cm? durch den pordsen Pfropfen in den 
Behilter V, — 1090 cm? entstand. Zur Zeit +t = t, wurden die 
Drucke p, und p, wieder abgelesen. — Durch diese Strémung mit 
konstanter Gasmenge erhalt man die GréBe 7, wo T die in der Zeit- 
einheit und fiir die Druckdifferenz 1 durchgestrémte Menge, gemessen 
durch das Produkt von Volumen und Druck, bezeichnet. 

Durch die Formel: 

poly A loge(p; — Po) Vi - Vo 
vy Viet Vs 
wird 7’ aus den beobachteten Werten von p,, p, und t, berechnet. 
Folgende Durchstrémungsversuche wurden ausgefihrt: 


Atmospharische Luft: 


T= 0 sec P= 1,13 mam Py, = 0,10 mm ) 

t= 780 , Pp, = 5,07 ,, Po = 1,89 , s i. oe 
Wasserstoff: 

(p=) “Re , = 2,60 mm DP, == 0,06 mm | 

t= 301,6 , r= 1,73 , Po — 0,81 , s Te 

== Eee Pr 5,6 mm Po = 9,12 mm) 


fez lO ee Dus AGe S po = 1,11 (eee 


Atmospharische Luft: 


” 


t=O sec », = 8,90 mm P2 = 0,07 mm )\ To VRS 
T= 69,9 ,, Pp, = 852 , Py = 0,40 , J Tce 
woraus 

TH 

7 


Fir reine Molekularstrémung im Pfropfen hat man, wenn @ das 
spezifische Gewicht bezeichnet: 

Tx Qn 

Fe | eee — it Sco) 

T, i 3,78 


~<A +”,h oe 
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Wir erkennen hieraus, da8 wir es bei den ersten Versuchen der 
Tabelle S.275 sowohl in Wasserstoff wie auch in Luft in erster 
Annaherung mit Molekularstrémung im Pfropfen zu tun haben, 
wabrend wir aus den Dimensionen der Ab- und Zufuhrréhre bzw. 
AB und CD sehen kénnen, da in diesen in erster Anniaherung 
Poiseuillesche Strémung auftritt, also der unter 2. beschriebene Zu- 
stand. Kinzelne Durchstrémungsversuche auch bei héheren Drucken 
wurden ausgefiihrt; aus diesen findet man, wie zu erwarten war, daB 
das Verhiltnis Ty/Ty bei gréBeren Werten von p, und p, sich dem 
Wert von nz HH nahert. 

In einer friiheren Untersuchung!) iiber die PorengréBe und 
Durchlassigkeit von porésen Kérpern habe ich nachgewiesen, da8 man 
eine solche durch eine Anzahl von parallelen Kapillarréhren von der- 
selben Lange ersetzen kann; infolgedessen kann die durchgestriémte 
Menge, der Gase geschrieben werden: 


—- _-— eres 
om == b ¥ 22 Vo: (vp: — Ps) es 
wo n die Anzahl von Molekiilen, welche in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt des pordsen K6rpers gehen, bezeichnet. 

Also wird a 

Yate Ih Sa 27 n.m 
3 ower LQ: (0 — Pa) 

Wir sehen also, daB » aus 7 berechnet werden kann, wenn das 
Gas und die Druckdifferenz bekannt sind. 

Ist in dieser Weise 1 bestimmt, so wird die Energiemenge gq, die im 
stationiren Zustande in der Zeiteinheit an den Ubergangsstellen Bb 
und Cc frei gemacht bzw. aufgenommen wird: 

1 


ee ene ae 


2 6 


oder 
= 1 7D) 
g= T. 0, (9; 2) a 


Fiir den ersten Versuch mit Wasserstoff, wo p, — p,. = 2,54 mm, wird 


q = 7,1.10—° g-cal/sec. 


1) Sophus Weber, Undersagelser over Porestorrelsen hos porsse Legemer 0.8. Vv. 
Teknisk Tidsskrift 1917, No.37, Kobenhavn. In dieser Abhandlung ist leider 
ein Rechenfehler unterlaufen. Hierdurch sind die Werte fiir V, in der Tabelle 2 
tausendmal zu klein. Die in der Tabelle2 gegebenen Werte fiir NV, miissen 
also mit 103 multipliziert werden. Hierdurch werden die Werte fiir den ganzen 
Hohlraum. des porésen Korpers einerseits durch die Durchlassigkeit fiir Gase, 
andererseits durch das spezifische Gewicht des Kérpers bestimmt, von derselben 


GréSenordnung. 
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In dem station’ren Zustande wird diese Wiairmemenge nach 
auBen und nach der linken und rechten Seite der Fliche Bb weg- 
geleitet. — Die Ableitung nach auBen wird durch die Strahlung und 
durch die Warmeleitfahigkeit des Wasserstoffs vom Druck p, be- 
stimmt, die Ableitung nach den Seiten von Bb dagegen durch die 
Abmessungen und das Warmeleitvermégen des Glasrohres ABC; 
auch die Warmeleitfahigkeit der Glaswolle und des Wasserstoffs beim 
Druck p, ist hierfiir bestimmend. 

Die Berechnung der gesamten Warmeableitung kann in erster 
Annaherung in bekannter Weise 1) ausgefiihrt werden. Die Temperatur- 
verteilung lings der Glasréhre, rechts und links von Bb, ist dann 
gegeben durch die Formel: 


t — too — ba i ate 


C= /s-0 
= Vira 


In diesem Ausdruck ist ¢. die Temperatur der Umgebung, s das 
auBere Wiarmeleitvermégen, O der Umfang und A der Quersechnitt 
des Glasrohres ABC, wahrend k das Warmeleitvermégen des Glases 
darstellt. 

In dem ersten Versuch mit Wasserstoff, wo p, — 0,06mm Hg 
= 80 Dyn/cm?, kénnen wir mit hinreichender Genauigkeit den Wert 
fiir s aus dem molekularen Wirmeleitungskoeffizient ¢°) bestimmen; 
s wird dann: 


wo 


§ == G2. 8s py = 210. 1lOee-cal 

wenn fiir a,, den Akkommodationskoeffizient, 0,32 gesetzt wird. 

Nehmen wir nun an, da die Wiairmemenge g allein nach aufen 
und durch das Glasrohr ABC nach rechts und links abgeleitet wird, 
so erhalten wir, weil wir die Ableitung durch die Glaswolle und den 
Wasserstoff vom Druck p, vernachlissigen, einen zu groBen Wert 
von 4¢t,; wir erhalten also in dieser Weise einen oberen Grenzwert 
von 4 ft). 

In diesem Falle wird 


S$. Uc 
== 2 


bg 
k- A (d,? — d,?) 
oder wenn wir fiir k, das Warmeleitvermégen des Glases, 0,0023 und 
fiir d, und d, die bekannten Werte einsetzen 
Oo == 0193. 


») Sophus Weber, Ann. d. Phys. 54, 331, 1917. 
*) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 84, 607, 1911. 
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Die nach auSen und nach den Seiten von Bb weggefiihrte 
Wirmemenge wird in diesem Falle bestimmt durch: 

i= 2a 7 (dt —a').b. (St) = = (d,2 — d,2)k.a.4t. 

Setzen wir auch hier die Zahlenwerte ein, so erhalten wir: 

4t, = 0,082°. 
Weil der Zustand bei Cc in diesem Versuch beinahe derselbe ist, wird: 
244 = A tpor, = 0,16°, 
wahrend Mr O01: 

Bei dieser Berechnung haben wir, wie oben gesagt, die Warme- 
ableitung durch die Glaswolle und durch den Wasserstoff vom Druck p, 
vernachlassigt. 

Um eine untere Grenze fiir 4t.., zu erhalten, nehmen wir an, 
daB der Wasserstoff und die Glaswolle denselben Wéarmeleitungs- 
koeffizient wie das Glas haben. In diesem Falle erhalt man: 


q os ey 4? kay It 


a 2A! = A tre, = 0,03°. 
Hieraus sehen wir, daB wir auf diese Weise fiir den ersten Ver- 
such mit Wasserstoff schlieBen kénnen, daB: 
0,03° =. A ter. 4 0,16°, 
wabrend A bon. = 0,074, 
also der GréSenordnung nach eine befriedigende Ubereinstimmung. 

Fiir den zweiten Versuch in Wasserstoff, wo q = 15,6. 10—° g-cal/sec 

wird, erhalt man: 

0,05° < A byer. , 0,24°, 
wahrend Btegiee012'. 
also auch befriedigend. 

Fiir Luft wird die durchgestrémte Menge 3,8mal so klein, also 
auch der Wert von g 3,8mal so klein wie fiir Wasserstoff unter den- 
selben Umstinden; s wird 1,5 mal so klein, woraus folgt, daB a 1,2 mal 
‘so klein wird. Die Temperaturerhéhung mu8 also etwa 3mal so klein 
sein wie in Wasserstoff unter denselben Umstiinden. Auch dieses Resultat 
ist in erster Annaherung in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen. 

Bei héheren Drucken wird die quantitative Berechnung von 4t 
sehr kompliziert, und es hat keinen Zweck sie auszuwerten, solange 
nicht neue genaue Beobachtungen vorliegen. 

Es wire natiirlich leicht, eine exaktere Berechnung fiir die Ver- 
suche Professor Knudsens bei den niedrigen Drucken durchzufiihren. 
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Da diese Berechnung von 4¢ aber in erster Reihe von den gewahlten 
Versuchsbedingungen abhingt, habe ich gemeint, daB dies hier keinen 
Zweck hat und dag die Berechnung einer oberen und unteren Grenze 
die beste Ubersicht tiber den Effekt gibt. 

Es ist hier nur meine Absicht gewesen, die Aufmerksamkeit auf 
diesen neuen Temperatareffekt zu lenken und nachzuweisen, da der 
Knudseneffekt nicht allein qualitativ, sondern auch quantitativ mit 
dem thermischen Effekt, den man nach obenstehenden theoretischen 
Uberlegungen erwarten muB, iibereinstimmt. — Hoffentlich wird diese 
Mitteilung die Anleitung zu einer Reihe von neuen Messungen mit 
Wasserstoff, Helium und anderen Gasen sein. 

§ 6. In § 2 haben wir die Anzahl von Molekiilen berechnet, 
welche in der Zeiteinheit durch das Flachenelement dydz gehen, wenn 
ein Gas von der Temperatur 7 in der Richtung der X-Achse mit 
der konstanten Geschwindigkeit uw) strémt. — Auch wurde die durch 
diese Molekiile transportierte Energie berechnet, woraus das Resultat 
von Bohr hervorgegangen ist. 

Wir werden nun fragen, wieviel StéBe und wieviel Energie die 
rechte und linke Seite von dem Flachenelement in der Zeiteinheit in 
dem strémenden Gase erhilt '). 

Nennen wir die Anzahl von StéBen auf der linken Seite des 
Flaichenelementes ndydz und die Energie Edydz, so erhalt man: 


ie) id @o 
— y.Af | [ weber le—ualt+ +9 du do dw 
0 ee ees 
und 
@ oO @ 
1 
E=5Zm.N. A | uw (u2 + v2 + w2) e~hm Luu? + + wl dy dvdw. 
ry = o —@ 
Setzen wir u—wu) — «2, so wird die untere Grenze fiir x in 
beiden Ausdriicken — ww, und wir bekommen, wenn zur Abkiirzung 


e—hmp? — @(p) gesetzt wird: 


@ 


n= ew | | (x -+ Uo) p(x) p(w) p(w) dadvudw 


und ee Be 
l s Ld 
B= zmN.A| | [ (e+ me) (2 + 22 Fw 
ye —— ei =) 


+ v2 + w*) p(x) pr) p(w) dadvdw. 


1) Hs ist natiirlich auch leicht, in dieser Weise die yon dydz empfangene 


BewegungsgréBe zu berechnen. Vel. Martin Knud 2 
643, 1915. 8 nudsen, Ann, d. Phys. 46, 


6 


_ Versuche benutzte, war, wie bekannt, in der Weise 
- eingerichtet, daB ein kreisférmiger Kanal mit vier- Fig. 3. 
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Wenn die Geschwindigkeit ~) klein ist im Vergleich mit der 
mittleren Geschwindigkeit der Gasmolekiile, so erhilt man, weil in 
diesem Falle die untere Grenze — wu, mit hinreichender Genauigkeit 
gleich 0 gesetzt werden kann: 


bided: Rihe 
SS 4 Ne+ 9 Nu 
und 
IC ae)? i = 
E= jgN.m.c [1+ 2 |= 52[e4 5 to 
wo p = 5 Ne der Gasdruck ist. 


Um die Werte fiir n und E fiir die rechte Seite des Flachen- 
elementes dydz zu erhalten, miissen wir in obenstehenden Formeln 
nur wu durch — wu, ersetzen. 

Haben die Molekiile auch rotatorische Energie, die unabhingig 
von der translatorischen Energie zwischen den Molekiilen verteilt ist, 
so wird die gesamte Energie, welche die Flacheneinheit erhalt: 


B=E+ER= 5 Tes w| +4 we(1+2% ‘uaa ae mo 


1 ] 3H 
cag U + — be 


: 1 
7 5 e+ 2 Uo) = ee 5 P(e 2u Me ants 


Nach der i : von E; méchte ich diese Formel st eine 
bekannte Erscheinung anwenden, namlich auf den kinetischen Warme- 
effekt von Gaede). Die Versuche hieriiber, welche ich als hin- 
reichend bekannt voraussetzen darf, sind, wenn man die grofen 


_experimentellen Schwierigkeiten in Betracht zieht, 
von Gaede sehr schon durchgefiihrt. 


Ug 


Die Molekularpumpe, welche Gaede fiir seine - alc 
a 


Ug 


eckigem Querschnitt, etwa 2,5 >< 2,5cm2, in sich selbst 
rotierte; hieraus folgt, da wir annehmen diirfen, daf jede Molekel, 


die von der Wand zuriickgeworfen wird, eine Zusatzgeschwindigkeit 


besitzt, welche in GréSe und Richtung gleich ist der Rotaticns- 
ceschwindigkeit des Kanals. 
In der Mitte des Kanals war eine feststehende Schachtel von 


vier gleich groBen Kupferplattchen a, b, ¢ und d (Fig. 3) angebracht. 


Die Oberfliche der einen Seite der Kupferplattchen war etwa 


PEI PL em tm ho oL eA 


0,4 < 0,4cem? gro’. Die Abmessungen dieser Schachtel waren also 
klein im Vergleich mit den Dimensionen des Kanals, so daB die 


1) W.Gaede, Ann. d. Phys. 41, 369, 1913. 
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Schachtel als in einem ausgedehnten Luftstrom stehend, aufgefaft 
werden kann. Die vier Seiten a, b, ¢ und d der Schachtel waren mit 
Hilfe eines Stabes mit groBer Wirmekapazitat in der Weise montiert, 
da8 sie nicht in wirmeleitender Verbindung miteinander standen. — 
Die Temperatur des Stabes ist dieselbe wie die Temperatur der Um- 
gebung 7',; die Plattchen der Schachtel sind mit Kienru$ geschwarzt, 
um die Strahlung zu definieren, und an der Hinterseite mit Thermo- 
elementen versehen, deren Drahte so diinn wie méglich waren, um 
den Verlust durch Wirmeableitung so klein wie méglich zu halten. 

Wir kénnen annehmen, daS die Richtung der Zusatzgeschwindig- 
keit senkrecht zur Vorderseite des Plattchens a ist. 

Wenn die Pumpe rotiert, haben alle Molekiile, die gegen die 
Vorderseite des Plattchens a stoBen, eine Zusatzgeschwindigkeit up 
senkrecht zu a und klein im Vergleich mit der mittleren molekularen 
Geschwindigkeit. — Gemi&S den oben durchgefihrten Berechnungen 
erhalt dann die Vorderseite des Plattchens a, wenn wir die Ober- 
flache der einen Seite des Plattchens A nennen, von den Molekiilen 
in der Zeiteinheit die Energie E;.A, wo 


i u os 
oe TB to + 9 PG + 2%). B, 


ze palate, 

Nennen wir die Temperatur des Plattchens a T, und den Ak- 
kommodationskoeffizienten ,, so wird die Warmemenge E,.A, welche 
durch die nach dem Kosinusgesetz und nach dem Maxwellschen 
Gesetz zuriickgeworfenen Molekiile von dem Plattchen weggefiihrt wird, 
bestimmt durch: 


A Cyp— Cy 


E, = E,(l—m) +0, E 
oder E,— EK, = o, [E; — £4], 
wo HE; die Energie bezeichnet, welche die zuriickgeworfenen Molekiile 
haben wiirden, wenn sie mit dem Plattchen a im Temperaturgleich- 
gewicht waren. 

Hierbei nehmen wir also an, daB der Akkommodationskoeffizient 
fiir die translatorische und rotatorische Energie derselbe ist. — 
Diese Voraussetzung ist aber, wie wir aus den foleenden Formeln 
sehen, von sehr geringer Bedeutung. x 

AuSerdem haben wir hier stillschweigend vorausgesetzt, daB die 
Temperatur der einfallenden Molekiile nicht durch die Temperatur 
der zuriickgeworfenen Molekiile geindert wird — wenn die freie mittlere 
Weglinge im Vergleich mit den Dimensionen hinreichend groB ist, 
ist diese Voraussetzung natiirlich auch erfiillt. 


. 
. 
, 
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Von der Vorderseite des Plaittchens a wird in der Zeiteinheit 
eine Anzahl von Molekiilen ».A zuriickgeworfen, woraus folgt, dab 
der Wert fiir EH, wird: 

ie | De 8 Be C7 

ees (« Rebs A Med ai Bett: gre (Gh 2%) 

Die Vorderseite des Plattchens a hat also die Energie A[E,— FE, | 

erhalten, wo: 
|! Ale a2 — 3) 
Ei; — By, = a, 7 Pm + 5 P- Ble + 2u} - C2 

Die Hinterseite des Plattchens a erhilt in der Zeiteinheit die 
Energie (€,;— é,) A, wo, weil die Molekiile in der Schachtel keine 
Zusatzgeschwindigkeit haben: 


&y — &g = [Ei — Ey |uyao = %- 5p B- aes 
C, 

In dem stationiren Zustand werden diese Warmemengen durch 
Strahlung und Warmeableitung langs der Draihte des Thermoelementes 
weggefiihrt, woraus die Bedingung fiir das Temperaturgleichgewicht 
folgt, wenn 7,—T, = 41, 

At l Zt 


1 Ea. ; : eee 
ay | PM — 5 BBE + 2m): Gt — 5 wB-4- "| = [G+ 28| 4h. 


In diesem Ausdruck bezeichnet St, den Verlust auf 1 cm? 
durch die Strahlung, und Z4t, den gesamten Verlust durch Warme- 
leitung langs der Drahte des Thermoelementes und der Aufhangung. 

Aus diesem Ausdruck erhalt man die Temperaturerhéhung des 
Plattchens a: 


> &.p-Uo 
4 3 
fens 


5 Keates Soe We 
ap ae Danae LSE) 


Fiir die Hinterseite der Schachtel, also das Plattchen c, finden 
wir ganz analog eine Temperaturerniedrigung: 


1 
Lia 


Aig = + be 
ee a ed. tn) 


Der Temperaturunterschied zwischen den Plattchen a und c wird also: 

At, + At = 2 Atper.. 
Aus diesen Formeln folgt, was auch zu erwarten war, da der 
Gaedeeffekt in erster Anniherung dem Gasdruck p proportional wird, 


solange die mittlere Weglinge klein ist im Vergleich mit den Ab- 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 91 
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messungen des Kanals. — Bei hoheren Drucken, wo diese Voraus- 
setzung nicht mehr giiltig ist, erhalt man natiirlich einen Reibungs- 
effekt. Betrachten wir die Beobachtungen von Gaede fiir atmospharische 
Luft und ziehen wir naheliegende Bestimmungen in eine zusammen, 
so erhalten wir die Werte 2 4tpeop. in der untenstebenden Tabelle; 
p ist der. Druck in Dyn/cm®, gemessen mit dem Me Leodschen 
Manometer, und 2 4trer, die nach obenstehenden Formeln berechneten 
Werte. Bei dieser Berechnung ist «, — 0,9, B = 1,5, up = 1650 cm/sec, 


¢ = 46300 cm/sec, 2 = 686 Erg/sec und 2S=8.7,3.c=11700 Erg/sec. 


Diese Werte fiir 1 und S habe ich von Gaede iibernommen, obwohl 
sie nicht ganz genau sind. — Im Vergleich mit der Genauigkeit der 
Beobachtungen ist das nicht von wesentlicher Bedeutung. 


i| | 
Druck Druck 
p Dyn/cm? 24 theob. 24 ther. p Dyn/cm? 24 theod. 24 ther. 
64,0 0,98 [1,84] 2,9 0,20 0,17 
58,5 * 0,98 [1,76] 1,8 0,14 0,11 
33,3 0,94 1,27 1,3 0,10 0,08 
20,0 0,77 0,89 1,0 0,08 0,06 
13,3 0,60 0,65 0,6 0,05 | 0,04 
6,3 0,37 0,35 0,4 0,03 0,024 


Bei der Vergleichung der Werte fiir ia und 2 4 ther, sieht man, 
da die Ubereinstimmung zwischen den beobachteten und berechneten 
Werten befriedigend ist. Bei den héheren Drucken, wo die mittlere 
freie Weglinge nicht mehr grof ist im Vergleich mit den Dimen- 
sionen des Kanals, werden die berechneten Werte zu groB, wie auch 
theoretisch zu erwarten ist. — Bei den niedrigsten Drucken scheint 
es, als ob der theoretische Wert etwas zu klein ist — dies wire 
jedenfalls leicht zu erklaren durch die Unsicherheit der Druckmessung 
bei den niedrigsten Drucken und auch durch den unsicheren Wert 
fiir den Akkommodationskoeffizienten; ob der Wert fiir «, auch bei 
den niedrigsten Drucken 0,9 ist, ist niamlich unmdglich zu sagen, weil 
wir nicht wissen, aus welchen Bestandteilen der Restdruck besteht. 

Zum Schlu8 méchte ich nicht unterlassen, Herrn Prof. Dr. Martin 
Knudsen meinen aufrichtigen Dank fiir sein freundliches Entgegen- 
kommen und seine Hilfe durch die Uberlassung seines Beobachtungs- 


journals auszusprechen. — Auch Herrn Prof. Dr. Niels Bohr bitte 
ich, meinen herzlichen Dank fiir sein Interesse an dieser Arbeit an- 
zunehmen. — Auch der Direktion des Danischen Carlsbergfonds bin 


ich fiir gewahrleistete Hilfe zu Dank verpflichtet. 
Leiden, 1924. 
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Uber Linsenfehler fiir schiefe Biischel. 
Eine Erweiterung der Waetzmann-Bratkeschen Interierenzmethode ). 
Von Eya Haberland in Breslau. 


Mit 24 Abbildungen. (Hingegangen am 22. Marz 1924.) 


Die Waetzmann-Bratkesche Interferenzmethode zur Untersuchung 
optischer Systeme wird auf die Untersuchung schiefer Biischel aus- 
gedehnt. Die bei gedrehter Linse auftretende Interferenzmethode wird 
qualitativ und quantitativ untersucht. Es wird die Theorie der Er- 
scheinung fiir Linsen mit Abbildungsfehlern gegeben und mit der Beob- 
achtung verglichen. Einige quantitative Ergebnisse werden mitgeteilt. 


§ 1. Fragestellung. 

Waetzmann und Bratke haben eine strenge Theorie der von 
Mascart?), Lummer’) und Hurion‘*) beschriebenen Interferenz- 
erscheinung aufgestellt®) und die Erscheinung zur quantitativen Unter- 
suchung der spharischen und chromatischen Aberration optischer 
Systeme fiir Achsenpunkte benutzt®). 

Sechs Jahre nach der ersten grundlegenden Waetzmannschen 
Arbeit’) veréffentlichte F. Twyman eine Arbeit’), die auf demselben 
Gedanken beruht: Bestimmung gewisser Linsenfehler aus dem Ein- 
fluB, den sie auf die Form einer’ Interferenzerscheinung haben. 
Twyman ging von dem Michelsonschen Interferometer aus und 
erweiterte seine Methode spater auch auf die Untersuchung schiefer 
Biischel’). Doch beschrankt er sich, soweit sich aus den Verdffent- 
lichungen schlieBen la8t, durchweg auf qualitative Beobachtungen, 
wiewohl eine quantitative Auswertung auch bei jener Anordnung grund- 


 satzlich nicht unméglich erscheint. 


Es bot nun die Frage Interesse, ob sich die Waetzmann- 
Bratkesche Methode dahingehend erweitern laBt, daB auch Fehler, 
die fiir schiefe Biischel bei Linsen auftreten, aus den Interferenz- 
bildern erschlossen und woméglich quantitativ bestimmt werden kénnen. 


1) Gekirzte Breslauer Dissertation 
2) M. Mascart, Ann. chim. phys. 28, 149, 1871. 
3) O. Lummer, Wied. Ann. 28, 513, 1884. 
4) Hurion, Journ. de phys. (3) 1, 414, 1892. 
5) B. Bratke u. E. Waetzmann, Ann. d. Phys. 72, 501, 1923. 
6) E. Bratke, ZS. f. Phys. 21, 9, 1923. | 
7) BE. Waetzmann, Ann. d. Phys. 39, 1042, 1912. 
8) F. Twyman, Phil. Mag. 35, 49, 1918. 
%) F, Twyman, ebenda 42, 777, 1921. 
21* 
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Da die interferierenden Strahlen dic Linse J unter groBen Winkeln 
mit der optischen Achse durchsetzen sollen, mu bei festgehaltener 
Anordnung der iibrigen Apparatur die Linse um eine vertikale Achse, 
die durch den vorderen Haupt- oder Knotenpunkt N, geht, gedreht 
werden. Dann fabrt der Strahl, der auf dem Hinwege nach dem 
ersten Hauptpunkte WN, zielt (siehe Fig. 1), nach Brechung an der 
Linse vom zweiten Hauptpunkte N, aus, 
trifft senkrecht auf den Spiegel R, wird 
in sich selbst reflektiert und geht nach 
Reflexion an der Vorderflache der plan- 
parallelen Platte P durch den Mittel- 
punkt B der Blende des Beobachtungs- 
apparates 7. Dieser ,,Zentralstrahl* Z 
[der Ausdruck Hauptstrahl ist mit Riick- 
sicht auf die Bezeichnungsweise bei 

Fig. 1. Ideale Linse L M. v. Robr?) vermieden] bildet mit der 

in gedrehter Stellung justiert. optischen Achse von LZ den Drehwinkel 

w. Zentralstrahl und optische Achse 

liegen mit der Normalen von P in einer Ebene, kurz ,,Horizontal- 

ebene“ genannt. Die entstehende Interferenzerscheinung wird in dieser 

Arbeit naher untersucht. Es gelang, zu gewissen positiven Ergebnissen 

zu kommen, trotz der groBen Schwierigkeiten, die der Ubergang zu 
schiefen Bischeln immer bietet. 


§ 2. Qualitative Beobachtungen. 


a) Justierung. Um die geforderte Anordnung (Fig. 2) herzu- 
stellen, wird die Linse zunichst auf die friiher beschriebene Weise 2) 
in der Normalstellung, bei welcher die optische Achse mit dem Zentral- 
strahle zusammenfiallt, justiert. Kontrollen fiir genaue Justierung sind: 

1. Die Irisblende Z wird in die vordere Brennebene gebracht 
und méglichst klein gestellt. Die J, durehsetzenden Strahlen entwerfen 
nach Reflexion an R und nochmaligem Durchgange durch die Linse 
ein reelles Bild der Blendendffnung, das bei richtiger Lage des ersten 
Hauptpunktes NV, mit dieser selbst zusammenfallt, so daB bei Beob- 
achtung mit dem Fernrohr die Blendenéffnung bis zum Rande licht- 
erfiillt und scharf begrenzt erscheint. 

2. Die Richtung der optischen Achse von L wird mit Hilfe der 
an den verschiedenen Linsenflichen reflektierten Spiegelbilder der 


1) M. v. Rohr, Theorie und Geschichte des phot. Objektivs. 
*) E. Bratke, Diss. Breslau 1922. 
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Lichtquelle S justiert. Um sie deutlich zu sehen, éffnet man die 
Blende J, und verdeckt den Spiegel R. 

Sodann liest man an dem am Linsenhalter befindlichen Teilkreise 
die Zeigerstellung ab. 

Wahrend des gréSten Teiles der Versuche stand nur ein Linsen- 
halter zur Verfiigung, der nicht zum Drehen vorgesehen ist und 
mannigfacheSchwierig- 
keiten bereitete. Die 
Drehachse war bis zu 
35mm vom _ ersten 
Hauptpunkte entfernt, 
daher muBte die Linse 
nachtriglich um _ be- 
trachtliche Stiicke seit- 
lich verschoben werden, 
was stets Anderungen 
in der genauen Justie- 
rung zur Folge hatte. 
Mittels der Kontrolle 
(1) wird die Lage des | } 
ersten Hauptpunktes Fig. 2. Versuchsanordnung bei gedrehter Linse L. 
justiert. Die Kontrolle 
(2) ist nur bei kleinen Drehwinkeln anwendbar, die Spiegelbilder an 
den Linsenflichen miissen horizontal nebeneinander liegen. Bei groBen 
Drehwinkeln kann man nur daraus, daB trotz genauer Justierung 
in Normalstellung und richtiger Hauptpunktslage die Erscheinung 
nicht symmetrisch zur MHorizontalebene ist — Abwesenheit von 
Astigmatismus auf der Achse vorausgesetzt —, auf eine Neigung 
der Linsenachse gegen die Horizontalebene schlieBen und mu bei 
wiederholter Anwendung der Kontrolle (1) an Hand der Erscheinung 
schrittweise nachjustieren. 

Bei den letzten Aufnahmereihen XXVI bis XXVIII ist ein neuer 
Halter benutzt, bei dem Drehung um die vertikale und um die 
‘horizontale Achse, ebenso Verschiebung in vertikaler und in horizontaler 
Richtung vollstiindig voneinander getrennt mittels Mikrometerschrauben 
erfolgen. Die Spiralfedern, die vorher eine stiindige Quelle der Un- 
sicherheit bildeten, sind vermieden, so daB die Justierung bedeutend 
leichter und sicherer bewerkstelligt werden kann. Bei der Abljesung 
am Teilkreise ist 0,1° bequem zu schatzen. 

b) Beobachtungen an photographischen Objektiven, Nun 


zur Erscheinung selbst. Die Offnung der Irisblende J, sei nur so 
* 
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groB, daB die Strahlenbegrenzung wirklich durch sie und nicht zum 
Teil durch die Umrandung der Linse L erfolgt. Fiir Normalstellung 
ergibt die Theorie bei hinreichend diinner Platte eine vollstindige, 
bei dickerer Platte P wenigstens eine annaihernde Symmetrie der 
ganzen Interferenzerscheinung zu dem Nullstreifen, der gemeinsamen 
Sehne der beiden Blendenbilder, die durch Reflexion an der Vorder- 
bzw. Riickseite der planparallelen Platte P entstehen. Dies gilt auch 
fiir optische Systeme mit sphirischer Aberration fiir Achsenpunkte 
und wird qualitativ und quantitativ durch das Experiment voll be- 
statigt?). 

Dreht man die Linse, so ergeben sich um so starkere Abweichungen 
von der Symmetrie, je gréBer der Drehwinkel w ist. Nur bleibt der 
Nullstreifen, wenigstens in der Nahe der Horizontalebene, stets hell, 
bei Beobachtung ohne Farbfilter wei. An photographischen Objek- 
tiven, bei denen die spharische Aberration gewéhnlich nur zonal 
korrigiert ist, wurde folgendes beobachtet: Die von Waetzmann und 
Bratke beschriebenen, fiir den Korrektionszustand des Objektivs 
charakteristischen Kurvenformen der Normalstellung — Quellpunkte, 
Tonnchen- und Nierenform — bleiben nach der Drehung im wesent- 
lichen erhalten, werden aber unsymmetrisch verzerrt. Drehung um 
positive und negative gleiche Winkel erzeugt annahernd spiegelbild- 
lich gleiche Interferenzbilder. Hierher gehéren die Aufnahmen der 
Reihe XX VII (Figg. 3 bis 6) an dem Objektiv Goerz-Dogmar, f= 125 mm, 
1:6,3. e ist die Spiegelstellung von einem willkiirlichen Nullpunkt 
aus gerechnet. Wachst e, so nahert der Spiegel sich der Linse. Im 
Vergleich zur Brennweite ist die hier benutzte Platte mit a, = 3,74 mm 
Parallelverschiebung schon dick zu nennen, daher die ausgeprigten 
Kurvenformen der Normalstellung trotz der geringen absoluten Gréfe 
der spharischen Aberration. Auffallend ist im Vergleich zu anderen 
Objektiven hier der geringe Grad der Unsymmetrie bei gedrehter 
Linse sowie die Umkehr der Kurvenfolge bei ~ = — 20° gegeniiber 
der bei kleineren Drehwinkeln. 

c) Beobachtungen an Fernrohrobjektiven. Uhbersichtlicher 
als bei photographischen ist die Erscheinung bei Fernrohrobjektiven. 
Diese sind meist fiir eine groBe Offnung sphirisch so gut wie voll- 
kommen korrigiert und zeigen in Normalstellung bei Abblendang der 
Randzonen die von der Theorie fiir ideale Linsen geforderten Aqui- 
distanten senkrechten Streifen und bei Nullstellung des Spiegels 
gleichmaBig helles Gesichtsfeld. Wird die Linse gedreht, so nehmen 


1) BH. Bratke, ZS. £. Phys. 21, 24, 1924. 
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die Streifenabstiinde in der Horizontalebene von einem Rande zum 
andern hin gleichmaBig zu oder ab, je nachdem sich der Spiegel 
auSerhalb oder innerhalb der Nullstellung befindet. Was als genaue 
Nullstellang anzusprechen ist, kann erst die Theorie lehren. Die 
luterferenzkurven sind nicht mebr Gerade, sondern konkay nach der 
Seite gréBeren Kurvenabstandes hin. In der Nahe der Nullstellung 


a b c 


Fig. 3. 
p= 0, 
(Normal- 
stellung) 


218.5 219,0 mm 


217,8 


215,5 216,0 mm 


Figg. 3 bis 6. Reihe XXVII. Goerz-Dogmar, f = 125 mm, zonal korrigiert. 
Volle Linsenflache ausgenutzt. a = 38,74mm; © = 1100mm; A= 435 mu, 


schlieBen sich die Kurven zu ovalen konzentrischen Ringen mit senk- 
rechter groBer Achse, die von einer Seite zur anderen durch das 
Gesichtsfeld wandern, wenn man den Spiegel verschiebt. Wie oben 
gesagt, bleibt aber der Nullstreifen in der Nahe der Horizontalebene 
stets hell. 

Als Beispiel seien einige Aufnahmen der Reihen XXVI und 
XXVIII an zwei Zielfernrohrobjektiven angefiihrt. Zur Verwendung 
gelangte eine der neuen planparallelen Platten, die von der Firma 
Goerz fiir das hiesige Institut angefertigt wurden und zum ersten 
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Male eine Ausnutzung der vollen Linsenéffnung gestatten. Bei 
Reihe XXVI (Figg. 7 bis 9) betragt die Brennweite f= 160mm. 
Am Rande zeigt das Objektiv deutlich Uberkorrektion?). Im Mittelteil 
der Bilder verhalten sich die Kurven in der oben beschriebenen Weise. 
Die Bilder XXVIII (Fig. 10) mit f= 340mm sind zu Messungen 
bestimmt und daher bei mittlerer Offnung der Blende J, aufgenommen. 

d) Einflu8 der Plattendicke auf die GréBe der Unsymme- 
trie. Einen wesentlichen Einflu8 auf den Unterschied in der Streifen- 
zahl rechts und links vom Nullstreifen hat die Dicke der planparallelen 
Platte P. Benutzt man die dickste Platte von d = 10,33mm Dicke 
und a) = 7,24mm Parallelverschiebung, so bleibt die Unsymmetrie 


. 10. 
15° 


e= 120,0 122,5 125,0 127,0 mm 
Fig.10. Reihe XXVIII. Zielfernrohrobjektiv f = 340 mm. 
Zum Ausmessen bestimmt, daher J, auf 21,3mm Durchmesser verkleinert. 
€ ~ 1100mm, a = 3,74mm, 2 = 435 mu. 
bei jeder Spiegelstellung erhalten, und zwar zeigt sich, dab, wie groB 
auch immer die Zahl der Streifen sei, der Unterschied in der 
Streifenzahl rechts und links bei einem Objektiv konstant ist und mit 
dem Drehwinkel w wichst. 

Bei der diinnsten Platte (aj = 2,33 mm) zeigt sich eine Anderung 
der Streifenzahldifferenz, wie die in Tab. 1 mitgeteilte Beobachtungs- 
reihe an dem sphirisch ebenfalls gut korrigierten Zeiss-Sonderobjektiv 
f = 180mm, 1:4,5 ergibt. Der Drehwinkel ist 7 = 5°, die Wellen- 
lange 4 = 578mu, die Entfernung des Beobachtungsapparates von 
der Erscheinung € = 1870 mm. 


Tabelle 1. 
: Zahl = ‘omarias Hakeestnid lin des 
in mm eo i) Streifenzahl 
links | rechts 
204,5 27 27 0 | auBerhalb der Null- 
206,5 18 19 stellung 
208,5 9 11 2 J 
210,5 nahezu Nullstellung 
212,5 10 7 sd innerhalb der Null- 
214,5 19 1541/9 3Y/5 i stellung 
216,5 28 24 4 


1) Vgl. H. Waetzmann, a. a. O. 


292 Eya Haberland, 


Die MeBreihe wurde zweimal durchgefiihrt und ergab genau iiber- 
einstimmende Resultate. Es geht aus ihr hervor, daf die Unsymmetrie 
um so gréfer wird, je niher der Spiegel an die Linse riickt. Die 
Unsymmetrie verschwindet bei einer gewissen Spiegelentfernung aufer- 
halb der Nullstellung. 


§ 3. Gangunterschiedsgleichung bei ideal abbildender Linse. _ 


a) Waetzmann-Bratkesche Gangunterschiedsformel. Die 
in § 2 mitgeteilten Beobachtungen gilt es nun theoretisch zu deuten. 
Die Bezeichnungen (Figg. 2 und 11) sind, soweit méglich, dieselben 


Fig. 11. Strahlenverlauf bei idealer gedrehter Linse L. 
Der Interferenzort ist U. 


wie bei Waetzmann und Bratke. d und m sind Dicke und Brechungs- 
verhaltnis der planparallelen Platte P, g ihre Neigung gegen den 
Zentralstrahl Z. Die Teilstrahlen (1) und (2) bilden vor dem ersten 
Durchgange durch die Linse den Winkel ¢, nach dem zweiten die 
Winkel ¢, und ¢, mit dem Zentralstrahle. Der Ausdruck fiir den 
Gangunterschied 4 beider Strahlen in ihrem Interferenzpunkte lautet: 


A = 2d Yn? — sin? (g + €) 


ae 2d Sg2— 8ia(P+-&1) [cos (P+ &2)— cos (P+é1)]] (1) 
Yn2— sin? (p + &) | sin (6 — &) i 
oder entwickelt: 
A= (858) + be) +o, (2) 
wo 
_ _2dsn2y__ 
sd Vn? — sin? p ; (3) 
ee. ul Oo 
by == 5) ap : (4) 
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Waetzmann und Bratke?) haben fiir den Fall der Normalstellung 
eine eingehende Diskussion iiber die Vernachlassigung der zweiten 
und héheren Potenzen der Winkel ¢, &, & gefihrt. Die dort ge- 
fundenen Ergebnisse lassen sich niberungsweise iibertragen. Eine 
genaue Diskussion ist jedoch erst nach Feststellung der geometrischen 
Beziehungen zwischen den Winkeln und nach Zuriickfiihrung derselben 
auf meBbare GréBen moglich. 


b) Nullstellung. Zunichst wird die Erscheinung untersucht, 
die eine nach der Gaussschen Theorie abbildende Linse hervorrufen 
wiirde, und zwar vorlaufig unter Beschrinkung auf die Horizontalebene. 

Als Nullstelluug des Spiegels R wurde bei Normalstellung . der 
Linse J stets diejenige bezeichnet, bei der die Oberflache von R mit 
der hinteren Brennebene von J zusammenfiel (Fig. 12). Die Gang- 
unterschiede, die die Teilstrahlen an der planparallelen Platte erleiden, 


Fig. 12. Strahlenverlauf bei Normal- Fig. 13. Verlauf des aus dem Zentral- 

stellung der Linse L (Y% = 0) und strahl hervorgegangenen Strahlenpaares 

Nullstellung des Spiegels A (e = 0). bei gedrehter Linse und Nullstellung 
des Spiegels (¢ = 0). 


sind dann genau gleich und heben sich auf, unabhingig von der ur- 
_ spriinglichen Richtung ¢ und von der Einfallshébe der Strahlen. Bei 


Nullstellung kann demnach keine Interferenzerscheinung zustande 
kommen, das Gesichtsfeld muS gleichmaBig hell erscheinen. 
Man sieht leicht ein, daB es bei der verinderten Anordnung, bei 


der die Linsenachse gegen den Zentralstrahl geneigt ist (Fig. 1), eine 
—solche Nullstellung im strengen Sinne nicht geben kann. Die Spiegel- 
-oberfliiche schneidet die hintere Brennebene ; in einer vertikalen 
Geraden. Fiir die Punkte dieser Geraden bzw. alle Strahlen, die in 
- ihnen zum Schnitt kommen, befindet sich der Spiegel in ,,Nullstellung“. 


a ere eh Peet . 


Diese Strahlen verlaufen nach dem zweiten Durchgange durch die 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
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Linse parallel zu ihrer Richtung vor dem ersten Durchgange, schneiden 
sich also nicht im Endlichen und haben auch keinen Gangunterschied. 
Fiir alle’ anderen Punkte der Brennebene dagegen steht der Spiegel 
auBerhalb der Nullstellang, und die entstehenden Gangunterschiede 
fiihren zu einer Interferenzerscheinung. 

Um dennoch zu einer eindentigen Festsetzung zu kommen, wird 
fiir die folgenden Untersuchungen als Nullstellung die Nullstellung 


= 


\-@ 
2 a 
aa RY 
see 


| 
Fig. 14. Verlauf eines Strahlenpaares bei gedrehter Linse L. 
Die zweite Spiegelung an der planparallelen Platte ist fortgelassen. 


Fig. 14a. 
Bestimmungsstiicke des Strahles 2. Fig.14b. Zur Berechnung 


der Winkel ¢, und &. 

des Spiegels fiir den Zentralstrahl bezeichnet. In der Nullstellung 
(Fig. 13) geht die Spiegeloberfliche durch den DurchstoBungspunkt F%* 
des Zentralstrahls mit der hinteren Brennebene §;. Den Strahtens 
verlauf ersieht man aus Fig. 13, bei der das zuerst von Lummer an- 
gewandte Spiegelungsverfahren (Spiegelung an R) benutzt ist. Die 
Entfernung e des Spiegels aus der oben definierten Nullstellung wird 
positiv gerechnet, wenn F auSerhalb von F, steht (Fig. 1). 
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c) Geometrische Beziehungen. Der Berechnung zugrunde 
gelegt sind Figg. 14, 14a und 14b, wo der Ubersichtlichkeit halber die 
zweite Reflexion der Teilstrahlen an P fortgelassen ist. Die GréBen 
mit einem Strich beziehen sich im allgemeinen auf den zweiten Strahlen- 
durchgang nach der Reflexion an R, diejenigen mit einem Stern auf 
Richtungen parallel oder senkrecht zam Zentralstrahl Z. 

Se ae aa (5) 
ist die Entfernung vom Hauptpunkte, in der der Zentralstrahl die zu- 
gehorige Brennebene %, schneidet; )* bzw. § ist die Hoéhe, in der 
der Strahl (2) die durch den vorderen Hauptpunkt bzw. die durch den 
Brennpunkt Fy’ gehende Normalebene zum Zentralstrahl schneidet. 
Die letzterwaihnte Ebene wird kurz Einstellebene genannt. 

B ist der Blendenmittelpunkt des Beobachtungsapparates; € seine 
Entfernung von Fy’; A der zu B in bezug auf L’ konjugierte Punkt; 
J und K sind die konjugierten Schnittpunkte der Teilstrahlen (1) und 
(2); Q und Q’ ihre Projektionen auf den Zentralstrahl. In dem Ver- 
laufe zwischen LZ und L’ bilden die Teilstrahlen mit dem Zentralstrahl 
die Winkel €, und €,. Der anfingliche Abstand der Teilstrahlen (1) 


und (2) ist: 1a _2sin 29 +) (6) 
Vn — sin? (p + €) 
der Unterschied ihrer Einfallshéhen an den Hauptebenen der Linse L: 


a 
pas ellie ee: 7 
cos (wy + é€) (7) 
Die strenge Rechnung ergibt folgende Beziehungen: 
if ig == &’ (8) 
5" 
tg &— 2 pa 
a oa ” Pa (9) 
/ ” 
tgé +2 Las : th E —2 Us igv —tgv.tee| 
: tg le 0 te ia D §” é : (10) 
a’ cos e . 
| Ls (1+ 5) tev[1—2 3 igv—tevtge,| 
” 
Setzt man 7 — O und tgé, = 4, so erhalt man 1): 


eh!” a’e 
Pp? CE Tee Fe Na a ae 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 


' a 
= < te ¢ — to é, — 2 
a = SOs? ig iS &o2 
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d) Entwickeln der Winkel. Aus den Gleichungen (9) und 
(10) ist folgendes zu ersehen. Die in den Zablern von tgé und tg & 
auftretenden Ausdriicke sind héchstens von derselben GréSenordnung, 
im allgemeinen aber kleiner als | tg &max|. Die maximale Spiegel- 
verschiebung etmax, bei der die Interferenzkurven noch beobachtet 
werden kénnen, ist cet. par. annahernd proportional dem Quadrate 
der Brennweite der Linse und umgekehrt proportional der Dicke d 
der planparallelen Platte. Bei einer Linse von f = 340mm Brenn- 


weite und der Beobachtungsentfernung € = 1700 mm betragt sie fiir 
die diinnste Platte (a9 — 2,33mm) etwa emax = 12mm ~ al Bei 


’ 


der maximalen Einfallshéhe §’’ = 20 mm ist also tg &, = - == 09,0118) 
e h"” hs 
ee 


0,0042. Fir tgé, liegen die Verhiltnisse noch giinstiger, da 


a’cos YW <|§"max| und die weiteren Glieder noch kleiner sind. In den 
Nennern treten etwas gréBere Glieder auf. Bei obigem Beispiel ist 


» " 
firey =— "15%; as tg wv ~ 0,06 (bei €, ist das Hauptglied entsprechend 
kleiner). Da diese Ausdriicke jedoch neben der 1 stehen, haben sie 
keinen Einflu8 auf die GréBenordnung des Bruches. 


Man erkennt somit, daB tgé und tgé, von derselben Gréfen- 


Fes 


G Das Ergebnis, betreffend die 


Vernachlassigang héherer Potenzen der Winkel ¢, €,, ¢, in dem 
Ausdruck fiir den Gangunterschied bei Normalstellung laBt sich also 
auf den Fall der gedrehten Linse iibertragen; beobachtet man aus 
gentigend groBer Entfernung, so braucht man die quadratischen Glieder 
nicht mehr zu beriicksichtigen. Daher werden im folgenden die 
Tangenten der Winkel €, ¢,, & gleich ihren Bogen gesetzt. ",a',e 


‘ "Wy 9 
werden von gleicher GréSenordnung angenommen. (G) wird von der 


ordnung sind wie tg éymax = 


GréBenordnung é, angenommen (in Wirklichkeit ist es fast stets kleiner). 
Beriicksichtigt werden Glieder bis zur GréBenordnung «2, Damit er- 
geben sich folgende Beziehungen fiir die Winkel: 


oe 26 

2 = are na =e + ts ¥)], i 

ev e (8a) 
9 oh! " Ue) 

& = &,— 2 ree Tea tg p = 1S ee, (9a) 


é& = @&+2 fsa (1 — 2), tev) — 26-4 ~ee—4 ay tg w. (10a) 
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e) Aufstellung und Diskussion der Gangunterschieds- 
gleichung, Vergleich mit der Beobachtung. Vernachlassigt man 
in (2) die héheren Winkelpotenzen und setzt die Werte aus (8a) bis 
(10a) ein, so folgt: 


A + 2h’ fe f 
Gee fe li+20 *tgv|—ZP teal. (2a) 
eee i Je 
Daraus ersieht man: 
1. In der Héhe h” — —2 ist der Gangunterschied stets J — 0. 


Das ist der ,,Nullstreifen“ der Beobachtungen. 

2. Bei gedrehter Linse steigt der Gangunterschied nicht mehr 
linear mit der Héhe §” an. Tragt man J bei festem e als Funktion 
von §” auf, so erhilt man eine Parabel statt der Geraden bei Normal- 
stellung+), d.h. die Interferenzstreifen sind nicht mehr Aquidistant. 
Ein Vergleich zeigt aber, daB die Unsymmetrie, die theoretisch fiir 
ideale Linsen hergeleitet ist, der an Fernrohrlinsen beobachteten gerade 
entgegengesetzt ist. 

3. In einer festgehaltenen Hohe f” ist der Gangunterschied nicht 
mehr genau proportional der Spiegelentfernung e. 

4. Die Entfernong © des Beobachtungsapparates von der KEin- 
stellebene tritt bei gedrehter Linse schon in Gliedern von der Ord- 
nung ¢é2 auf, nicht wie bei Normalstellung erst in solchen von der 
Ordnung «*%. Deshalb ist es erforderlich, mit einer sehr engen Blende 
zu arbeiten, da sonst Strahlenpaare in den Apparat gelangen, die die 
Einstellebene in derselben Héhe §” durchsetzt haben, aber den Zentral- 
strahl in verschiedener Entfernung © schneiden, daher verschiedenen 
Gangunterschied besitzen und bewirken, da8 die Interferenzerscheinung 
verwaschen wird. Der Einfiu8 dieses Gliedes wird ersichtlich um so 
kleiner, je weiter der Beobachtungsapparat von der Kinstellebene 
- entfernt ist. 

5. Bei Nullstellung des Spiegels, e = 0, verschwindet der Gang- 
unterschied 


A + a + 2h" h” 


Ay = oar OOS has au (cl 


tg 


auBer am Nullstreifen f’ — — a nur noch an der Stelle h” — 0, 


d.h. fiir den Zentralstrahl. An allen iibrigen Stellen hat er Werte, 
die stark von der Beobachtungsentfernung € abhingen. Im Bratke- 
schen Falle (y = 0) ist 4, = 0, das Gesichtsfeld ist gleichmafBig hell. 


1) KE. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
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6. Das in §” quadratische Glied verschwindet bei der Spiegel- 


*a, E 
entfernung e = ae Diese ist stets positiv, d.h. der Spiegel mu 


sich dazu May der Nullstellung befinden. 
Der Gangunterschied ist in erster Naherung gegeben durch das 


2H” +a ¢ 


—°.—. Die obere Greuze fiir e ist gegeben durch die 


kleinste Breite i der Interferenzstreifen, die mit dem Beobachtungs- 
apparat noch wahrgenommen werden kann. Bei der Beobachtungs- 
entfernung © — 1700 mm =z. B. war im etwa #/;mm, dem entspricht 
fiir die gelbe Hg-Linie 4 = 578 mu 


| max | c 1 A sy 1 
fe 2 205 “ain 2 ay 


‘O87. LO. 


Fiir die diinnste Platte aj = 2,33 mm miibte demnach € > 4000 mm 
sein, damit der Koeffizient von ' verschwindet, fiir die dickste 
a = 7,24mm sogar © > 8300mm, wahrend in Wahrheit die Ent- 
fernung nur 1700mm betrug, wie angegeben. Immerhin kann fiir 
dQ) == 2,33 mm das quadratische Glied ziemlich klein werden. Zum 
Vergleich mit der Beobachtung wurde mit den Daten der in § 2 
gegebenen Tabelle folgende Streifenzahl berechnet: 


Tabelle 2. 
§ Zahl der Interferenzstreifen 
in mm berechnet | beobachtet 
links rechts links rechts 

6 271/, 261/, 27 27 

4 19 17/5 18 19 

2 10 8 9 11 

0 = te =— = 
— 2 7 101/, 10 7 
ie 151/, 191/ 19 151/y 
— 66 241/, 29 28 24 


Qualitativ wird also die Zunahme der Unsymmetrie bei Annaherung 
des Spiegels an die Linse, die nach § 2 beobachtet wurde, schon durch 
die Theorie fiir ideale Linsen wiedergegeben — eben bis auf das 
entgegengesetzte Vorzeichen des Zusatzgliedes. Eine quantitative Uber- 
einstimmung zwischen ,idealer* Theorie und Beobachtung war selbst- 
verstandlich nicht zu erwarten, doch ist es auffallig und erfordert 
besondere Aufmerksamkeit, daB die Voceattnanamicolie bei allen ge- 
priiften Linsen auftrat. 
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$4. Ort der Erscheinung. 


a) Aufstellung eines strengen Ausdrucks fiir die Ent- 
fernung uw des Interferenzortes. Fir den Ort der Interferenz- 
erscheinung als Schnittpunkt U der interferierenden Strahlen laGt sich 
aus der Theorie ein strenger Ausdruck herleiten. Die Teilstrahlen 
(1) und (2) schneiden sich im Punkte K vor, im Punkte U nach der 


Fig. 15. Bestimmung des Interferenzortes U mit Hilfe 
der Plattenkonstanten sowie der Winkel €, und &. 


Fig. 16. Bestimmung der Entfernung U des 
Interferenzortes vom Linsenhauptpunkte NV}. 


zweiten Reflexion an der Riick- bzw. Vorderflache der planparallelen 
Platte P1) (s. Fig. 11). Den Betrag der Parallelverschiebung des 
Strahles (1) an P’ nenne ich (Fig. 15): 
d.sin2(p + &) _ (11) 
Yn? — sin? (p + &) 
Die Projektion von UK auf den Zentralstrahl (siehe Fig. 16) ist 
COSE, 
sin (€, — &) 
vom vorderen Hauptpunkte N; der Linse L’: 


y= 


EQ’ = UK. cos&— 0, . , und die Entfernung des Punktes 


; : Cos & 
1 he ae ie aa ey ea (12) 


wenn k* = N,Q gesetzt wird. 


1) Vgl. hierzu E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 92 
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Durch Rechnung an Hand der Fig. 14 findet man: 


1428—2(E+wea)(te)-tey 


ee f (13) 
ios 2 e e 
7 (a +5) -te¥ tg &> 
und aus Gleichung (10): 
sin (€ — &9) 
COS €1. COS &5 
[S—tev tg (1+.)| E _— 2 tev —tg¥.tge,| 
__ 2a'cosw Lf* f f* (14) 
= sar i 


Damit erhalt man streng: 


bed 


7* 
Te —— 
2 


e bu ay 


1 


14 9eee( 4 : )igu|1 25, igv—tew.tg4,| 


\ 


DS a £ eae Nps a 1: 
qa 2( ge ttee)( Lt pR tev Foote (1 ty )teY a’ cosweosé, 1-25"/f*tg p-teptzeof ( 


qe (1+ ye) toy tee 


Die Gleichung 1]48t sich in dieser komplizierten Form nicht all- 
gemein diskutieren, doch geht in Ubereinstimmung mit den Uber- 
legungen in § 3b folgendes aus ihr hervor: Bei Normalstellung der 
Linse (y = 0) schneiden sich fiir Nullstellung des Spiegels (e = 0) 
Ist die Linse 
gedreht, so kann der Nenner N auch fiir e = 0 endliche, wenn auch 
kleine Werte annehmen, und zwar wechselt er dann sein Vorzeichen 
mit €. Das bedeutet, daB8 in der Nullstellung eine sehr starke Ab- 
hingigkeit des Interferenzortes von der Schnitthdhe ” besteht, der- 
zufolge u zwischen -++ cc und —oo schwankt. Diese sehr starke 
Schwankung verringert sich mit zunehmendem |e|, da & in seiner 
GréBe beschrinkt ist. Im Unendlichen liegt immer diejenige Stelle 


die Strahlen im Endlichen iiberhaupt nicht: « = oo. 


Qe. 


oa 
(f* +e).tg¢ 


der Interferenzerscheinung, fiir die f!’ = 


schweifte Klammer im Zahler von w ist kleiner als 1, da in erster 


. a 
Naherung =——*- 
a COs ~ COs &, 


1 sind. Besitzt also der Nenner WN nicht zu kleine Werte, d.h. be- 
findet sich der Spiegel R in geniigender Entfernung von der Null- 


ist. 


Die ge- 


= | ist, und die iibrigen Glieder klein gegen 
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stellung, so ist es erlaubt, den Zibler za entwickeln und damit w der 
genaueren Diskussion zuginglich zu machen. 

b) Entwicklung und Diskussion von u. Die Entwicklung 
des Zahlers soll bis zu derselben Ordnung ¢*2 gehen wie beim Gang- 
unterschiede 4. Durch geeignete Zusammenfassung bekommt man 
folgenden Ausdruck: ; 


i b 
ue f*¥—2 (h" +4 
J ; ¢) o) 


- bo Pe 
0 = 
fF (25+ ao) tep(ltegtgyp) + 25. tg? pre te*p+2i*.bo.egtgy -2 | 
a e—jf*¥.e..tgyw—e.&.tey J 


Fir y = 0 ist 2, = 2, = 0 und wu erhilt die schon von Bratke 1) 
diskutierte Form: 


$3} " 
a= ty) == let rea + ao). 


Die Erscheinung liegt mit groBer Annaiherung in der vorderen 
Brennebene der Linse LZ. Als maximale Abweichung wird dort etwa 
6,75mm gefunden. Sie ist unabhaingig von Brennweite und Spiegel- 
stellung. 

Das nichste Glied: 


a" g'” bo "2 
2, = tev| (25 $0) + 4- x ee ma 
das bei gedrehter Linse auftritt, ruft ebenfalls keine bedeutende Ver- 
schiebung des Interferenzortes aus der Einstellebene, die jetzt an die 
Stelle der Brennebene tritt, hervor. Der erste Summand (2 + a)) tg ¥, 
der den Haupteinflu8 hat, betrigt zB. fiir »y = 15° im Maximum 
etwa 9,5 mm bei der diinnsten Platte (a) == 2,33 mm), bei den dickeren 

weniger. : 

r . aig os 

Das Hauptinteresse beansprucht das letzte Glied V Man iiber- 
sieht sofort, daB im allgemeinen e recht grobe Werte annehmen muB, 
damit der Nenner einigermafen die GréBe des Zihlers erreicht. Meist 
ist aber W viel kleiner als X,, so daB eine starke Abhangigkeit des 
Interferenzortes von der Spiegelstellung besteht. Tragt man fiir eine 


1) Bratke, Diss. Breslau 1922. 
92% 


-(12b) 
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Pes : Z 
festgehaltene Hohe den Bruch ae als Funktion von e auf, so erhalt 


man eine gleichseitige Hyperbel. Die Glieder uw und 2, sind von e 
unabhingig, bewirken daher nur eine Verschiebung der Hyperbel. 


Fiir den Nullstreifen verschwindet das Hauptglied von 2. Es wird 


= Uber : 
im — f* = —by — teu [=e teh + 27 “| 
a ; (12b’) 
7 ee 4 es W + 2f* bo & te W 
= e—f*.é tay —e.é&tgy J 


Die ersten Glieder machen bei den Verhaltnissen der angestellten 
Beobachtungen weniger als 1mm aus. Das gréBte Glied des ere 


ist bei der dicken Platte (a) = 7,24mm) fiir ~ = 15°: — a ey 


= 1,64mm, d.h. schon bei geringer Verschiebung des Spiegels aus 
der Nullstellung betragt auch der Einflu8 des Bruches weniger als 
lmm. Damit gewinnt man ein Bild von der Lage der Interferenz- 


erscheinung im Raume. Der Nullstreifen 5! — — befindet sich in 
der Einstellebene. Fiir igi e>f*é,tgy liegt die rechte Hialfte 
der Erscheinung, fiir die ” sige 5 0 in gréBerer Entfernung (es ist 


u<j*); die linke Halfte, fir die §” +“? <0, in kleinerer Entfernung 


(wu > f*) vom Beobachter. Der Unterschied ist um so gréBer, je naher 
der Spiegel der Nullstellung ist. Kehren e oder ~ ihr Vorzeichen um, 
so erfolgen alle Abweichungen in entgegengesetztem Sinne, aber nicht 
genau gleicher absoluter GréBe. Die Abweichungen sind in erster 
Naherung proportional tg y. 

_e) Vergleich mit den Beobachtungen. Zum Vergleich mit 
der Theorie wurde die Abhingigkeit des Interferenzortes von der 
Hohe und der Spiegelstellung e an der Fernrohrlinse f = 340mm 
mit der dicken Platte (aj = 7,24 mm) experimentell untersucht. Bei 
fester Spiegelstellung wurde das Okular des Beobachtungsfernrohrs 
nacheinander auf die Interferenzkurven an beiden Randern und in der 
Mitte scharf eingestellt und die jedesmalige Okularstellung abgelesen. 
Der Spiegel wurde dann systematisch verschoben und die ganze MeB- 
reihe gewohnlich zweimal wiederholt. Die Beobachtungen erfolgten 
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bei monochromatischem Lichte (4 —578 mu). Eine Schwierigkeit ergab 
sich insofern, als bei groBer Offnung des Beobachtungsfernrohrs unter 
Umstiinden kaum Streifen zu sehen sind, bei kleiner aber die Ein- 
stellung des Okulars infolge der bekannten Zunahme der Tiefen- 
wirkung immer unsicherer wird. Es muBte also eine mittlere optimale 
Offnung gesucht werden. 

Die Einstellung des Fernrohrs auf oo erfolgte mittels der senk- 
rechten Streifen gleicher Neigung, die auftreten, wenn der Spiegel 
im Brennpunkte der Linse steht. Aus den reduzierten Okularstellungen 


iy 


4-LL,,, (mr) 


Fig. 17. (M.R.16.) Ort der Erscheinung. Zielfernrohrobjektiv 
f = 340mm. a = 2,33mm. y= 109°. Ausgezogene Kurven: 
theoretisch berechnet. 
ooo rechter et Gaahachiiot. 
x» =. linker Bildrand 
Beim Nullstreifen: Abweichungen vom mittleren Ort unter + 10 mm. 


und der Brennweite des Beobachtungsobjektivs ist die wahre Ent- 
fernung des Interferenzortes berechnet. 

Ubereinstimmend mit der Theorie ergibt sich, da8 der Ort fiir 
den Nulistreifen — abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der 
Nullstellung (+2mm) — innerhalb der Fehlergrenzen nicht von der 
Spiegelstellung e abhingt. Kinen genaueren Vergleich ermoéglicht 
Fig. 17. Die ausgezogenen Kurven sind nach der Theorie berechnet, 
die Punkte aus der Beobachtung gewonnen. Die Theorie gibt den 
Verlauf im ganzen richtig wieder, wenn auch die Ubereinstimmung 
keine quantitative ist. Als Abszisse ist die Spiegelentfernung e, als 
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Ordinate der Abstand des Ortes je eines Bildrandes von dem mittleren 
Orte des Nullstreifens auBerhalb der Nullstellung aufgetragen. Die 
MeBreihe fiir ~ — 10° zeigt einen glatteren Verlauf als eine friihere 
fiir 7 = 5° Ks erscheint nicht ausgeschlossen, daB bei weiterer Ver- 
scharfung der Messungen die experimentellen Werte sich den theo- 
retischen noch mehr angenihert hatten. Doch wurde die Frage nicht 
weiter verfolgt, weil fiir die vorliezende Aufgabe die Feststellung 
einer allgemeinen Ubereinstimmung geniigt. 

d) Einflu8 des Interferenzortes auf die Héhen- 
bestimmung. Wichtig ist die Frage nach dem EinfiuB, den die 
unregelmaBige Lage des Interferenzortes im Raume auf die Be- 
stimmung der Hihe §” aus den Interferenzbildern hat. Da die Er- 
scheinung nicht mehr in einer Normalebene zum Zentralstrah] liegt, 
schneiden die in U interferierenden Teilstrahlen die friiher definierte 
durch Fy’ gehende Einstellebene im allgemeinen in zwei verschiedenen 
Hohen ” und gq” (Fig. 11). Ist der Héhenunterschied geniigend klein, 
so kann man bei groBer Entfernung des Beobachtungsapparates und 
kleiner Offnung doch noch ein ziemlich scharfes Bild bekommen. 
Allgemein ist der Héhenunterschied 

sin (é; — 


y! —g” = (F*—u)-nin (6,6). = (* Bg (15) 


Cos Eo cos ey 


Bei der Entwicklung braucht man nur bis zur Ordnung ¢ zu 
gehen, da in der Gangunterschiedsgleichung héhere Potenzen gleich- 
falls vernachlassigt sind. Man erhalt dann: 


: a 
h’ — g” = 2. te (25! + ao). 
Der Héhenunterschied verschwindet demnach fiir den Nullstreifen 
; a ‘ ; . 
( <= 2) und ist der von diesem aus gerechneten Hohe '”” =’ + Ee 
ferner der Plattendicke und der Tangente des Drehwinkels direkt 


proportional. 


Nimmt man an, da8 der Schnittpunkt der interferierenden Strahlen 
bei der Projektion auf die Einstellebene gerade in die Mitte zwischen 
h” und g” verlegt wird (was mit grofer Anniherung zutreffen diirfte, 
da die beiden Teilstrahlen gleiche Intensitit haben), so wird der 
durch die Hohe § bestimmte Gangunterschied 4 in Wirklichkeit 


in der Hohe 
2 eer h” + a ie eee " 
File 9 os > (2 i) = Qo) tg wv 


beobachtet. 
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Definiert man analog zu f'” die Hohe 
(ih ey Qo mr 9 Xo 
— 0 = pi ee PE 
yay + FH 5" (1-2 eee) 


und fiihrt dies in die Gleichung fiir den Gangunterschied ein, so 
erhalt man eine Form, die symmetrischer als die frihere ist: 


aor fe...0°71 De eS \ 
iy E es mW, Bai Wee 


y"’ ist die Héhe vom Nullstreifen aus gerechnet, die man unmittel- 
bar aus den Interferenzbildern abliest. Bemerkenswert ist, da8 infolge 
des linearen Zusammenhanges zwischen §'’ und y’” das quadratische 
Glied in 4 keinerlei Anderung erfahrt. 


§ 5. Theorie fiir Linsen mit Abbildungsfehlern. 


a) Annahmen iiber parallel zum Zentralstrahl einfallende 
Biischel. Die fiir ideal abbildende Linsen hergeleitete Gangunter- 
schiedsgleichung konnte experimentell an keinem der zur Beobachtung 
benutzten Linsensysteme bestitigt werden. Offenbar ist in allen unter- 
suchten Fallen der Einflu8 bestimmter Linsenfehler zu groB, als daB 
er vernachlassigt werden kénnte. Bei diesem Stande der Unter- 
suchung war die Hauptschwierigkeit die, herauszufinden, welche Linsen- 
fehler den HaupteinfluB auf die Vorzeichenumkehr des Zusatzgliedes 
haben. Das ]48t sich von vornherein nicht iibersehen. Daher ist im 
folgenden der Versuch gemacht, unter mdglichst allgemeinen An- 
nahmen iiber den Strahlenverlauf eine Gleichung fiir 4 zu finden, die 
dann beliebig spezialisiert werden kann. 

Die Abweichungen vom idealen Strahlengange kann man in ver- 
schiedener Weise definieren. Den Ausgangspunkt mu im vorliegenden 
Falle der ,,Zentralstrahl* bilden, der nach dem Durchgange durch die 
Linse parallel zu seiner Anfangsrichtung verlauft und zur Justierung 
der Linse dient (siehe § 2). 

Wenn die Linse um eine vertikale Achse gedreht wird, ist die 
Horizontalebene eine Meridianebene der Linse. Fiir den Gang- 
unterschied in der Horizontalebene kommt also nur ein Teil der 
moglichen Linsenfehler in Betracht, nimlich diejenigen, die sich auf 
meridionale Biischel beziehen. Diese sind: 

1. Kriimmung der Brennflache der meridionalen Biischel (= Bild- 
wolbung, wenn kein Astigmatismus vorhanden ist, also die Brenn- 
flichen der meridionalen und der sagittalen Biischel zusammenfallen). 
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9. Schnittweitenaberration fiir Strahlen mit verschiedener Einfalls- 
héhe (= Koma). 

3. Verzerrung oder Verzeichnung. 

Der dritte Fehler kommt einer Knotenpunktsverschiebung im 
optischen System bei Anderung des Drebwinkels y gleich. Sein Ein- 
fluB wird bei der angewandten Methode, das Objektiv mittels des 
Zentralstrahles zu justieren, offenbar ausgeschaltet. Die Verzeichnung 
lieBe sich meSbar feststellen mit Hilfe einer feineren Apparatur 


Fig. 18. 


Verlauf des Strahles (2) bei Linsen mit Abbildungsfehlern. 


— abnlich der von Twyman?) benutzten —, die es gestattet, 1. das 
Objektiv genau um den Knotenpunkt fiir Achsenstrahlen zu drehen 
und 2. die darauf nétige Verschiebung des Objektivs mit der nétigen 
Genauigkeit zu messen. Die beiden anderen Fehler sollen, wie folgt, 
geometrisch gefaBt werden (Fig. 18). 

Der Zentralstrahl schneidet ihm parallele unmittelbar benachbarte 
Strahlen im Brennpunkt F;. Die Hauptebenen Jt, und 9, werden 
von diesen Nachbarstrahlen in gleichen Héhen vor und nach der 
Brechung geschnitten. Das durch F; gehende Element der Brenn- 
flache bildet mit der Normalebene zur optischen Achse — der Gauss- 


1) F. Twyman, a. a. O., 1921. 
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schen Brennebene — den Winkel 7, also mit der Normalebene zum 
Zentralstrahl den Winkel @ = y—y. x ist positiv, wenn die Brenn- 
flache ihre konkave Seite der Linse zukehrt. 

Ein ebenes, parallel zum Zentralstrahl verlaufendes Elementar- 
biischel, das die vordere Hauptebene 9%, des Zentralstrahls in der 
Hohe }, trifft, besitzt den Brennpunkt F;\,, und die Hauptebenen %, bo 
und Y;,, die es in der Hohe § schneidet. F,%,, hat vom Spiegel die 
Entfernung e,,, vom Zentralstrahl den Abstand ty, von der hinteren 
Hauptebene die Entfernung f;),, parallel zum Zentralstrahl gerechnet. 
8, ist der Abstand der zur Héhe §, gehdrigen Hauptebenen von- 
einander. 


b) Annahmen iiber Biischel, die kleine Winkel mit dem 
Zentralstrahl bilden. Bei der benutzten Anordnung bilden die 
interferierenden Strahlen mit dem Zentralstrahl kleine Winkel «. 
Uber die Brechung dieser Strahlen mu8 man einige einschriinkende 
Annahmen machen. 

1. Ein Strahl, der die vordere Hauptebene 9, des Zentralstrahls 
in der Hohe h, schneidet, besitzt dieselben Hauptebenen 2y,, und Ns, 
wie der parallel zum Zentralstrahl verlaufende, und denselben Brenn- 
punkt F,',,. Der durch die Winkeldifferenz ¢ entstehende Unterschied 
in der Hohe § wird vernachlassigt. 

2. Das Brennflacheneiement durch F;%,, sei parallel zu dem durch 
Fy, d.h. der Winkel y hinge nur vom Drehwinkel 7, nicht von der 
Einfallshéhe ) ab. 

3. Nach der Brechung gehe der Strahl durch denjenigen Punkt wu 
der Brennflache, fiir den Au N,5, Fi, = € ist. 

Mit diesen Annahmen wird man den meisten vorkommen- 
den Fallen Rechnung tragen kénnen. 

Fallt F;\, mit Fj" zusammen, so ist die Schnittweitendifferenz 
(Koma) beseitigt. 

Fallen auch die Hauptebenen Jt,,, mit Jy und Yrs, mit NM, zu- 
sammen, so sind die wahren Brennweiten fiir alle Héhen gleich. 

Ist y = 0 fiir jeden Wert von a, so ist die Brennflaiche eine 
Ebene. 

c) Geometrische Beziehungen. Die geometrischen Be- 
ziehungen zwischen den einzelnen Stiicken sind natiirlich sehr um- 
stindlich und uniibersichtlich. Die wichtigsten lauten streng: 


“4 


ou 
(08 gE + +) (puts %2 54 — soo) @ 34 + 


Mol Mul at “a “4 
€ 34% @ 3% + G3 + 9 +7) { %2 5 — (84 69 34 — 1) oe US a — +} if 800 [fox pie 


“ay . “Ig eel. 8 4 
z {04 {04 4 f Mat “44 FA 
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> Um &, go und & zu berechnen, hat man in obigen Formeln 
ho’ durch go und é, durch ¢€ zu ersetzen. Es ist, wie in § 3, 


7 Ee fe os d.sin2(p +e) _ 
Cee lb te) Yk tig LO 


d) Entwicklung der Winkel ¢ und « und Aufstellung 
der Gangunterschiedsgleichung. ri der Entwicklung wird an- 


: $ 
genommen, da die Ausdriicke - und 5 ;, hdchstens von der Gréfen- 
ordnung o°/f*2 oder ¢ sind. Ferner werden die verschiedenen Brenn- 
weiten durch eine mittlere f;, ersetzt, und fiir })’ die Héhe ” ein- 


gefiihrt, in der der Teilstrahl (2) die Einstellebene schneidet. Dann folgt: 


SS = h” 4 Cho aS Chg BSc tip — the 
f” h’’2 Ch, t ey, 

4s See a a (te o + tg o) 

— 85, . lb as Chg a thy — the tin h" t 

Ze 


(16) 
tig hy Tr tbo | 


co - 


SS Pe Or 


&y {* {* t" {a 

ting as tp, + th, i tay a §"" ; Me 2 no ; e wee Chg 
ie & a0 oe &Go ee 
i i 

fs Ea + He (ig y+ tg@) — tg 0| 


“Yo (tg y — tg w) 


is 


it 

| 

zn H” eg, + egy — &bg — Chg 4 # & “+ Eg, 
2 


a 2 
— he aga 
oe 8 — Bh Cp + lho sin ahs =, Cont he 
eae ice 
— es , id Le ¢! , t Ste 
tao— tho + tio— tho nat ae (™ 8 th 4) 


tig rr ty bao + a0 tho Pho ak Cho Be - 2 e a0 Cho. 


a he 


sin w 


ok 


Setzt man diese Ausdriicke in Gleichung (2), § 3 ein, so ergibt 
sich die Gangunterschiedsgleichung : 
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4 8 Gia + tin + tin + thy 4% too TF Pho | 0 
a ft ec rane 
a thot a - tap — thy | s 
: o) 
” 
: g lg + to ¢ — bo 4 y &y tg @ | 
3 i f 
2 e, te, + en + eh 
qe ” go anes to T “9 (tg y — tg @) 
ab” Tes, +e 
4 118 tg o— 2), kee - *8 (te + to) 
aa tee |-2 2 etse a ¢ (2b) 
he - ir on 
q2 8, ey eh A 
ee _ eho (tg y+ tga) + ra su ‘0 sing = 
S 
‘ ; gee se hears = 
AS 8.49 = 8h So Eg sin wy — too + tao ~ big 5 te @ ‘) 
a ti: —t, tp — ti, 
= te ( 0 80 ts 
ie F 
a th, a8 ti, la om Cio 4b typ fa0 a E90 
f* is iS ** 
thy lho aa Chg 
rr 


Fiir eine Linse in Normalstellung erhalt man speziell: 


9 4. 8 tab te te ee Sere Ss 


oe F ier et 
Hh’ eg + eg e—ey 
+5 + (t...). 


Vernachlassigt man die beiden letzten Glieder als klein gegen 
die anderen, so bleibt der Bratkesche Ausdruck?). 

e) Einflu8 der Erfiillung der Sinusbedingung auf JZ. 
Aus der eben abgeleiteten Gangunterschiedsgleichung ergibt sich die 
Antwort auf die Frage, ob die Annahme, daS die Hauptpunkte auf 
einer Ebene liegen (wobei also die Sinusbedingung nicht erfiillt ist), 
AnlafS zu den Abweichungen zwischen Experiment und _,idealer“ 
Theorie gibt. Es werde nunmehr vorausgesetzt, daB die Sinus- 
bedingung erfiiilt ist, also die hinteren Hauptpunkte auf einer Kugel 
um den hinteren Brennpunkt liegen, ferner, daB das Objektiv frei von 


1) Bratke, Dissert. Breslau 1922. 
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@PBildwolbung und Koma ist. Gleichung (2b) vereinfacht sich 


wie folgt: 
A ur mice 
ge Niwa fr+2% wtgu]—F-tgu 
Seiad et ae F Be ei st 
4 ee Siig Fe sin ~ | 


Gleichung (2b’) unterscheidet sich von (2a) nur durch das letzte 
Glied, in dem die GréBen § auftreten. Nimmt man, wie es bei Ab- 
leitung der Sinusbedingung?) geschieht, vordere und hintere Haupt- 
punkte als zusammenfallend an, so sind alle GréBen 8 = 0. Das 
letzte Glied verschwindet aber auch identisch, wenn man nur vor- 
aussetzt, dafi 8 unabhangig von der Einfallshéhe ist. Bei Fernrohr- 
objektiven mit ihrer im Vergleich zur Brennweite geringen Dicke 
diirfte dies Glied keine Rolle spielen. Bei photographischen Objek- 
tiven ware eine eingehendere allgemeine Untersuchung vonnéten, ins- 
besondere bei Teleobjektiven mit ihren weit auseinanderliegenden 
Hauptpunkten. 


§6. Spezialisierung der Theorie: Der einzige Fehler ist 
Kriimmung der Brennfliache. 


a) Aufstellung der vereinfachten Gangunterschieds- 
gleichung. Wie zu erwarten, ist die Gangunterschiedsgleichung in 
der allgemeinen Form (2b) nicht diskutabel. Sie 148t sich aber leicht 
spezialisieren fiir den Fall, da8 man nur einen einzigen Fehler, auf 
den besonderer Verdacht bestand, als vorhanden annimmt. Es schien 
namlich, besonders bei den Fernrohrlinsen, die Linge f* mit wachsen- 
dem Drehwinkel ~ ab- anstatt zuzunehmen, was einer Kriimmung 


der Brennflaiche entspricht. Da bei den Fernrohrlinsen andererseits 


die sphirische Aberration fiir Achsenpunkte bis zu grofen Kinfalls- 
héhen so gut wie vollstindig korrigiert ist, wurde die bei gedrehter 
Linse ihr entsprechende Koma zuniichst einmal vernachlassigt. Die 
allgemeinen Annahmen des § 5 erfuhren folgende Kinschrankungen: 

1. Strahlen aller Einfallshéhen haben denselben Brennpunkt, 
d.h. alle e sind gleich, alle t = 0 (Koma beseitigt). 

2. Der Hauptpunktsabstand g ist unabhangig von der Einfalls- 
hdhe §). Als Linsenfehler bleibt dann nur die Kriimmung der Brenn- 


1) Z. B. Miiller-Pouillet 2, 505, 1897. 
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fliche iibrig (Fig. 19). Die Gleichung (2b) fiir den Gangunterschied 
vereinfacht sich wie folgt: 


ie Slee fl + a 9 bse tev + te@) —2 ae -f" tow 
Ay ye f* \ f* 1 fr? (tg g ) fe? g 
”" Qo (2¢ 
a? Vat J 
— sq (te b+ tg) | —2 ae” fat ©. 


Fiir die ideale Linse ist @ — a, die Gleichung geht in (2a) — siehe 
§ 3 — iiber. 
Man sieht sofort, daf je nach der GréBe und dem Vorzeichen 


von @ das quadratische Glied ganz verschiedene GréBe und Richtung 
"| 

per : 
= (das letztere war bei 
den Beobachtungen stets erfiillt) ist es positiv, es besteht sonach die 
Moéglichkeit, die Unstimmigkeit zwischen der Theorie fiir ideale Linsen 


haben kann. Fiir a<(—y und |@&|< 


Fig.19. Linse mit gekriimmter Brennflaiche in 
gedrehter Stellung (w > 0). Spiegel jenseits der 
Nullstellung (¢ > 0). 


und der Beobachtung — siehe § 3 — durch starke Kriimmung der 
Brennflache zu erklaren. 

b) Interferenzort, sein EHinflu&8 auf den Gangunter- 
schied 4. Wenn man, wie in § 4 fiir die ideale Linse geschehen, 
den Einflu8 des Interferenzortes auf die Differenz §'’— gq’ der Hoéhen 
untersucht, in denen die interferierenden Teilstrahlen die Einstell- 
ebene (w == /*) schneiden, so erhalt man wieder Gleichung (15a), 
also denselben Ausdruck wie bei idealer Linse. Daraus liBt sich 
riickwarts schlieBen, da8 die den Interferenzort festlegende Grobe u 
in erster Naherung von @ unabhingig ist — daher die qualitative 
Ubereinstimmung zwischen den beobachteten und den nach der 
Theorie fiir ideale Linsen berechneten Entfernungen (Fig.17). Eine 
Abhingigkeit der GréBe w von den Schnittweitenaberrationen, die 
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bei photographischen Objektiven auftreten, scheint nach den Beob- 
achtungen dagegen zu bestehen. Auf Grund der Betrachtungen in 
§$ 3b tiber die Nullstellung ist dies verstindlich, da bei zonal korri- 
gierten Systemen die Entfernung e des Spiegels aus der Nullstellung 
fiir die einzelnen Zonen verschieden ist. 

Wie frither (§ 4) werde 

” ” 
y" _ wee und yi" — yt z 

gesetzt, d.h. die mittlere Schnitthéhe der interferierenden Strahlen 
eingefiihrt und von der Mitte der Interferenzerscheinung aus ge- 
rechnet. Dann ergibt sich: 


A 2 LL ay" 1 De 
nao ; = ———— } 6o 
oe te (em) 8° fe 
2y"2T e af - 
+ -F-| lig v + tga) — Zab + $5 ev —tg0). 


Infolge des von der Héhe y’’ unabhingigen Gliedes fallt der 
Nullstreifen nicht mehr genau mit der Mitte der Erscheinung, der 
gemeinsamen Sehne pA beiden Irisblendenbilder, zusammen, sondern 


ist um das Stiick — - (tgw~—tg@) gegen diese verschoben. In 
den spiter mitgeteilten MeBreihen ist: 
Tabelle 3. 
Ps = | A” 
% On ap | i tgp —tgo | gfe te Y— te) 
mm mm mm | mm : 
3,74 | 160 50 how ht87,5 | 0825 0,0083 
3009 266,2 | 0,677 | 0,0089 


3,74 340 


Da der engste gemessene Streifenabstand etwa 1/,mm ist, kommt 
diese geringe Verschiebung weder fiir die Bestimmung des Null- 
streifens, noch bei der graphischen Darstellung der Gangunterschieds- 
kurven in Betracht. Man kann also im allgemeinen 7” vom 
Nullstreifen aus rechnen und dementsprechend das konstante 
Glied weglassen. 

c) Methode der Brennweitenbestimmung aus den Inter- 
ferenzbildern. Aus der Gangunterschiedsgleichung (2 c’) ergibt sich 
eine einfache Methode zur Bestimmung der Brennweite f*, ahnlich 
der von Bratke!) fiir Normalstellung angegebenen. Bei der Spiegel- 
stellung e, herrscht in der Hohe y” der Gangunterschied 4(e,,y""). 


1) E. Bratke, ZS. f. Phys. 21, 120, 1924. 
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Die Differenz zwischen den Gangunterschieden in den Héhen (+ 7”) 
und (— y"’) ist: 


Oey) — hee 7) 21 es oo | 8) 
yl ee 2 ee 
= 400 l#+9 (g iat) 60} | 


Sie ist gleich einem ganzen oder gebrochenen Vielfachen der be- 
nutzten Wellenlange /: 

2 (e,y/") = m, «A. 

Ist kein Quellpunkt im Gesichtsfeld, d.h. liegt der Parabel- 
scheitel auBerhalb der maximalen Werte von |y'”|, so ist m, un- 
mittelbar gleich der Zahl der Interferenzstreifen in dem Gebiete 
zwischen ree ae nd —y'". Fiir eine zweite Spiegelstellung e, erhalt 
man einen entsprechenden Ausdruck: 

® (eo, 7") = my. A. 

Die Differenz beider ist: 


T (e, y'") — (€9, of) 


mr ? 
a 409: Fe (ey — eg) (— a) = (m, — m,).4. | 


Durch ein einfaches Naherungsverfahren findet man daraus: 


(18 a) 


Jao y'” (ex — es) Yor hak M9 
oO — — 

= 2) ee 7 ts ii te @. (19) 

Die rechte Seite dieser ae enthalt lauter meBbare GréBen. 
Die Genauigkeit, mit der f* bestimmt werden kann, erscheint bei 
geeigneten Versuchsbedingungen hinreichend. Damit m,—m, und 
¢; —e, mdglichst gro, also relativ genau mefibar werden, wahlt man 
zweckmabig Spiegelstellungen, von denen die eine auferhalb, die 
andere innerhalb der Nullstellung liegt. Ferner ist e,—e, zu ver- 
gréBern durch Benutzung einer diinnen Platte, die zugleich die 
Ungenauigkeit in der Bestimmung von y’” aus den Interferenzbildern 
verringert und bewirkt, daB das Korrektionsclied s tg@ klein wird. 

Fir ~ = 0 verschwindet das Korrektionsglied, der Abstand der 


mr 


aquidistanten Streifen ist i — - und durch eine kleine Umformung 
erhalt man: 

. 2a 

r=f= “yp ies) ee 
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d) Bestimmung der Spiegelentfernung ¢ aus den Inter- 
ferenzbildern. Zur Bestimmung der Brennweite f* braucht man 
nur die Differenz der Spiegelstellungen zu kennen. Zum Vergleich 
der Theorie mit den Beobachtungen ist die Kenntnis der GriBen e 
selbst erforderlich. Ihre Bestimmung aus den Interferenzbildern bzw. 
den aus ihnen gefundenen Gangunterschiedskurven ist etwas umstiind- 
licher als bei Normalstellung. ZweckmaBig geht man wieder von 
Gleichung (18) fiir d(e,y’”) aus. Es ist, wenn man 


setzt, 
p o(e,7'") 
l = 7 Si (e, es) 9 (e577) = F (es, yl") 


Da « und B beides kleine GréBen sind, kann man @ vernach- 
lassigen und erhalt: 


QS 


 (e, vi") 
QP )— 9 (es, y"") 


Diese Gleichungen enthalten wieder nur meBSbare GréBen. Fiir Normal- 


¢ "6 +P; Gr) 


stellung ist o = 0, B = 0, e, = e,’ = (¢, —@q)- 


e) Raéumliche Erscheinung. Die von Waetzmann und 
_Bratke?) iiber den raumlichen Strahlenverlauf angestellten Uber- 
legungen lassen sich ohne weiteres auf den Fall der gedrehten Linsen 
iibertragen. Da die Winkel, die die Teilstrahlen mit der Horizontal- 
ebene bilden, von der GréBenordnung €é max sind, haben sie in 
Gleichung (2c’) keinen gréBeren EinfiluB als die iibrigen vernach- 
lassigten Glieder. Unter der Voraussetzung, da die Sagittalbiischel 
denselben Brennpunkt haben wie die Meridionalbiischel, die Linse L 
also frei von Astigmatismus ist — eine Annahme, die fiir die Ab- 
leitung des Gangunterschiedes in der Horizontalebene nicht notwendig 
ist —, stellt Gleichung (2¢’) auch den raéumlichen Strahlenverlauf dar, 
d.h. zeigt die Linse weder Koma noch Astigmatismus, so 
mu die Interferenzerscheinung unbeschadet etwa vorhan- 
dener Bildwélbung aus parallelen senkrechten Streifen be- 
stehen. 

Wird umgekehrt der Gangunterschied in der Horizontalebene 
durch Gleichung (2c’) dargestellt, ist also die Koma beseitigt, so 
deutet eine Kriimmung der Interferenzkurven auf Astigmatismus. 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. 0. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 93 
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Doch wurde auf diese Frage bisher nicht naher eingegangen, da in 
der vorliegenden Arbeit zunachst die allgemeinen grundsatzlichen 
Gesichtspunkte im Vordergrund bleiben muften. 


$7. Quantitative Beobachtungen zum Vergleich mit dem 
theoretisch untersuchten Spezialfalle. 


a) Versuchsbedingungen und MeSverfahren. Zum Vergleich 
mit der oben abgeleiteten Theorie dienten Messungen an zwei in 
bezug auf die sphirische Aberration fiir Achsenpunkte sehr gut korri- 
gierten Zielfernrokrobjektiven mit den Brennweiten f = 160mm und 
f = 340mm. Die Entfernung des Beobachtungsapparates vom Inter- 
ferenzbild betrug rund 1100mm. Die benutzte planparallele Platte 
war die von der Firma Goerz gelieferte, fiir die aj = 3,74 mm ist. 
Die Bestimmung von ap erfolgte durch direkte Messung der Parallel- 
verschiebung eines sehr feinen Kratzstriches auf einer unbelichtet 
entwickelten photographischen Platte unter dem Mikroskop.. Das Be- 
obachtungsobjektiv hatte f= 485mm Brennweite. Da die zwischen 
Vorder- und Hinterlinse befindliche Irisblende zu groB war, wurde 
eine Revolverblende vorgeschaltet und bei méglichst kleiner Blenden- 
éffnung (6mm Durchmesser bei f = 160mm und 35mm Durchmesser 
bei f = 340mm) photographiert. Die Irisblende J, wurde méglichst 
genau in den jeweiligen Brenapunkt #'* der meridionalen Strahlen 
gebracht und so klein gestellt, daB sie bestimmt allie Bildrinder be- 
grenzte. 

Die zur Ausmessung bestimmten Aufnahmen wurden mit der 
Hg-Linie 4435 auf Hauff- bzw. Perutz-Extrarapidplatten gemacht, die 
im Violetten empfindlicher sind als die friiher benutzten Hauff-Ultra- 
rapidplatten. Die Belichtungsdauer betrug bei f= 160mm bis zu 
21/. Stunden (bei weiterer Verkleinerung der Blende des Beobachtungs- 
apparates und entsprechender Verlangerung der Belichtungsdauer 
gelang es infolge des Wanderns der Interferenzstreifen iiberhaupt 
nicht mehr, Interferenzbilder auf der Platte zu erhalten), bei f= 340 mm 
héchstens 8 min. Der Unterschied riihrt hauptsachlich von der 
schlechten Spiegelversilberung im ersten Falle her. Giinstig wirkte 
auch die kleinere Brennweite der Kondensorlinse, die bei der zweiten 
MeBreihe zur Verfiigung stand, sowie das etwas hellere, trotzdem 
schirfere Filter (Fliissigkeits- statt Gelatinefilter). Die zweite Reihe 
ist auch insofern sauberer, als dazu der neue Linsenhalter benutzt 
werden konnte, der eine leichtere Justierung und genauere Ablesung 
des Drehwinkels gestattet (siehe § 2). 
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Bei der Ausmessung wurden die Aufnahmen unter dem Mikroskop 
mittels Mikrometerschraube verschoben. Jede Platte wurde dreimal 
(f = 160mm) bzw. zweimal (f = 340 mm) durchgemessen und iiber 
die Ablesungen gemittelt. Um die wahre GriéBe des Interferenzbildes 
zu bekommen, wurden die praktisch kreisférmigen Bilder der Iris- 
blende J, ausgemessen und gemittelt. Die wahre Offnung der Iris- 
blende wurde mittels Schublehre festgestellt. 


b) Brennweitenbestimmung. Die niachste Aufgabe war die 
Bestimmung der Brennweite f*. Um von den zufilligen Ablese- 
fehlern in der Héhe y"’ unabhingig zu sein, wurde wieder ein Mitte- 
lungsverfahren angewandt. Durch Interpolation wurde der Gang- 
unterschied in den Hohen y’”’ — +0,25mm, +0,50mm _ usw. 
festgestellt. 


> (e;, y") A (+ y""") A (— af") 
nh = 1 ba eee 7 SS q 


mu theoretisch proportional y’’ sein. Fir kleines y’”’ sind die Schwan- 


kungen infolge der Ablesefehler naturgemaB sehr groB, bei groBen 
Hében hinwiederum werden durch Einflu8 von Koma systematische 


» ® (e157) 
Abweichungen auftreten. Untersucht man den Gang von — 4,” 


A.y 
mit y’”, so kann man leicht feststellen, bis zu welchem py” man hin- 
aufgehen darf. Um die zufalligen Fehler zu eliminieren, wurde das 


mw 
Gewicht von ose gleich y’” gesetzt und der Mittelwert bis zur 


Hohe yiax gebildet. 


Dieses etwas langwierige Verfahren wurde spiater durch ein an- 
deres ersetzt. Bei parabolischem Verlaufe der Gangunterschiedskurve ist: 


ms wer 


Ymax + Ymax 
0 ¢ " ‘ ! mw" 
ov (e1, y uy t= 2 | a (e,, y! ) , dy!" ma ib | Ay’ ')| : dy" : 
A max A Y max A 
— ¥max 


Das Integral stellt den Inhalt der Flache dar, die die Kurve 
mit der y’’- Achse einschlieSt. Da man beim Ausmessen nun nicht 
A(y'"), sondern y'"(4) bestimmt, ist es einfacher, umgekehrt zu inte- 
grieren. Die Integration erfolgt mechanisch durch Summenbildung, 
wobei d4 = A ist. Interpolation ist nur noch an den Endstellen 
+ Yintax notwendig. Befinden sich innerhalb + yinax die letzten Inter- 

23* 
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1 1 ° = i = J - = 
ferenzstreifen m, bei 7” —=¢,3 m, bei y”’ = —cy; die nachsten 
: fee : 
auBerhalb bei y/” = c,-+de, und y’” = — (¢, + des), 80 I8t 
2 Fp. 
+ Ymax 
+My 
at (9) " Cy sn Cg 
eal i dy = 1, + Mg. Cy — > 7" ( (n) — — 
we tes m2 
— ?max 


+5 [erie — ey (2! — m1) + Orne = 6) umes 


Diese Berechnung ist sehr schnell und einfach auszufihren, wenn 
man einmal yij,x bestimmt hat. Meist wurden vier Platten, je zwei 
Spiegelstellungen auBerbalb und innerhalb der Nullstellung ent- 
sprechend, der Berechnung von fj zugrunde gelegt. Indem man 
dies in verschiedener Weise kombiniert, erhalt man fiir f> vier Werte. 
Bei der zweiten MeBreihe betrugen die maximalen Abweichungen 
vom Mittel nur einmal (bei y = 30°) 1,2 Prom., sonst weniger als 
1 Prom. Bei der ersten war die Genauigkeit geringer, was teils durch 
die lange Belichtungszeit und die damit verbundene Unscharfe der 
Interferenzstreifen, teils durch die kleinere Brennweite bedingt ist, 
denn diese gestattet bei gleich dicker Platte eine kleinere Spiegel- 
verschiebung e,—e,, die mit gleicher absoluter, aber geringerer rela- 
tiver Genauigkeit abzulesen ist. 

c) Brennpunktskurve, Bestimmung von @. Aus den be- 
rechneten Werten f; wurde jetzt eine angenaherte Brennpunktsflache 
so konstruiert, daS von dem als fest angenommenen Knotenpunkt WN, 
aus in den Richtungen ~ — 0°, 5°, 10° usw. die zugehérigen 
Langen fj aufgetragen wurden. Anfinglich diente zur Bestimmung 
der Winkel w(#) die bekannte Konstruktion der Normalen zu der 
Brennpunktskurve mittels eines Spiegels, der so anzulegen ist, daB 
die Kurve und ihr Spiegelbild keinen Knick miteinander bilden. 
Bessere Werte erhalt man durch Rechnung, indem man als Tangenten- 
richtung das Mittel aus den beiden von einem Punkt nach den beiden 
Nachbarpunkten gehenden Sehnen nimmt. Da die Entfernung der Punkte 
voneinander nicht sehr verschieden ist, kommen die hierbei gemachten 
systematischen Fehler gegentiber den zufalligen bei der graphischen 
Konstruktion kaum in Betracht. 

Mit Hilfe von @ berechnet man die Korrektionsglieder, findet f* 
und kann nun @ noch einmal genauer bestimmen. Fiir f* selbst 
macht die Anderung von aber nichts mehr aus. Fig. 20 zeigt die 
unter Annahme eines festen Knotenpunktes N konstruierte Brennpunkts- 
kurve von f = 340mm. Man sieht die auBerordentlich starke 
Kriimmung derselben: iiberall ist a@< — y. 
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Aus Gleichung (2¢’) geht hervor, da8 in diesem Falle fiir Linsen 
ohne Koma bei positivem Drehwinkel ~ das in y’” quadratische Glied 
im Gangunterschiede 4 nach der Theorie positiv ist, solange die 

eo) ee 

— ——__ — — —e 
E(tgw + tga) 

Versuchen stets erfiillt. Rein qualitativ bestitigt sich also die in § 6 

ausgesprochene Vermutung, daB die in § 3 festgestellte Unstimmigkeit 


Spiegelentfernung e Diese Bedingung war bei den 


Tabelle4. Zielfernrohrobjektiv f~ 340mm. 2 = 435 mu. 


| 
-. Fs | 
y fo ee | @ 
Grad mm mm | Grad 
0 343,0 325 0- ©! 0 
5 |  339,1 339,6 — 11,97 
ig) "320.8 ~|  380,5.. | —235.88 
15 312.8 314,1 | —84,50 
20 | 290,9 292.7 — 43,06 
25. | 2641 266,3 | — 48,83 
30 236,4 ~ 239,0 re: 
zwischen ,idealer* Theorie und Beobachtung — entgegengesetztes 
Vorzeichen des in y’” quadratischen Gliedes — auf Bildwélbung 


zuriickzufiihren ist. Die in § 6 aufgestellte Theorie liefert ein dem 
Vorzeichen nach mit der Beobachtung iibereinstimmendes Glied. Ob 
auch die GréBe des Gliedes in ihrer Abhangigkeit von der Spiegel- 
 stellung richtig wiedergegeben wird, mu eine eingehendere Unter- 
suchung lehien. 

d) Beobachtete und berechnete Gangunterschiedskurven. 
Um auch quantitativ die Gangunterschiedsgleichung zu priifen, hat 
man nach der in § 5 angegebenen Weise zunichst das jeder Spiegel- 
stellung entsprechende e festzustellen. Jetzt kennt man alle in der 
Gangunterschiedsgleichung auftretenden Gréfen und kann Theorie 
und Experiment vergleichen. Von den zahlreichen hierher gehérigen 
Kurvenblattern seien Fig.21 bis 23 (Kbl. 11 bis 13) als Beispiel ge- 
geben. 

Die Tangenten im Schnittpunkte y’” = 0 sind gestrichelt, die 
theoretischen Gangunterschiedsparabeln ausgezogen, die beobachteten 
Werte durch Kreise angegeben. Die Ubereinstimmung ist angesichts 
der gemachten Vernachlissigungen recht gut. Der Verlauf wird auch 
in der Nahe der Nullstellung, wo etwaige Koma von merkbarem 
Einflusse sein muf, richtig wiedergegeben. 

Immerhin sieht man deutlich, daB die Kriimmung der theoreti- 


schen Kurven fast iiberall stiirker ist als bei den Beobachtungen, 
* 
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Fig. 20. Reihe XXVIII. Brennflaiche der meridionalen Biischel. 
Zielfernrohrlinse f = 340mm. Linsendurchmesser 50mm. 4A = 435 mu. 
a) 2/, der wahren GroBe. --- f% N = Linsenknotenpunkt. 
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Fig. 21. 
Reihe XXVIITb. Gangunterschiedskurven. 


MQ = 3,74mm., 


Zielfernrohrlinse f ~ 340 mm, 
A = 435 mu. ay = 5°: 
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d.h. daB das in y’” quadratische Glied zu groB ist. Fiir positives e, 
Spiegel auBerhalb der Nullstellung, ist die Ubereinstimmung besser. 
Die Abweichungen verschwinden nicht bei groBen negativen Werten 
von e, wie man zunichst vielleicht erwarten kénnte, da fiir Normal- 
stellung hier der Einflu8 der sphirischen Aberration ebenso wie fiir 


12 1 10 g 8 7. 6 
i e=185,0 Z e=115,0 


XZ 
€=UWi 0mm 


Fig. 22. Reihe XXVIIId. Gangunterschiedskurven. wy = 15°, 


m 
(mm) 
‘ 100 a 4 ’ % 40 e- 1590 ; 
€=186,0 e = 70,0 €=160 , e=1723 6-080 e= 764, g 
Ree OF ° 


Fig. 23. Reihe XXVIII f. Gangunterschiedskurven. wy = 25°. 
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groBes positives e immer kleiner wird. Als Grund der Abweichungen 
ist anzunehmen: 

1. Koma, 

2. Einflu8 der Glieder von der Ordnung «2, die nach den Unter- 
suchungen von Waetzmann und Bratke um so mehr verschwinden, 
je weiter der Spiegel von der Linse entfernt ist. 

3. Falsche Bestimmung yon @ dadurch, daB der Knotenpunkt 
als festliegend fiir alle Winkel w angenommen, also die Verzeichnung 
vernachlassigt ist. 

e) Riumliche Erscheinung. Fig.10 und 24 zeigen eine 
Anzahl der zur Messung benutzten Aufnahmen von f = 340mm. 

Die Kriimmung der Interferenzkurven (Fig. 10) kann nicht nur 
von den etwa in der Gleichung (2c’) vernachlissigten Gliedern — 
Einflu8 von Koma oder von Gliedern der Ordnung ¢? — herriihren, 
sondern ist hauptsichlich auf Astigmatismus zuriickzufiihren, der bei 
diesem Objektiv betrichtliche Werte besitzt. Man kann das leicht 
feststellen, wenn man die Irisblende J, verkleinert und einmal in den 
Brennpunkt der Meridionalstrahlen stellt, dann werden der rechte und 


a):@ = 75,0 mm. b) € = 115,0mm. 


Fig. 24. Reihe XXVIII. Zielfernrohrobjektiv f ~~ 340mm. = 3,74 mm. 
A = 435mu. J, = 21,3mm Durchmesser. €~1100mm. yp = 5°. 


der linke Rand des am Spiegel R refilektierten Blendenbildes mit a F 
zusammenfallen, und hernach in den Brennpunkt der Sagittalstrahlen 
bringt, dann gilt das Gesagte fiir den oberen und den unteren Rand 
von J;, wahrend von den anderen Randern in der Ebene der Blende GZ 
nur ein unscharfes und verwaschenes Bild entsteht. Der Unterschied 


beider Blendenstellungen betrug bei f = 340mm mehrere Zentimeter, 
ist aber nicht genauer gemessen. 
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Zusammenfassung. Die Fragestellung lautete: Inwieweit liBt 
sich die Waetzmann-Bratkesche Interferenzmethode auf die Unter- 
suchung von Linsenfehlern fiir schiefe Biischel ausdehnen? 

1. Es wurden die Interferenzbilder fiir verschiedene Typen von 
Objektiven bei gedrehter Linse untersucht. Die fiir den Korrektions- 
zustand eines Objektivs charakteristischen Formen der Interferenz- 
kurven der Normalstellung bleiben erhalten, werden aber unsymme- 
trisch verzerrt. Fiir Objektive, die in Normalstellung senkrechte 
aquidistante Streifen zeigen, bei denen also die sphirische Aberration 
fiir Achsenpunkte gut korrigiert ist, kriimmen sich die Interferenz- 
kurven, und der Kurvenabstand nimmt von dem einen Bildrande zum 
andern hin zu (§ 2). 

2. Es wurde die Theorie der Interferenzerscheinung fiir schiefe 
Biischel zunichst bei idealer Abbildung, sodann bei nicht idealer Ab- 
bildung unter méglichst allsemeinen Annahmen iiber die Linsenfehler 
aufgestellt (§ 3 und 5). 

3. Die Theorie wurde auf den Fall spezialisiert, daB der einzige 
Linsenfehler die Wélbung der Brennflache ist, eine Annahme, die fiir 
einige Fernrohrobjektive durch die Beobachtungen nahegelegt worden 
war (§ 6). 

4. Der Vergleich mit dem Experimente zeigte, daB sich aus den 
Interferenzbildern tatsachlich Schliisse auf die Linsenfehler (Bild- 
wolbung, Astigmatismus, Koma) ziehen lassen. Insbesondere wurde 
bei zwei Fernrohrobjektiven durch Festlegung der Bildkriimmung 
auch quantitative Ubereinstimmung mit der Theorie erzielt. Es 
erscheint erfolgversprechend, in den eingeschlagenen Richtungen 
weiterzuarbeiten (§ 7). 

5. Im Verfolg der Arbeit ergab sich ein Verfahren, die Brenn- 
weiten fiir schiefe Biischel zu bestimmen (§ 6 und 7), 

Die vorliegende Arbeit wurde auf Anregung von Herrn Professor 
Waetzmann im Physikalischen Institut der Universitat Breslau aus- 
gefiihrt. Fiir wohlwollende Unterstiitzung und férdernde Ratschlige 
mochte ich Herrn Geheimrat Professor Dr. Lummer und Herrn Professor 
Dr. Waetzmann meinen besten Dank aussprechen. 

Die Mittel zur Beschaffung der in § 2 erwahnten planparallelen 
Platten wurden von der Helmholtzgesellschaft zur Verfiigung gestellt. 
Die Firmen C. Zeiss, Jena, und C. P. Goerz, Berlin-Friedenau, haben 
die Arbeit durch leihweise Uberlassung von Objektiven unterstiitzt. 


Breslau, Physikalisches Institut der Universitat, 26. November 1923. 
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Kristallsymmetrie und Reststrahlen '). 
Von C. J. Brester in Utrecht. 


Mit vier Abbildungen. (Hingegangen am 26. Marz 1924.) 


Es wird untersucht, wie die Eigenschwingungen eines physikalischen 

Punktsystems, zusammengesetzt aus einer endlichen Anzahl elek- 

trisch geladener Partikel, von den Symmetrieeigenschaften abhangen. 

Es wird angegeben, wie man die Ergebnisse auch fiir unendliche 

Kristallgitter verwerten kann. Durch Vergleich mit den Messungen 

der Reststrahlen verschiedener Kristalle gelangt man zu einer 
Bestatigung der Theorie. 


Einleitung. Die Messung des Reflexionsvermégens verschie- 
dener Kristalle fiir ultrarote Strahlung ist schon mehrfach Gegenstand 
eingehender experimenteller Forschung gewesen. Wenn man fiir einen 
bestimmten Kristall das Reflexionsvermégen als Funktion der Frequenz 
der auffallenden Strablung graphisch darstellt, so erhalt man in den 
meisten Fallen eine Kurve, die verschiedene charakteristische Reflexions- 
maxima aufweist. Auf Grund dieser Eigenschaft kann man bekannt- 
lich die zugehérigen Strahlen durch wiederholte Reflexion aus der 
Gesamtstrahlung aussondern und in dieser Weise ziemlich homogene, 
ultrarote Strahlen erhalten, die man Reststrahlen nennt. Das Auf- 
treten der Reflexionsmaxima wird nach der heutigen Vorstellung iiber 
den Kristallbau sehr einfach erklart. Denn ein Kristall ist ein Ionen- 
gitter, das nach der von M. Born?) ausgebildeten Theorie eine be- 
stimmte Anzahl von Eigenschwingungen ausfiihren kann. Ist die 
Frequenz der auffallenden Strahlung derjenigen einer solchen Eigen- 
schwingung annihernd gleich, so kann in gewissen Fallen Resonanz 
eintreten, wodurch eine besonders starke Reflexion der betreffenden 
Strahlung verursacht wird. Nach dieser Theorie wird also das Pro- 
blem der Reststrahlen auf die Frage nach den Eigenschwingungen 
der Ionengitter zuriickgefiihrt. Umgekehrt kann man aber nicht 
sagen, dafi jede EKigenschwingung des Gitters ein Reflexionsmaximum 
fiir gleichfrequente Strahlung ergibt. Wenn wir namlich die Strah- 
lung als homogenes, elektrisches Wechselfeld auffassen3), so kann 


1) Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus meiner kiirzlich erschienenen, 
in Gottingen gefertigten Dissertation (Utrecht 1923). 

*) M. Born, ZS. f. Phys. 7, 217, 1921; 8, 390, 1922; Enzykl. d. Math.-W. V 
25: Atomtheorie des festen Zustandes. 

3) Homogen, weil die Wellenlangen immer etwa 103- bis 109mal so groB 
sind als die Entfernungen benachbarter Ionen, und elektrisch, weil bekanntlich 
das magnetische Wechselfeld praktisch keinen HinfiuS hat. 
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offenbar nur dann Resonanz eintreten, wenn bei der betreffenden 
Eigenschwingung ein elektrisches Moment auftritt mit einer von 
Null verschiedenen Komponente in der Richtung des Feldes. Wenn 
also der elektrische Vektor der einfallenden, polarisierten Strahlung 
senkrecht steht zum Vektor des bei einer Eigenschwingung auftretenden 
elektrischen Moments, oder wenn der letztere Null ist, so tritt kein 
Reflexionsmaximum auf. Ist das Moment Null, so nennen wir die 
zugehbrige Eigenschwingung inaktiv, ist es von Null verschieden, so 
heiBt die Schwingung aktiv. 


Aus dem Obenstehenden ist ersichtlich, daB in der Theorie der 
Reststrahlen das elektrische Moment der Eigenschwingungen eine be- 
sonders wichtige Rolle spielt. Um dieses zu bestimmen, mu8 man 
aber die Schwingungsformen kennen, d. h. man mu wissen, in 
welcher Weise die Ionen im Gitter gegeneinander schwingen. Nun 
wird sich zeigen, daB diese Schwingungsformen eng mit den Sym- 
metrieeigenschaften des Kristalles zusammenhingen. 


Die erste und wichtigste Aufgabe fiir eine Theorie der Rest- 
strahlen ist also die folgende: Fiir jedes Raumgitter mit beliebigen 
Symmetrieeigenschaften die Schwingungsformen zu bestimmen, sowie 
die Anzahl optisch-aktiver und -inaktiver Schwingungen und die Rich- 
tung des dabei auftretenden elektrischen Moments. Die vorliegende 
Arbeit bezweckt, die Lésung dieser Aufgabe allgemein anzugeben. 


Nun gibt es bekanntlich nach Schénflies!) 230 beziiglich ihrer 
Symmetrieeigenschaften verschiedene Raumgitter?); jede Symmetrieart 
ist durch eine der 230 raumlichen Gruppen von Deckoperationen 
definiert. Es ware wohl eine sehr miihsame Arbeit, fiir jede dieser 
Symmetriearten die obenerwaihnte Aufgabe zu lésen. Gliicklicherweise 
laBt sich die Sache erheblich vereinfachen; durch das ,,Gesetz des 
Isomorphismus der riumlichen Gruppen mit den Punktgruppen‘ %) 
wird nimlich eine interessante Beziechung zwischen diesen 230 Sym- 
metriearten und den 32 gewéhnlichen Symmetriegruppen, die die 32 
Kristallklassen bestimmen, ausgesprochen. Es wird sich nun heraus- 
stellen, da8 merkwiirdigerweise auch fiir das mechanische Problem, 
mit dem wir uns jetzt beschiftigen, dieses rein geometrische Gesetz 
von prinzipieller Bedeutung ist. Dieses Resultat vorwegnehmend, 
wollen wir zunichst die Theorie entwickeln fiir endliche Punktsysteme, 


1) A. Schénflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur. 

2) Wenn wir von einem Kristall als Raumgitter sprechen, werden wir ihn 
uns immer nach allen Richtungen unendlich ausgedehnt denken. 

3) Siehe z. B. A. Schénflies, |. ¢, S. 364. 
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die eine der 32 Punktgruppen zulassen '), und nachher eine Methode an- 
geben, die die dabei gefundenen Resultate fiir die unendlichen Raum- 
gitter zu verwerten erméglicht. 


§1. Endliche Punktsysteme mit einer p-zahligen Sym- 
metrieachse. Wir werden uns jetzt beschrianken auf den methodisch 
wichtigen Fall, wo das Punktsystem die Operationen einer zyklischen 
Gruppe C, zulaBt?). Kristallographisch haben nur die Gruppen mit 
den Werten p —1, 2, 3, 4 und 6 Bedeutung, aber in den Rechnungen 
werden wir p allgemein als beliebige ganze, positive Zahl annehmen. 
Nur werden wir den Fall p = 1 ausschlieBen, da eine ,,einzihlige“ 
Symmetrieachse nicht als Symmetrieelement zu betrachten ist. 

Wir denken uns nun ein Punkt- 
system mit einer p-zahligen Sym- 
metrieachse, die mit der Z-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems zusammenfallt. Mittels 
p Halbebenen durch diese Achse, die 
gleiche Winkel miteinander bilden, 
zerlegen wir den ganzen Raum in 
p gleiche Gebiete, die wir mit R,... 
R;..° Ry bezeichnen (j = 1a 
In jedem Gebiet R; befinden sich 
m Punkte Py; (& = 1, .-om)y Dre 


Fig. 1. p Punkte Py... Py; ... Px, sind physi- 
kalisch identisch und gehen durch 
Drehungen um 22%n/p (n = ganze Zahl) um die Z-Achse ineinander 


iiber. Auf der Z-Achse liegen schlieBlich h Punkte Py (k’ = 1,...h). 
Das ganze System ist also zusammengesetzt aus s = pm + h Partikeln; 
wir nehmen an, da zwischen diesen Partikeln nur konservative Krafte 
wirken, unter deren Einflu8 das System in stabilem Gleichgewicht ist. 
Ein solches System kann bekanntlich 3s Eigenschwingungen ausfiihren. 
Dabei schwingen die Partikel P,; und Py mit den Amplituden U;,; und 
Uy, deren Komponenten nach den drei Koordinatenrichtungen wir mit 
Unjay Unjys Unje baw. Uye, Uy und Uy, bezeichnen; die Frequenz 
sei @. Diese 3s Kigenschwingungen werden nun nach der analytischen 
Mechanik bestimmt durch 3 lineare, homogene Gleichungen zwischen 


') Einen speziellen Fall, namlich fiir Systeme, die die Operationen der 
Vierergruppe zulassen, hat M. Born behandelt (Verh. d. D. Phys. Ges. 19, 243, 
1917). Bei dem Versuch, diese Theorie in bezug auf die Systeme mit der Tetraeder- 
gruppe weiterzubilden, hat sich ein Versehen eingeschlichen. 

*) Die anderen Falle findet man in der zitierten Dissertation. 
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den 3s Amplitudenkomponenten; die Koeffizienten sind lineare Funk- 
tionen von w? Um diese Gleichungen fiir den Fall der zyklischen 
Systeme brauchbar zu machen, fiihren wir zunadchst neue Variablen 
ein, definiert durch: 


; ej = Unje +4 Unjy 
Viz = Unje — 4 U njy (1) 
Was = Unies 
Wye Ub. 6 Be, 
Vie = Upa —tUyy f (2) 
ye = Une 
Hs sei nun irgend eine Schwingung mit speziellen Werten Vij, 
Vy; usw. méglich. Dann ist auch eine Schwingung méglich — und 


zwar mit derselben Frequenz —, 
die aus der vorigen entsteht, wenn 
man sadmtliche Amplitudenvek- 
toren um die Z-Achse dreht um 
einen Winkel 22/p. Dadurch 
_ bekommt der Punkt P,; die um 
22/p gedrehte Amplitude des 
: Punktes Pi(j-1) usw. Es sind nun 
durch die Gleichungen (1) und 
(2) jeder Amplitude U;; (Uy) 
zwei komplexe Zahlen Vz; und 
Viz (Ve und Vix) zugeordnet. Diese 
kann man in einer komplexen 
Ebene, die in der Figur zu- 
sammenfallend mit der reellen 
X Y-Ebene gezeichnet worden ist, 
durch zwei vom Nullpunkt ausgehende Vektoren darstellen (die 
X-<Achse ist die reelle, die Y-Achse die imaginare Achse der kom- 
plexen Ebene). Es wird V;,;||0,j, wabrend V;; durch Spiegelung von 
Vij an der X-Achse entsteht. Wenn nun bei der oben erwdhnten 
- Drehung, welche wir mit D, andeuten, der Punkt P,; die um 22/p 
gedrehte Amplitude des Punktes P;,j—1) bekommt, so hat das auf die 
GroéBen Vij, Vij und W,; offenbar den KinfluB, daB Vij > &p Vij—1), 

Vij > &p Vig—vy» Wij > Weg—1» wo 

2i7 

5 =e) 2% 
- weil bekanntlich in der komplexen Ebene eine Drehung um 22/p 
~ eine Multiplikation mit ¢, bedeutet. Aus der Figur sieht man deutlich, 


if 


Fig. 2. 
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daB eine Drehung im positiven Sinne fiir V;,; eine Drehung im nega- | 
tiven Sinne fiir Vz; bedeutet, deshalb muBte fiir Vz; eine Multiplikation 
mit €;' vorgenommen werden. 

Es soll also das in den Variablen (1) und (2) geschriebene all- 
gemeine Gleichungssystem durch die Higenschaft der Invarianz 
gegeniiber den Substitutionen : 

Vij > Ep VigG—vi Vix > &p Vigg—v3. = Weg > We-n> 
Vu > Ep Vu Vie —> &' Vir 5 We > Wr 
charakterisiert sein. 

Die hieraus hervorgehenden Verhaltuisse kann man am_ besten 
iiberblicken, wenn man jetzt wiederum neue Variablen einfihrt, defi- 
niert durch: 

P P ” 
fu) Ves a He >| Ves gg uw >) Wj &', | 

j=1 j=) j=1 (3) 
fei = Ves Ne (p—1) = Ves Sep = We, 
- wo der Index / die Werte 1...p durchlaufen soll. Diese 3s = 3 (pm -+ h) : 
Variablen sind, wie man leicht nachpriifen kann, so gewablt, daB jede 
mit dem Index 1 behaftete Variable bei der Drehung D, mit ¢, mul- 
tipliziert wird, also bei der allgemeinen Drehung thse mit eon Wir 
werden das in den Variablen (3) geschriebene allgemeine Gleichungs- 
system mit S andeuten. Es sei nun irgend eine Gleichung dieses 


Systems: 
| = = (axis Se) + > >} > (Qxie &y1) = 0. (4) 
k l 5 k’ l é 


Dabei bedeutet S), da zu jedem Term mit § zwei analoge Terme 
g 

mit 47 und € gehéren. Die Gleichung (4) transformiert sich durch 

die Operation ee in: 


= {= Pat, + = 2 Sete Ee seat); (5) 
Oder, wenn wir abkiirzend setzen: 
= >) Mets Ext a > Da wise = Ai, (6) 
so folgt aus (5): ee 


Shep Ap ssa (7) 


Fiir jeden ganzen Wert des Exponenten n soll diese Gleichung mit 
denen des Systems S vertriglich sein. Somit stehen hier p Gleichungen, 
die durch die Werte n = 1,...p charakterisiert sind. Wir multi- 
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plizieren die nte Gleichung mit «"(—" (wo U gleich einer der ganzen 
Zahlen 1,...p ist), addieren alle Gleichungen (7), und wir bekommen: 


a Eee 
SS eae va 2 
oder — Cae Wiat (8) 
PA np tlt) 
SA SS én =a). 
kooat a1 
Die Summe nach » ist aber nur von Null verschieden, wenn 1 = 1’; 
in diesem Fall ist sie gleich p. Folglich ergibt die Gleichung (8) 
das einfache Resultat: Ay.p = 0. 


Weil 7’ beliebig ist und dieselben Werte durchlauft wie 7, kénnen 
wir sagen A; = 0, oder mit Riicksicht auf (6): 


S Sans + SS Saviesen = 
k § k § 


fiir jeden zulassigen Wert von 1 (1 = 1,...p). Das bedeutet aber, daB 
sich die Gleichung (4), von der wir ausgegangen sind, in p Gleichungen 
spalten lat, deren jede nur noch die Variablen mit einem bestimmten 
Index 7 enthilt. Was hier mit der speziellen Gleichung (4) vor- 
genommen wurde, kann man mit allen Gleichungen des Systems S 
machen. Jede Gleichung laBt sich spalten, und man bekommt schlieB- 
lich nur noch Gleichungen vom Typus (9). 

Damit sind wir zu dem wichtigen Ergebnis gelangt, daB das 
System S sich spalten 1a8t in p Teilsysteme S,...S,...S, von 
der Art, daB jedes System S; nur die Variablen mit dem Index / enthilt. 
- Man‘sieht leicht, daB jedes System S; aus genau so viel Gleichungen 
gebildet ist, wie die Anzahl der Variablen mit dem Index / betragt. 

Setzen wir diese Teilsysteme mit den zugehérigen Variablen in 
einem Schema zusammen, so bekommen wir fiir p > 2: 


0 (9) 


System | S; / So Si (94) 
$1 U1 Sk2 k9 Si Mkt Sieg "kg 
Variablen - - m 
&, 15k1 Sk 2 Sri Skq 
Anzabl \ 3m+h 3m 3m 3m 


der Variablen f 


System S, F<) Sp =) p—1 Dp 


£ . 
: Gris —} A —D Sk (p —2) Mk(p —2) Sk (p—1) Mk ¢p —1) Skp “Vkp 
Variablen - - 


Sid Sup —2) Sk(p—1) Me (p—1)| Sep Sk'p 


Anzahl \ 3 3m + I 3am+th 
der Variablen f of tt He a0 


330 GC. J. Brester, 


Dabei bedeutet, fiir den Fall p = gerade, q = 3p. Fir p un- 
gerade tritt das System S, nicht auf, was durch die Klammern 
angedeutet worden ist. 

Ist p = 2, so gibt es in S, die (8m+2h) Variablen &1, Mex, 
Cut, Ey und yyy, in Sy die (3m-+h) Variablen 2, Neo, Seo und Swe. 
Den Fall p = 1 haben wir von vornherein ausgeschlossen. 

Wir bezeichnen die Determinanten der Koeffizienten der Systeme 
S,...S;...S, mit 4,...4...4p. Jedes System S, ergibt nur dann 
eine von Null verschiedene Lésung fiir die darin auftretenden Varia- 
blen, wenn 2? eine Wurzel der Gleichung 4; — 0 ist. Ist daher 
@,2 als Wurzel einer bestimmten Gleichung 4; = 0 gewahlt, so 
wird dieser Wert im allgemeinen den anderen Gleichungen 4, = 0, 
aetyoy = 0, Far 0, p= 0 niehtrgentgen, und) dana 
miissen die Variablen der zugehérigen Systeme §S,, ...S;-1, Sr+41, 
.. S, gleich Null gesetzt werden. Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, 
wenn @,? auch eine Wurzel einer der anderen Determinantengleichungen 
ist. Man sieht daraus, da8 es unbedingt nétig ist, die mehrfachen 
Wurzeln der Systeme §; zu untersuchen. Diese sind nun auch wirklich 
vorhanden. Um das einzusehen, bemerken wir, daB, wie man sofort aus 
den Gleichungen (3) ableiten kann, die in den Systemen S,...S, auf- 
tretenden Variablen je zwei zueinander konjugiert sind, namlich 
(Expy Nep)s. (Exax Neg) (Exits Yetp a. Cay Cap =n), | (Ex, eee 
wahrend fi», v» und xq reell, also zu sich selbst konjugiert sind. 
Das heiBt: es sind jedesmal samtliche Variablen eines 
Systems § konjugiert zu den Variablen des Systems S,_1; 
in den Systemen S, und, wenn vorhanden, S,, ist jede Variable zu 
einer Variable desselben Systems konjugiert. Daraus kénnen wir 
nun weiter schlieBen, daS auch die Koeffizienten zweier konjugierter 
Variablen in S; und S,—; zueinander konjugiert sein miissen. Man 
kann sich namlich das Entstehen zweier einander zugeordneter Glei- 
chungen aus §, und S,_, folgendermafen denken: Es ist irgend eine 
Gleichung («%) des urspriinglichen Systems (also geschrieben in den 
Variablen Uxj2, Uzjy usw.) mit Hilfe der Beziehungen (1), (2) und 
(3) auf die neuen Variablen &., 1,; usw. transformiert worden. Da 
in (%) nur reelle GréBen eine Rolle spielen und & und yxp—y 
konjugierte Funktionen sind, so miissen in der transformierten Glei- 
chung (8) die Koeffizienten der GréSen &; und mp1, konjugiert 
sein. Aus (8) entstehen aber die Gleichungen der Systeme S und 
S,—1 durch einfache Spaltung, ohne jede Anderung der Koeffizienten. 
Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es sind also die Deter- 
minanten 4 und 4,_, aus lauter konjugierten GréBen gebildet. Da 
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diese GréB8en Funktionen von @® sind, kann man die Gleichungen 


0 und 45-; == 0-in der folgenden Form schreiben: 
® (@*) + iP (ew?) — 0 
und D(a?) —i P (2) = 0, 


wo ® und ® reelle Funktionen sind. Man wei aber aus der physi- 
kalischen Natur des Problems, da8 diesen beiden Gleichungen nur 
reelle Wurzeln gentigen kénnen (weil wir stabiles Gleichgewicht 
vorausgesetzt haben). Es sei nun @,?2 eine Wurzel der ersten Glei- 
chung. Weil @,°, ® und © reell sind, wird ®(@,2) = 0 und #(a,?) 
= 0. Das heifbt aber: w,2 ist auch eine Wurzel der zweiten Glei- 
chung. Die Gleichungen 4;=—0 und 4,-;=—0 haben also 
dieselben Wurzeln. Damit haben wir verschiedene Doppel- 
wurzeln gefunden. Es gibt noch eine mehrfache (und zwar sechs- 
fache) Wurzel, die zusammenhingt mit der Méglichkeit, das ganze 
Punktsystem einer beliebigen Translation oder Rotation zu unter- 
werfen. Es ist aber zweckmabig, dies erst nachtraglich zu_beriick- 
sichtigen. Wenn wir also vorlaufig nur mit den einfachen und 
Doppelwurzeln rechnen, so kénnen wir jetzt die verschiedenen Lésungen 
der Systeme S,...%;...S, angeben. Diese zerfallen im allgemeinen 
in vier Gruppen: 

A. Es ist 4, = 0, und samtliche Variablen aus §S,...S)...Sp—1 
verschwinden. Das gibt (3m-+h) einfache Frequenzen. 


B. (Nur fiir den Fall p = gerade.) Es ist 4, — 0, und es 
verschwinden die Variablen aus S,...8,-1, Sq41i, ---Sp. Das gibt 
3m einfache Frequenzen, wenn p>2, und (3m-+ 2h) einfache 
Frequenzen, wenn p = 2. 

C. (Nur fiir p> 2.) Es ist J; = 4,1; = 0, und es verschwinden 
die Variablen der Systeme S,...S,-2, S,. Das sind (3m + h) 
Doppelfrequenzen. 

D. (Nur fir p>4.} Es ist 4, = 4,1 = 0 (fiir Werte von |, 
die nicht gleich 1, p—1, p oder gq sind), und es verschwinden die 
Wariablon- aus 8;--.Sj—1, Siri; ---Sp—1—1y Sp—14+1. ««sSp. Das 
gibt fiir jedes Wertsystem (1, p—l) 3m Doppelfrequenzen., 

Wir werden diese verschiedenen Lisungen der Reihe nach 
betrachten. 

A. Wie gesagt, miissen hier die Variablen aus §,...S,—1 ver- 
schwinden, Das gibt 3m(p—1)+ 2h Bedingungen, nimlich: 

En. = Ne = Ser =O (LE p)s San = Ne —) = Y- 
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Diese sind gleichwertig mit den folgenden Bedingungen: 


fp Vin == ep Veo = . = 89 oe <=... = &” Vip, | 

ép Vea = & Via = -.- = & Viz = = ep Veep» ‘ (10) 
We, —— Wes). = Wij = a Wrps 
Vy '=0: VF £0. J 


Wenn man nimlich aus diesen Gleichungen z. B. die GréBe §;, 
berechnet, so findet man unter Beriicksichtigung von (3): 


P P 
j— j (U— 1) 5 A jl 
r= Diep” View & = Vip 28 - 
Jizz d T= 1 
Das ist tatsichlich Null fiir jeden Wert von /, ausgenommen ‘tir 
1 =p. Ebenso findet man ny; —= 0 und &; = 0 (l~p), genau den 
erstgenannten Bedingungen entsprechend. 


Man kann nun die Gleichungen (10) sehr einfach geometrisch 
deuten. Weil naimlich Vz; = &) Vicj—1, entsteht der Vektor V;,j; durch 
eine Drehung D, aus dem Vektor Vyy;—1. Da die Vektoren V;; 
parallel sind zu den Komponenten senkrecht zur Z- Achse der Ampli- 
tuden U;,;, und da nach (10) die Z-Komponenten dieser Amplituden 
fiir je p zusammengehérige Punkte P;...Pyp gleich sind, gilt auch 
fiir die Amplituden, da8 U;; durch die Drehung Dy, aus Ug(;~1 
entsteht. Man erhalt also eine Art Schraubenbewegung. Die 
Punkte Py schwingen nach (10) in der Richtung der Z-Achse. Die 
(3m +h) Schwingungen dieser Art haben die Eigenschaft, da8 der 
Symmetriecharakter des Punktsystems wahrend der ganzen 
Bewegung erhalten bleibt. Man kann allgemein beweisen, da 
es immer solche Schwingungen gibt (wenn s > 1). 


B. In diesem Falle finden wir die folgenden 3m(p—1)+ 3h 
Bedingungen: £%7 == xr == 1 =-0 (= g); Ey, = Ty io) = See 
= 0 [ist aber p = 2, so gibt es nur (3m-+h) Bedingungen, nimlich 
Exo = Nea = Seo = Swe = 0}. 


Diese kann man wieder ersetzen durch die folgenden: 


=i a ~2 = 
Ep Vier —— ey, Vio == tasty Vee 
* * 
ih yee pak! pas p * 
Ep View — En Veo == On, ao — & View 3 (11) 
Wi = — We = — Wi, Ds 


(Vie — Oy Vie = 0); Wie == ((), 


Die. eingeklammerten Bedingungen gelten nur, wenn p> 2. 
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Der Beweis ist leicht, denn berechnet man z. B. &;, so findet man: 


Sur = Vep(—ép tee — +++ +8) 


und das ist nur von Null verschieden, wenn 1 = q = 3p. In &bn- 
licher Weise beweist man auch, da8 (11) zu den Bedingungen n;, 
= Cr. = 0 (l# q) fiihrt. 


Auch diese Schwingungen B kann man nun geometrisch deuten. 
Betrachtet man namlich von p zusammengehérigen Punkten P;,... 
P;j...Pyy diejenigen mit geradem Index j, so sieht man, daB die 
Symmetrie der Konfiguration dieser Punkte bei der Schwingung 
erhalten bleibt. Dasselbe gilt fiir die Punkte mit ungeradem Index j. 
Die ganze Schwingungsform wird einfach aus dem Fall A abgeleitet, 
wenn man das Vorzeichen der Amplituden der ,ungeraden Punkte“ 
umkehrt. Wenn p> 2, so sind die Punkte auf der Z-Achse in 
Ruhe; ist p = 2, so schwingen dieselben senkrecht zur Z- Achse. 


C und D. Die Schwingungen miissen in diesen Fallen den 
folgenden Bedingungen geniigen: 


Sep Sev — fey = 0 (USI; Ut pp —)); 


Sep — 0. 


(12) 


Fiir den Fall D kommen noch die 2h Bedingungen £1 = yp(p—1) 
hinzu. AuSerdem gilt 4, = 0; J,_; = 0. 

Es sei nun zunachst eine Bemerkung hinsichtlich der Anzahl 
dieser Gleichungen gemacht. Die Bedingungen (12) ergeben 
3m(p—2)+h baw. 3m(p—2)+ 3h Gleichungen. Die Determinanten- 
gleichungen 4;= 0 und 4,_,=0 ergeben 3m+h—1 baw. 3m—1 
Bedingungen fiir die Amplitudenkomponenten, wenn man fiir w? eine 
Wurzel der betreffenden Gleichung eingesetzt hat. Die Gesamtzahl 
der Bestimmungsgleichungen fiir die 3(pm-+ h)—1 Verhialtnisse der 
Amplitudenkomponenten wird daher 


3m(p—2)+h+2(3m+h—1) = 3(pm+h)—2, 


» bzw. 


- 


- 


3m(p—2)+3h+2(3m—1) = 3(pm+h)—2, 


also immer 1 zu wenig. Die Schwingungsform ist daher nicht 
bestimmt; zu jeder Doppelfrequenz C oder D gehért eine unend- 
liche Anzahl von Schwingungsformen ’). 


1) Nach einem allgemeinen Theorem aus der Determinantentheorie tritt 


- diese Erscheinung immer bei mehrfachen Wurzeln auf. Vgl. Kowalews ky 


Einfiithrung in die Determinanten-Theorie. 
24 * 
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Wir werden nun zeigen, da8 man die Gleichungen (12), die diese 
Schwingungsformen bestimmen, durch die folgenden ersetzen kann: 


Vix a Vij — Vie 
hee eis ae a Le 5 ONL hg ices Ayzee ot? ages 
Vui Pitt ba es sac te Vis 
lipree eaeaee aes ~ mee Dt ues uaee 4 ese 
Wr aay Was a 
Ues8p + Vesep x: Ves" -~ Vestp? Vier epi Vest 
Vy = 0, Ve =O 0. 


Die eingeklammerten Bedingungen gelten nur fiir den Fall D. 
Die GréBen Axi, Apo, Uni, Uke, Ver WNd VYzo sind beliebige Parameter. 
Da es nur auf die Verhaltnisse Az: Apo, Uxii eo Und V%,1:Vzq ankommt, 


gibt es deren im ganzen 3m. Denkt man sich dieselben aus (13) 
eliminiert, so bleiben noch 


3m(p—1)+h—3m = 3m(p—2)+h 
3m(p—1)+3h—3m = 3m(p—2)4+ 3h 


Gleichungen iibrig, in Ubereinstimmung mit der Anzahl der Glei- 
chungen (12). Das System (13) ist invariant gegeniiber der Substi- — 
tution 1—> p—l, denn diese kewirkt nur eine Vertauschung der 
Parameter A,; und Az. usw.; werden die letzteren eliminiert, so mu8 
das Ergebnis schlieBlich dasselbe sein. Die Gleichungen gelten daher 
immer fiir ein bestimmtes Wertsystem (I, p—/), wie es nach (12) 
auch sein muf. 
Wir berechnen nun z. B. &y aus (13) und (3): 


= eee ve 1+1) 


bzw. 


ju'—1) 
cx = = View gp ern Scan SP P 
— Vep v4)n fae ; 
a g jU+ re é3 5¢ ) 
ees ae Ara [ Be + Se I 
Dies ist tatsichlich immer Null, ausgenommen fiir J’ —1 und 


= p—l, in Ubereinstimmung mit (12). Ebenso kann man zeigen: 
Nev = Sev = 0 (’ #1; ' +p—l). Damit ist aber die Gleichwertig- 
keit der Gleichungen (12) und (13) bewiesen. 
Da es, wie gesagt, zu jeder Doppelwurzel ow? unendlich viele 
Schwingungsformen gibt, ist eine allgemeine einfache geometrische 
Beschreibung derselben, wie bei den einfachen Schwingungen, nicht 
mdglich. Dazu wire eine eingehende Besprechung der Gleichungen 
(13) notwendig; da diese Rechnungen fiir das Hauptziel: die Bestim- 
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mung des elektrischen Moments, nicht erforderlich sind, werden wir 
hier von einer solchen Besprechung absehen. 

Das elektrische Moment einer Eigenschwingung wird nun 
definiert als Vektor M, dessen Komponenten M,, M, und M, gegeben 


sind durch: 
ee | 
a J ad 
My = SD eVrjy+ See Uey, (14) 
le J laf 
Mu, = = a ee Unga = en Un zs | 
wre = 


wenn die elektrischen Ladungen der Partikel P,; durch e,, die der 
Partikel P;, durch e, dargestellt werden. Wir miissen nun diese drei 
Komponenten fiir jede der Schwingungen A, B, C und D berechnen. 
Zu dem Zwecke formen wir (14) mit Hilfe der Gleichungen (1), (2) 
und (3) um und finden: 

U, = = > (1 + Me~w—y) + _ ew (Ee + Ne(p—v)» 


k 


1 1 
My = Oy 2% (ea Ni (p —1)) > ik 9% = ee (Eun — Ne (p—1)) » | (15) 


k 


M, a > a Cen + 2 ee Cn p. | 
Fiir die Schwingungen vom Typus A gilt nun: 
Ecpeetier == tev = OU 9)5) es = We = 0 
Die Gleichungen (15) ergeben nun sofort: M, = My = 0; M, + 0. 

Ebenso findet man fiir die Schwingungen vom Typus B: 
M, = M, = Mz = 0, wenn p> 2. Ist aber p= 2, so wird nur 
M, = 0, wihrend M, und M, von Null verschieden sind. 

Die Schwingungen vom Typus C sind nach (12) charakterisiert 
durch: Exy = Nk = Cr a) (l == i l == a Ly Cen = 0.. Hs wird 
also nach (15): M, — 0, aber die Komponenten M, und M, sind im 
allgemeinen von Null verschieden. 

In gleicher Weise findet man fiir die Schwingungen vom Typus D, 
ans, == ieee, =— 0, 

Zusammenfassend kiénnen wir sagen: Die 3(pm-+h) Schwin- 
gungen des betrachteten Punktsystems lassen sich nach ihrer Art 
in vier Gruppen zerlegen: 

A. (3m+h) aktive, einfache Schwingungen, mit einem 
elektrischen Moment in der Richtung der Symmetrieachse. Die Schwin- 
gungsform wird durch (10) bestimmt. 
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B. (Nur fiir p gerade.) Ist p>2, so gibt es 3m inaktive, 
einfache Schwingungen, deren Schwingungsform durch (11) be- 
stimmt ist. 

Ist p = 2, so gibt es (3m-+ 2h) aktive, einfache Schwingungen. 
Das Moment steht senkrecht zur Z-Achse, fiir jede Schwingung in 
einer bestimmten Richtung. 

C. (Nur fir p> 2.) Es gibt (83m+h) aktive Doppel- 
schwingungen. Jede Doppelfrequenz gibt unendlich viele Schwin- 
gungsformen, die durch (13) bestimmt sind. Das elektrische Moment 
steht senkrecht zur Symmetrieachse und kann iibrigens jede beliebige 
Richtung haben. 

> ., p—A4 p—3 : 

D. (Nur fiir p> 4.) Es gibt aa gr 3m oder 5. 3m (je nach- 

dem p gerade oder ungerade ist) inaktive Doppelschwingungen. 


Die Schwingungsformen sind wiederum gegeben durch (13). 


Bei der Ableitung dieser Resultate hat es sich als notwendig 
erwiesen, die mehrfachen Wurzeln der Determinantengleichungen 
genau zu beriicksichtigen. Auer den Doppelwurzeln gibt es noch 
eine mehrfache Wurzel, deren Einflu8 wir jetzt untersuchen wollen. 
Wenn wir namlich das ganze Punktsystem einer beliebigen Trans- 
lation oder Rotation unterwerfen, so kehrt es nicht zu seinem ur- 
spriinglichen Zustand zuriick. Man kann dies auch so auffassen, dah 
es ,mit der Frequenz Null“ um die urspriingliche Lage ,schwingt*. 
Die Wurzel wo? = 0 ist darum fiir das Gleichungssystem S sechs- 
fach. Weil die Translationen und Rotationen an sich fiir uns belanglos 
sind, haben wir diesen Umstand bisher absichtlich nicht beriicksichtigt. 
Wenn wir aber wirkliche, nicht-entartete Schwingungen suchen, so 
miissen wir bedenken, daS zu den soeben aufgezihlten Schwingungen 
immer einige spezielle Translationen und Rotationen gehéren. Es ge- 
hért z. B. die Translation in der Z-Richtung zum Typus A, die Trans- 
lationen senkrecht zur Z-Richtung bilden eine ,,Doppelschwingung“ 
vom Typus C usw. Fiir die Anzahl nicht-entarteter Schwingungen 
findet man nun: 


A. 3m+h—2, 
B. 3m, 
wenn p> 2: C. 3m+h—2, 
3 3 
D. 3m (p — 4) oder 3 m(v —3), 
A. 3m+ h—2, 


— i 
ms. B.. Salas 
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Damit ist die in der Einleitung erwihnte Aufgabe fiir die end- 
lichen zyklischen Systeme geldst. Die Lésung fiir die iibrigen 
27 Symmetrieklassen wurde vom Verf. in seiner Dissertation gegeben. 


$2. Unendliche Raumgitter. Die Méglichkeit, die bei den 
endlichen Punktsystemen erhaltenen Resultate in einfacher Weise fiir 
die unendlichen Raumgitter zu verwerten, beruht im wesentlichen 
auf zwei Tatsachen: erstens die formelle Ubereinstimmung der Schwin- 
gungsgleichungen, und zweitens das Gesetz des Isomorphismus der 
Raumgruppen mit den Punktgruppen. 

Was die Ubereinstimmung der Schwingungsgleichungen betrifft, 
sei folgendes bemerkt: Nach M. Born!) kann man ein beliebiges 
Kristallgitter in folgender Weise aufbauen: Von einem Punkte 0 
aus denkt man sich drei, nicht in einer Ebene liegende Vektoren a,, 
M3, a3. Das durch diese Vektoren aufgespannte Parallelepipedon 
heibt ,,Elementarzelle* oder kurz ,Zelle“. In dieser Zelle befinden 
sich s Partikeln, die die ,Basis“ bilden. Das ganze Gitter entsteht 
dadurch, daS man die Basis allen Translationen unterwirft, die durch 
ganzzablige Vielfache der Vektoren a,a,a; charakterisiert werden. 
Man erhalt in dieser Weise ein unendliches Punktsystem, und dieses 
kann unendlich viele Eigenschwingungen ausfiihren. Nun ist aber 
klar, da& simtliche Partikeln, die aus einer bestimmten Partikel durch 
die soeben erwahnten Translationen hervorgehen, im Kristall voll- 
kommen gleichwertig sind. Fallt nun auf den Kristall eine lang- 
wellige, polarisierte Strahlung, die wir, wie gesagt, als homogenes, 
elektrisches Wechselfeld auffassen kénnen, so werden gleichwertige 
Punkte auch in vollkommen gleicher Weise beeinfluBt, und diese 
miissen demnach genau dieselben Bewegungen ausfiihren. Es haben 
also nur diejenigen Eigenschwingungen des unendlichen Gitters phy- 
sikalische Bedeutung, bei welchen die Amplituden gleichwertiger 
Punkte gleich sind. Man darf sich diese Punkte starr verbunden 
denken zu einem ,einfachen Gitter“. Nach dieser Auffassung ist 
das ganze Raumgitter aus s einfachen Gittern gebildet; wir bezeichnen 
diese mit Py (k = 1...s). Das ganze Raumgitter kann nun 3s Higen- 
schwingungen ausfiihren, die, wie Born gezeigt hat, bestimmt werden 
durch 3s homogene, lineare Gleichungen zwischen den Amplituden- 
komponenten Ug,, Uz, und Uj, dieser einfachen Gitter Pi. Die 
Koeffizienten sind lineare Funktionen von w%, Alles in weitgehender 
Ubereinstimmung mit den Gleichungen, welche die 3s Schwingungen 
eines aus s Punkten P, gebildeten endlichen Systems bestimmen. Es 


Delon ce 
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fragt sich, ob man vielleicht diese Ahnlichkeit zur Lésung unseres 
Problems benutzen kann, in der Weise, daS man zu jedem aus s ein- 
fachen Gittern bestehenden Raumgitter ein aus s Punkten zusammen- 
gesetztes iquivalentes Punktsystem sucht, das dieselben Schwin- 
gungsformen zeigt wie das Gitter. Damit ist gemeint, daS zu jeder 
Schwingung des Gitters eine Schwingung des aquivalenten Systems 
gehért von der Art, daB die durch die Symmetrie bedingten Be- 
ziehungen zwischen den Amplitudenkomponenten der s Punkte einer- 
seits dieselben sind wie die der s einfachen Gitter andererseits. Wir 
werden nun zeigen, daS es ein solches aquivalentes System immer 
gibt, und da8 es die Operationen der mit der raumlichen Gruppe des 
Gitters isomorphen Punktgruppe zulaBt. 

Wir betrachten also ein Raumgitter, zusammengesetzt aus s ein- 
fachen Gittern P;. Die Basispartikeln seien Py. Die raumliche Gruppe 
des Gitters sei I’, die mit I” isomorphe Punktgruppe sei G. Wir 
nennen I}, diejenige Untergruppe von I’, die das einfache Gitter P; 
in sich selbst transformiert, und G, die mit I} isomorphe Punkt- 
gruppe. Wir werden versuchen, das Aquivalente Punktsystem mit 
den Partikeln P;, aufzubauen. Die Lage der Partikel P,; wird pun 
so bestimmt, daS sie gegeniiber G, invariant ist, tibrigens beliebig. 


Es seien nun: T., May We ewe 
die Operationen von I, die P{ in P 3 iiberfiihren; deren gibt es un- 
endlich viele. Die isomorphen Punktoperationen seien: 

M,,, Mi, Mio usw. 
Wendet man diese auf P, an, so kénnte man erwarten, daB dadurch 
verschiedene Punkte P,, Ps, Ps: usw. entstehen. Wir werden aber 


zeigen, da diese alle zusammenfallen. Um das einzusehen, bemerken 
wir, daB offenbar gilt: 


Mere Miz’ = &, \ 
Mis’ Mia = La, J 
wo %, und &% Operationen von I und I, sind. Daraus leitet man 
leicht ab: 

Mao = Mis &, (17) 
Nach dem Gesetz des Isomorphismus fiir die Zusammensetzung be- 


liebiger Operationen!) miissen dieselben Beziehungen auch fiir die 
1somorphen Operationen gelten. Man findet also neben (16) und (17): 


Mya" Mp = Lo, (18) 
Ms I, My, Ly. (19) 
1) Siche A. Schénflies, l. «, S. 346. 


(16) 
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Da Mis’ = M,,, besagt die Gleichung (18), daB der Punkt P, durch 
die Operation LZ, in P  iibergeht. Aus (19) leitet man jedoch ab, 
da P, durch L, nicht geindert wird, daB P, bei derselben Opera- 
tion J, invariant ist. Dies ist nur gleichzeitig méglich, wenn P, = P3,. 
Damit ist gezeigt, da simtliche Operationen 
M,,, Mi, My... usw. 

den Punkt P, in einen ganz bestimmten Pankt P, iiberfihren. 
Es seien nun P3, Py... Py; die einfachen Gitter, die durch irgend- 
welche der anderen Operationen von I" aus Pj entstehen (es ist 
nm < s). Zu diesen Punkten gehéren im endlichen System die vdllig 
bestimmten Punkte P;, P,...Pn, die genau in derselben Weise aus 
P, abgeleitet werden, wie wir es fiir P, dargetan haben. Im all- 
gemeinen ist nun aber n<s, d.h. es gibt noch mehrere Systeme 
von einfachen Gittern, deren Elemente sich bei den Operationen von 
I’ miteinander vertauschen. Da die Elemente eines jeden Systems 
sich nie mit denjenigen eines anderen Systems vertauschen, sind die- 
selben voneinander unabhingig und man kann bei jedem genau so 
vorgehen, wie wir es bei den einfachen Gittern Py... Px; gemacht haben. 


Man sieht nun leicht, daf das in dieser Weise aufgebaute end- 
liche Punktsystem den Voraussetzungen gentigt. LErstens hat es die 
Symmetrieelemente der Gruppe G. Ist namlich Yt.x% eine Operation 
von I} die das einfache Gitter Pj in das einfache Gitter Pj iiber- 
fiihrt, so gilt: 

Mie = Mer Dax, (20) 
also gilt auch: 

Mw = My, Maw, (21) 
d. h. die mit Wt.~ isomorphe Operation My fiihrt den Punkt P, in 
Pi, iiber. 

Es bleibt noch zu zeigen, da die Schwingungen des in dieser Weise 
definierten Punktsystems wirklich mit den Gitterschwingungen tiber- 
einstimmen. Die letzteren werden bestimmt durch 38 homogene, 
lineare Gleichungen zwischen den Amplitudenkomponenten Ujz, Uxy, 
‘Ux, der einfachen Gitter P*% Es soll nun im Gitter der EinfluB 
irgend einer Deckoperation Y,; untersucht werden. Man findet erstens 
gewisse Vertauschungen der einfachen Gitter, nimlich Pg —> Pj usw. 
Gleichzeitig findet man gewisse Uberginge zwischen den Amplituden- 
komponenten, die man ganz allgemein schreiben kann in der Form: 


Uiea aaa “ (Uk 25 Ue y Uys), 
Tey ng (Cia, Ue y) Usiz), (22) 
Uk, —> h (Ui x» Ue ys Ui 2) 
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wo f, g und h lineare, homogene Funktionen sind. Wir suchen nun 
im endlichen System den Einflu8 der mit Mt, isomorphen Opera- 
tion My. Nach (21) findet man dabei Py —> Py. Die Uberginge 
zwischen den Amplitudenkomponenten U;, usw. werden nun aber 
durch genau dieselben Ausdriicke bestimmt wie beim Gitter: 


Ope —> J (Ugras Ue ys Uns); 
Uky ae. (Upras Ux ys Uy 2)» (23) 
Urs —> h (Unras Up y, Uy z)- 


Das folgt nimlich aus der Haupteigenschaft isomorpher Operationen: 
fiir zwei isomorphe Operationen sind die Symmetrieachsen und Ebenen 
parallel, die Drehungswinkel gleich, und nur diese Elemente be- 
stimmen die Form der Funktionen f, g und h. Man mu8 nun In- 
varianz der allgemeinen Schwingungsgleichungen gegentiber den Sub- 
stitutionen (22) bzw. (23) fordern. Da diese Gleichungen, wie gesagt, 
fiir das Gitter und fiir das endliche System von gleicher Form sind, 
muS das Ergebnis bei Anwendung der identischen Substitutionen (22) 
und (23) auch dasselbe sein. Damit ist die Aquivalenz des Raum- 
gitters mit dem endlichen Punktsystem erwiesen. 


Wir sind nun in der Lage, fiir jedes beliebige Raumgitter die 
Schwingungen auf die eines endlichen Punktsystems zuriickzufiihren. 
Dabei kann man aber noch auf folgende Schwierigkeiten stofen: 
Das endliche System ist so definiert, daB es jede Operation der 
Gruppe G zulaBt. Es ist aber méglich, daB es auBerdem andere 
Deckoperationen zulaBt, die nicht mit einer Operation von I" isomorph 
sind. Diese sind aber fiir unser Problem unwesentlich und miissen 
auBer Betracht gelassen werden. 


Eine zweite Schwierigkeit ist die folgende: Es kann sich beim 
Aufbau des Aquivalenten Systems als notwendig erweisen, mehrere 
Punkte an derselben Stelle anzunehmen. Daf dies physikalisch un- 
wirklich ist, schadet natiirlich nichts, denn das Aquivalente System ist 
ja nur ein Hilfsbegriff, von dem man keine physikalische Existenz 
vorauszusetzen braucht. Und gedanklich ist dem nichts entgegen, 
sich an derselben Stelle mehrere Punkte zu denken. Immerhin wird 
damit eine Verallgemeinerung der endlichen Systeme zugelassen, die 
bisher stillschweigend als unméglich betrachtet wurde. Das fiihrt 
nun zu der Frage, inwiefern diese Einschrinkung das Ergebnis beein- 
fluBt. Das Wesentliche ist offenbar folgendes: bisher konnten wir 
als selbstverstandlich voraussetzen, daB irgend eine Operation, die einen 
Punkt geometrisch invariant 14Bt, auch die physikalische Partikel, die 
sich an der Stelle befindet, in sich selbst iiberfiihrt. Gibt es aber 
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mehrere Partikeln in demselben Punkte, so braucht dies nicht mehr 
richtig zu sein. In vielen Fallen ist die friihere Voraussetzung noch 
giiltig, und es bleiben die Resultate richtig. In den anderen Fallen 
mu eine kleine Revision der Formeln vorgenommen werden, die sich 
aber in jedem Fall sehr einfach gestaltet. 

§ 3. Ergebnisse und Vergleich mit der Erfahrung. Die 
in den vorigen Paragraphen skizzierte Theorie kann durch Beob- 
achtungen tiber die Reflexion ultraroter Strahlung an Kristalloberflichen 
gepriift werden. Dazu ist es nétig, einen Kristall zu-wahlen, dessen 
Gitterstruktur genau bekannt ist, und dessen Reststrahlen im ganzen 
ultraroten Spektrum bestimmt worden sind. Es gibt nur wenige 
Kristalle, die diesen Forderungen geniigen. Als charakteristisches 
Beispiel wahlen wir den Kalkspat, CaCO,: die Gitterstruktur wurde 
nach verschiedenen Methoden bestimmt und darf hier als bekannt 
vorausgesetzt werden; die Reflexionsmaxima fiir ultrarote Strahlung 
wurden im kurzwelligen Gebiet von Cl. Schaefer und M. Schubert}), 
im langwelligen Gebiet von Th. Liebisch und H. Rubens?) be- 
stimmt. Im kurzwelligen Gebiet war es méglich, mit der Spektro- 
metermethode zu arbeiten und sehr zuverlissige Resultate zu erhalten. 
Im langwelligen Gebiet mu8te man jedoch die Reststrahlmethode an- 
wenden und sich mit ziemlich unvollstandig festgelegten Kurven 
begniigen. 

Wir wollen nun das Ergebnis der Theorie fiir den Fall des 
Kalkspats angeben. In jeder Zelle befinden sich zwei , Molekeln“ 
CaCO;, also 10 Jonen: es ist s = 10. Die Kristallklasse des Kalk- 
spats wird bekanntlich durch die Gruppe S¥ definiert: es gibt eine 
sechszihlige Drehspiegelungsachse, drei zweizdhlige Achsen gewoéhn- 
licher Symmetrie senkrecht zu dieser, und drei Symmetrieebenen durch 
die Drehspiegelungsachse. Wenn man nach der Methode des vorigen 
Paragraphen das Aquivalente Punktsystem sucht, so findet man folgendes: 
Ein von den sechs Sauerstoffatomen P,...P;) gebildetes regulares 
Sechseck mit zwei Atomen Calcium FP, und P; und zwei Atomen 
Kohlenstoff P, und P, im Zentrum’). Die Theorie der endlichen 
Punktsysteme, mit einer kleinen Modifikation riicksichtlich der Punkte 
im Zentrum, ergibt nun fiir dieses System die folgenden Schwingungs- 
moglichkeiten, die ohne weiteres auch fiir den Kristall gelten *): 


1) Ol. Schaefer u. M. Schubert, Ann. d. Phys. (4) 50, 283, 1916; ZS. f. 
Phys. 7, 297, 309, 313, 1921 usw. 

2) Th. Liebisch u. H. Rubens, Berl. Ber. 1919, 8.198 u. 876. 

3) Dieses System hat also wirklich eine héhere Symmetrie, als der Gruppe Su 
entspricht; siehe den SchluS des vorigen Paragraphen. 

4) Vorlaufig ohne Beriicksichtigung der Nullfrequenzen. 
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I. Eine inaktive, einfache Schwingung. Die Ca- und die C-Atome 
ruhen, wihrend die O-Atome radial und senkrecht zur Z-Achse schwingen, 
in der Weise, daB dieselben zu jeder Zeit gleich weit von der Z-Achse . 
entfernt sind. 


II. Drei inaktive, einfache Schwingungen. Die Ca-Atome ruhen; 
die C-Atome schwingen in der Z-Richtung gegeneinander. Die beiden 
O,-Gruppen (P; P, P;) und (P,P, Py) fiihren eine Schraubenbewegung 
aus, mit der Z-Achse als Schraubenachse, und zwar so, da der 
Rotationssinn gleich ist, die Translation aber entgegengesetzt. 


III. Zwei inaktive, einfache Schwingungen. Die C-Atome ruhen; 
die Ca-Atome schwingen in der Z-Richtung gegeneinander. Die O- 
Atome schwingen radial und senkrecht zur Z-Achse, und zwar so, 
daB das Dreieck (P;P,P;) sich dehnt, wenn das andere Dreieck zu- 
sammenschrumpft, und umgekehrt. 


IV. Vier aktive, einfache Schwin- 
gungen. Die Ca-Atome schwingen mit 
gleicher Amplitude in der Z- Richtung; 
ebenso die C-Atome. Die O,- Gruppen 
fiihren Schraubenbewegungen aus mit ent- 
gegengesetztem Drehungssinn und gleicher 
Translationskomponente. 


V. Sechs aktive Doppelschwin- 
gungen. Hier gibt es unendlich viele 
Schwingungsméglichkeiten. Wir erwihnen 

Fig. 3. beispielsweise die folgende, die ein Moment 

in der X-Richtung gibt: Die Atome P,, P,, 

P, und Pg, schwingen in der X-Richtung, und zwar P, und P,, und 

gleichfalls P; und Ps, mit gleicher Amplitude. Die Ca-Atome P, 

und #; schwingen senkrecht zur Z-Achse: die Amplituden haben 

gleiche X-Komponenten und entgegengesetzte Y-Komponenten. Die 

Atome P, und Py schwingen mit gleicher Amplitude, ebenso P, und Po. 

Die Amplituden der Atome P, und P, haben gleiche X- und ent- 
gegengesetzte Y- und Z-Komponenten. 


VI. Vier inaktive Doppelschwingungen, z. B.: die Ca-Atome ruhen; 
die C-Atome schwingen in der X-Richtung gegeneinander, ebenso die 
Atome P; und Ps. Die Atome P, und P,; sowie die Atome P, und Py, 
schwingen mit entgegengesetzter Amplitude. Ubrigens verhalten sich 


die Amplituden von P, und P, wie bei der unter V beschriebenen 
Schwingung. 
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Zum Vergleich mit der Erfahrung kommen nur die Schwingungen 
IV und V in Betracht. Nach Abzug der den Translationen entsprechenden 
Nullfrequenzen +) erhalt man schlieBlich: 

Drei aktive Schwingungen mit elektrischem Moment parallel 
zur optischen Achse des Kristalls. 

Fiinf Doppelschwingungen mit Moment senkrecht zur optischen 
Achse, iibrigens aber beliebig. 

Nach der Theorie muS8 man also beim Kalkspat drei Reflexions- 
maxima fiir den auSerordentlichen Strahl und fiinf fiir den ordent- 
lichen Strahl erwarten. Nun haben Schaefer und Schubert im 
kurzwelligen Gebiet des ultraroten Spektrums (A<(20u) bei allen 
Carbonaten zwei Maxima fiir den ordentlichen Strahl und ein Maximum 
fiir den auBerordentlichen 
Strahl gefunden, die den 
inneren Schwingungen der 
CO,-Gruppen zuzuschrei- 
ben sind ®). 

Die Beobachtungen 
von Liebisch u. Rubens 
im langwelligen Gebiet 
(A> 20wu bis etwa 300 u) 
sind in Fig. 4 eingetragen, 
und die ___ betreffenden 
Punkte sind durch eine 
méglichst glatte Kurve 
verbunden; a bezieht sich auf den ordentlichen Strahl, b auf den auber- 
ordentlichen Strahl. Die Wellenlangenskale ist logarithmisch. gezeichnet. 
Beide Kurven zeigen zwei Maxima, die Kurve a auBerdem noch die 
Andeutung eines dritten Maximums, bei etwa 553). Die Erfahrung 
gibt also wirklich fiinf bzw. drei Maxima im ganzen ultraroten Spektrum. 
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1) Rotationen kommen auf Grund der Definition des einfachen Gitters hier 
nicht in Betracht. 
( 2) An und fiir sich ist das eine Bestitigung der Theorie der endlichen 
Punktsysteme. In erster Naiherung darf man diese inneren Schwingungen als 
unabhingig vom Gitterverbande ansehen. Denkt man sich die COs-Gruppe als 
gleichseitiges Dreieck, mit C im Zentrum, so hat man ein endliches System, 
mit der Gruppe Dh. Man findet nun eine Schwingung mit Moment senkrecht 
zur Ebene des Dreiecks, und zwei mit Moment senkrecht dazu, in Uberein- 
stimmung mit der Erfahrung. Auch die Gruppen mit vier O-Atomen, wie SO, 
CrO, usw. zeigen die richtige Anzahl Reflexionsmaxima, wenn man sich die 
OQ-Atome in den Eckpunkten eines regularen Tetraeders angeordnet denkt. 

8) Beim NaNO, das die gleiche Gitterstruktur hat, hat man sehr ahnliche 
Kurven gefunden. 
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Zum Schlu8 wollen wir noch auf eine merkwiirdige Erscheinung 
hinweisen. Es haben sich namlich die Maxima fiir den ordentlichen 
Strahl als doppelt herausgestellt'), wihrend die Maxima fiir den 
auBerordentlichen Strahl einfach sind. Man erklart diese Tatsachen 
am einfachsten durch die Annahme, da8 das den Rechnungen zugrunde 
gelegte Raumgitter nur eine erste Approximation des wirklichen 
Raumgitters darstellt. Man darf sich namlich die Ionen eines Raum- 
gitters nicht als kugelsymmetrische punktférmige Partikel denken. 
In Wirklichkeit haben dieselben eine verwickelte Struktur, welche 
die gegenseitigen Krifte um so mehr beeinfluBt, je kleiner die Ent- 
fernungen der betreffenden Ionen sind, z. B. voraussichtlich in einer 
CO,-Gruppe. Man kann annehmen, da8 eine CO;-Gruppe sich 
dadurech nicht genau als gleichseitiges Dreieck ausbilden 
kann; die Symmetrie wird dadurch herabgesetzt und die in § 1 fiir 
einen speziellen Fall entwickelte Theorie gibt tatsichlich eine Ver- 
doppelung der Maxima, die den Schwingungen mit Moment senkrecht 
zur optischen Achse entsprechen. 


1) Allerdings hat man nur die drei ersten Maxima bei etwa 7m, 14 und 
304 untersuchen kénnen, da man nach der Reststrahlmethode ein solches 
Doppelmaximum nattirlich nicht auflésen kann. Hs ist aber naheliegend, auch 
fiir die zwei anderen Maxima eine solche Spaltung anzunehmen. 
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Uber die elektrischen und magnetischen Higen- 
schwingungen dielektrischer und metallischer Kugeln. 
Von Cl. Schaefer und K. Wilmsen in Marburg (Lahn). 

Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 2. April 1924.) 


Nach der Methode von Barkhausen und Kurz werden kurze un- 
gedampfte Wellen hergestellt und mit ihrer Hilfe die Beugung an 
dielektrischen und metallischen Kugeln untersucht. Auf diese Weise 
gelingt es, die Higenschwingungen solcher Kugeln experimentell an 
den sich aus der Theorie ergebenden Stellen nachzuweisen. 


In einer Arbeit von Mie?) iiber die Optik triiber Medien, worin 
diese unter der Voraussetzung abgehandelt wird, daS die im Lésungs- 
mittel eingelagerten Teilchen als kugelférmig angenommen werden 
kénnen, wird die Theorie der Beugung elektromagnetischer Wellen 
an Kugeln beliebigen Materials entwickelt. In etwas anderer Dar- 
stellung findet man sie in der Arbeit Debyes®”), die sich mit dem 
Lichtdruck auf Kugeln befaBt. In beiden Abhandlungen wird der 
Hinflu8 der sogenannten Eigenschwingungen auf die betrachteten 
Phiinomene aufgewiesen. Die Intensitat hinter (dielektrischen oder 
metallischen) Kugeln, auf die ebene, linear-polarisierte elektrische 
Wellen treffen, zeigt an den Stellen dieser Kigenschwingungen ganz 
eigentiimliche Schwankungen. Diese weisen wir im folgenden experi- 
mentell nach mit Hilfe von kurzen elektrischen Wellen, wie man sie 
nach Barkhausen und Kurz’) mittels Elektronenréhren zu erzeugen 
vermag. 

Die Lésungen der in Polarkoordinaten r, #, gy geschriebenen 
Maxwellschen Gleichung lassen sich als Ergebnis der Superposition 
zweier Gruppen von Partialschwingungen darstellen, die je nachdem, 
ob sie durch das Verschwinden der radialen magnetischen oder elek- 
trischen Komponente charakterisiert sind — also durch 

€, + 0, 5 =,0 oder €, = 0, , + 9, 
kurz ,,elektrische“ bzw. ,,magnetische“ Partialwellen geheiBen werden 
mégen. Bekanntlich sind diese Partialschwingungen deutbar als her- 
rihrend von schwingenden elektrischen oder magnetischen Dipolen, 
Quadrupolen usw.‘). Es ist leicht zu zeigen, daB in einer Ebene 


1) Ann. d. Phys. 25, 377, 1908. 

2) Ann. d. Phys. 30, 57, 1910. 

3) Phys. ZS. 21, 1, 1920. 

4) Vgl. z.B. R. Gans und H. Happel, Ann. d. Phys. 29, 280, 1909. 
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senkrecht zur Polarisationsrichtung der auf die zu betrachtenden 
Kugeln auffallenden elektrischen Wellen, die zudem noch den Mittel- 
punkt dieser Kugel enthilt, auBer der auf dieser Ebene senkrecht 
stehenden tangentialen Komponente €y alle elektrischen Komponenten 
des Strahlungsfeldes verschwinden. Ist g der Radius der Kugel, 
é ihre (evtl. komplexe) Dielektrizitétskonstante und r die Entfernung 
des Aufpunktes von ihrem Mittelpunkt, dann ergibt sich am Ende 
einer hier nicht weiter auszufiihrenden Rechnung ') fiir den gesamten 
AufSenraum der Kugel: 


oi | <= ae oe OP, 
= (aan kr oo 


Py . if 
v(v+1)krsind? of 


+ 


sa, dtr sine sin O (1) 


k ist darin eine Abkiirzung fiir as 4 die Wellenlinge der auf- 


fallenden Strahlung. Die Koeffizienten a, und p, sind von der Form 
ay = (2-4 1) i» Veer (he) Wy (Ve ke) — (Ve ke) wy (ke) 
Ve my (ko) by (Veko) — vy (Ve ko) my (ke) 

py = — Ov + yw Veh he) ds, We ke) —¥, (Veto) veo), 

Ve my (bo) wy (Veko) — vy (eke) m (ke). 

Die Funktionen 7,, ~, und die nachher auftretende 4, hangen mit 

den bekannten Hankelschen und Besselschen Zylinderfunktionen 


mit gebrochenem Index Hfi1, und I,41), in folgender Weise zu- 
sammen: 


(2) 


ty (lr) = (— art ye ae, * Hy, (kr), 


Uy (kr) == ee Ty, +1. (kr), , (3) 


aly 
Xv (k r) = ye Jaga (kr). 


Die Funktionen P, und $, sind gewisse Kugelfunktionen der Vari- 
ablen 0 und gq. 


Im Strahlungsfeld elektrischer Wellen miSt man den Mittelwert _ 


1) Mie, lc. 
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t bedeutet dabei die Periode. Fir Punkte hinter der Kugel 


(p = — 2/2, & = 2/2) ergibt sich: 
=5 ee fr A a B é 2 
(Ci)o—n at [é — cos (k ")) + (= — sin (k ")) ik (4) 
worin 
A = S)(a, 00s F -(v+1)+ %, sin — = (v +1), 
v=1 
B= > (x08 > (v + 1)— M, sin > (v+ 1)), 
= 
2v+1 
Mm, = UF (ev, (br) — bya (kr) — 6, Us (kr) — 0,44 (9), 


2 1 
Sty = PEE (a, vi (kr) — bots (br) + ev to (br) + dy Ue (kr), 
und 


a, = (2v+ 1)(—1)” (a, + 46,) Py = —(2v + 1)(—1)"( + id»), 


— A, By b _ Pi am ¢, D, = CG? 
-— Big? »™=s er *-—Epor > -EpoP 
W, = Ve Vi (ke) d,(Veko) —v,(Veko)v,(kQ),. (5) 


B, = Ve av (k9) by (Veko)—vi(Veko) yw (ke), 
C= Ve v, (Ve ko) by (ke) — V, (ke) Wy (Ve ko), 
D, = Vers, (Ve ko) (ko) — x (bo), (Ve ke). 


Wir behandeln neben dielektrischen Kugeln (Dielektrizitatskonstante €) 
noch den Fall von Kugeln mit unendlichem Leitvermégen. Fiir diese 
nehmen die a,, b,, c,, d, folgende einfache Form an: 


— _Py (lee) ty (ke) 6 vy (ke) 
$ (ke) +4, (ko)’ : CSET AT) (ko)’ (6) 
Wy (k Q) ty (OQ) ew We (k 0) 


“» = 2 (ko) +93 (k@)’ v3 (ke) +13 (ke) 


Der Ausdruck fiir (G?) enthalt die Variablen r, 9, A lediglich in den 


beiden Kombinationen ko = seo und kr = ser. Dies ist experi- 


mentell von Wichtigkeit, da es dadurch méglich ist, jeden Punkt 
einer Kurve, die (G3) in Abhangigkeit von einer der drei Variablen 
bei festgehaltenen anderen darstellt, durch verschiedene Wertetripel 


k, @, r zu erziclen. Die ausgezogene Kurve der Fig. 1 stellt (G5 G3) (in 
Zeitschrift fir Physik. Bd, XXIV. 25 
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220 


Prozenten der freien Strahlung) als Funktion von I dar; bei ihrer | 
r 


Berechnung wurde r = 17cm, 4 = 34cm (4. h. — =) ee Oz | 
genommen. Die entsprechenden Werte fiir die vollkommen reflek- | 
tierende Kugel sind in Fig. 2 zu finden. Es fallen eigentiimliche | 
Schwankungen auf, die sich besonders im Falle der dielektrischen | 
Kugeln stark ausgepragt zeigen: sie liegen an den Stellen der Kigen- | 
schwingungen. 

Diese Eigenschwingungen sind die mit den Grundgleichungen 
und Randbedingungen vertraglichen Zustande, die ohne 4ufere An- | 
regung zu existieren vermégen. Sie bilden ebenso wie die Liésungen : 
der Grundgleichungen zwei Gruppen, die je nach den Polarisations- — 
zustinden, aus denen sie sich ableiten, als magnetische und elektrische © 
Eigenschwingungen bezeichnet werden kénnen. Als Bedingungs- 
gleichung ergibt sich aus den Randbedingungen fir die elektrischen 
Eigenschwingungen dielektrischer Kugeln, wenn k ein komplexer, zu 
bestimmender Parameter ist: 


Vem, ko) v (Vek) —v, Veko)m (ko) = 0, (7) 
und fiir die magnetischen Eigenschwingungen derselben 
Vem (b 9) vy (Vek) — vy (Veko) ni (ke) = 0. (8) 
Fiir Kugeln von unendlicher Leitfahigkeit vereinfachen sie sich zu 
My (ho) == 0% * and Peete) 0) (9) 


Wahrend jede der letzten Gleichungen (9) v + 1*™ bzw. vte= 
Grades ist, also im allgemeinen auch y+ 1 bzw. v Lésungen hat, 
besitzt jede der Gleichungen (7) und (8) unendlich viele Wurzeln, 
diese Wurzeln sind komplex; ihre allgemeine Form ist also 

vy == 1 bis os, 
(ko)? = a —4 B®. s = 1 bis oo fiir diel. Kugeln, 

s = 1 bis v+ 1 oder v fiir met. Kugeln. 
Der reelle Teil gibt die Frequenz, der imaginaére die Dampfungs- 
konstante der Kigenschwingungen an. Die Dampfung ist Strahlungs- 
dampfung. Anniherungen fiir die Frequenzen der Eigenschwingungen 
liefern die Nullstellen der Funktionen reellen Arguments: By (ke) 
und D,(h g). Einige solchen Nullstellen zugehérige & @-Werte, die durch 
graphische Interpolation gefunden wurden, sind in den Tabellen 1 


und 2 aufgefiihrt. Sie giben, abgesehen von einem Faktor ‘, genau 


die Frequenzen an, wenn die Eigenschwingungen ungedampft wiren. 
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Tabelle 1. Tabelle 2. 
a 
— — EE 
OTe ipa Se 3 pee Sry ae ae 
he Ta | oe) oN ieee eed 
1 | 0,492 | 0,635 | 0,778 1 | | 
Eo, | 0,345 | 0,501 | 0,686 
2 || 0,841 | 1,005 0,9558 2 | 0,692 | 0,86 1,01 
ey 4,18 | has 3 1,04 1,21 — 
4] 455°, — — 


Fiir die vollkommen reflektierende Kugel ergeben sich als exakte 
Wurzeln der Bedingungsgleichungen die in den Tabellen 3 und 4 
zusammengetragenen Werte !). 


Tabelle 3. 
(s) | y=—l1 2 | 3 
14}—105—0,6| —c1e |—i217—0,87 
2 |—70,5+0,86 | —70,7—1,81 | —72,17+ 0,87 
3 | mes | —10,7+4+1,81 | —7 0,83 — 9,77 
4 = _ | —2 0,83 + 2,77 
Tabelle 4. 
= ee = = — — amd 
(s) vol | 2 | 3 
1 —¥ —i1,5—0,86|  —#2,26 
2 = —711,5+0,86 | —71,87 — 1,75 
3 = ae "1874-173 
1) Debye, l.c., 8.75. — Von den Werten der Tabellen (3) und (4) als 


ersten Annaherungen an die Wurzeln der allgemeinen Gleichungen (7) und (8) 
ausgehend, kommt Debye zu zweiten Naherungen, indem er — bei Beschrinkung 
auf die elektrischen Higenschwingungen — aus (7) ein Zusatzglied entwickelt, 
das mit Hilfe asymptotischer Darstellungen auswertbar ist. Neben die so ent- 
stehende Tafel yon Higenschwingungszahlen stellt er eine zweite, die sich aus 
den Wurzeln der Gleichungen 


= Vy (Ve ko) v 
yp, (Veke) =0, 5 hie ee ae 
: py, (Veko) Veke 
ergibt. Diese Gleichungen bekommt man in erster Naiherung aus (7) und (8) 


fiir sehr grofe Werte von Ye und gegen Null konvergierende Werte von 278 . 
So ergeben sich Ahnliche Werte, wie sie die Tabellen (1) und (2) enthalten. 
Vergleicht man sie mit den Werten, die auf dem Wege tiber die vollkommen 
reflektierende Kugel gefunden sind, so zeigt sich, da diese letzteren in ihnen 
enthalten sind; es ist also irrig, wenn Debye meint, da beide Tafeln neben- 
einander bestiinden. Selbstverstindlich fragt es sich, welche Tafel ftir ein 
bestimmtes Intervall die bessere Anniherung enthilt. JIrrefiihrend scheint uns 
auch die Bemerkung Debyes, daB die auf dem -zweiten Wege gefundenen 
Werte ungedimpft seien. Das trifft nur zu fiir sehr grofe Werte von Ve und 
fiir die Eigenschwingungen, die sich dann dicht um den Nullpunkt gruppieren. 
In diesem Falle sind die Approximationen, die zur Vernachlassigung der 
Dampfung fithren, zulassig. Dies geht fir Ve = 9 aber schon nicht mehr an, 
wie sich auch aus der Breite der Schwankungsstreifen in Fig. 1 ergibt. 

25* 
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Der erste Teil des Ausdrucks (1) stellt das Stérungsfeld der 
dielektrischen Kugel dar, dessen Phase und Amplitude also wesentlich 
von ad, und p, abhangt. Die Nenner dieser Koeffizienten stimmen 
nach (2) formal durchaus mit den linken Seiten der Bedingungs- 
gleichungen (7) und (8) iiberein, nur daS dort das Argument komplex, 
in a, und p, dagegen reell zu nehmen ist; denn die einfallende Welle, 


A in % der wperer Strah/urg, 


berechnet fir| r =170m; A=\34am; 
p=--% 5 34%. 


750 


700 


50 


Seles uy 


von der dies kg abhangt, wird hier als ungedimpft angesetzt. Riickt 
also die Schwingungszahl der einfallenden Strahlung nahe an eine der 
Kigenschwingungszahlen der Kugel heran, dann konvergiert der reelle 
Teil des Nenners eines der a, oder p, gegen Null, womit die Ampli- 
tude des dazugehérigen Teiles der Stérung gewaltig ansteigt. Un- 
endlich kann diese Amplitude allerdings nicht werden, da der Nenner 


; 2 4 
von a, oder p, fiir kein reelles ;8 verschwindet. 


Die Fig. 1 zeigt an den Stellen der Eigenschwingungen, die auf 
der Abszissenachse markiert sind, entsprechende Schwankungen der 
Intensitit. Das ausgewertete Intervall zeigt sechs solecher Schwan- 
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kungen, von denen zwei mit elektrischen, die anderen mit magnetischen 
Eigenschwingungen zusammenfallen. Die Breite der Schwankungs- 
streifen hingt (ebenso wie bei der anomalen Dispersion) von der 
Dampfung der Eigenschwingungen ab. 

Das fiir die vollkommen reflektierende Kugel ausgewertete und 
in Fig. 2 dargestellte Intervall enthalt drei Eigenschwingungen, deren 
Auswirkungen nicht voneinander zu trennen sind, da ihre Dampfung 
recht betriachtlich ist. 

Ungedampfte, kurze elektrische Wellen, wie sie hier vorausgesetzt 
sind, lassen sich nach Barkhausen und Kurz mit Elektronenréhren 
zylindrisch-symmetrischer Anordnung erzeugen, wenn man an das 


720 


| Pa 0% ger ee 2 dd lung | 
t= =I, ; \P= a. 5 oe, 


770 


90 


60 


Fig. 2. 


Gitter eine positive und an die Anode eine negative Spannung legt. 
Fiir die Einzelheiten der benutzten Betriebsanordnung des Senders 
und Empfangers sei auf eine vorhergehende Arbeit 1) verwiesen, deren 
Erfahrungen hier verwandt wurden. Bei Untersuchung des Einflusses 
der Linge der Antennen des Senders auf die Wellenlinge der Strah- 
lung wurde gefunden, daf dieser sehr gering ist, wogegen die Intensitat 
der Strahlung stark davon abhingt. Zu einer bestimmten Antenne 
gehért eine bestimmte Wellenlinge maximaler Intensitét der aus- 
gesandten Strahlung, die sich gleichzeitig durch besondere Konstanz 
‘auszeichnet. Die giinstige Antennenlainge liegt meist etwas unterhalb 
der Viertelwellenlinge, was aber von Réhre zu Réhre wegen der 
Verschiedenheit ihrer Dimensionen betrichtlich variiert. Zwischen 
Sender und Empfinger, der aus einem mit einem Galvanometer ver- 
bundenen Detektor bestand, konnten dielektrische oder metallische 
Kugeln gebracht werden. Als dielektrische Kugeln dienten diinn- 


1) Cl. Schaefer und J. Merzkirch, ZS. f. Phys. 18, 173, 1923. 
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wandige Glaskugeln, die mit destilliertem Wasser gefillt waren. Die 
Wandstirke betrug héchstens 1 bis 2mm. Versuche mit verschiedenen 
Wellenlingen ergaben, daB die Stérung; die durch die ungefiillten 
Glaskugeln und durch ein Netz aus Hanffiden, in dem sie aufgehangt 
waren, im Strahlungsfeld erzeugt wurde, unterhalb der Grenzen der 
iibrigen Beobachtungsfebler blieb. Die metallischen Kugeln wurden 
teils aus diesen Glaskugeln durch Bekleben mit Stanniol hergestellt, 
teils waren es Hohlkugeln aus Zink, die wir im Institut vorfanden. 


Der Aufbau bei den Messungen war so, da die Verbindungslinie 
der Mittelpunkte von Sender und Empfanger durch den Mittelpunkt 
der Kugel ging. Die Antennen des Senders lagen horizontal und zu- 
einander parallel. Die Gesamtheit der Punkte der Kurven in den 


Figuren 1 und 2, die (€3) als Funktion von ane darstellen, wobei 


ur 
A 


durch Variation der Kugelradien erhalten, wie auch durch Variation 


2 ; 
fiir das festgehaltene der Wert a gesetzt ist, kann man sowohl 


: A : : 
der Wellenlange, wobei dann stets r = zu halten ist. Hier wurden 


beide Wege eingeschlagen. Gab der Sender eine Strahlung, die be- 
sonders schwankungsfrei war, dann wurde mit dieser Wellenlange der 
ganze Satz der zur Verfiigung stehenden Kugeln durchgemessen. Das 
ging besonders anfanglich gut an, da aber die Zahl der Kugeln be- 
schrankt war und nur zufallig die bei diesen Messungen erhaltenen 
Punkte in die eigentlich wichtigen Gebiete der Eigenschwingungen 
fielen, wurden die meisten MeBreihen mit einer oder zwei geeigneten 
Kugeln gemacht, wobei dann 4 (und entsprechend r = 5) zu variieren 
war. Mit einer Elektronenréhre ist eigentlich jede Wellenlinge inner- 
halb gewisser Grenzen herstellbar. Man hat nur die Betriebsbedingungen: 
Heizstrom, Gitter- und Anodenspannung geeignet zu wahlen. Da die- 
selbe Wellenlinge bei verschiedenen Betriebsbedingungen erhiltlich 
ist, die Strahlungen sich dann aber sehr durch ihre Intensitét unter- 
scheiden (wurde z. B. bei einem bestimmten Heizstrom, bestimmter 
Gitterspannung und ohne Aufladung der Anode eine Strahlung von 
4 = 100cm erzeugt, dann war die Strahlung derselben Wellenlange, 
bei derselben Heizung, gréSerer Gitterspannung und einer geringen 
negativen Anodenspannung von ganz wesentlich gréBerer Intensitit), 
und da auch — wie oben erwahnt — die. schwankungsfreien Strah- 
lungen sich diskontinuierlich auf die Gesamtheit der méglichen Wellen- 
langen verteilen, war es eine der hauptsichlichen Vorbereitungen auf 
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die Intensitaétsmessungen hinter der Kugel, die fiir die erwiinschten 
Wellenlingen besonders geeigneten Réhren und die entsprechenden 
Betriebsbedingungen festzustellen. Die Messungen selbst gingen 
folgendermafen vor sich: Nach Priifung der Wellenlinge an einem 
Lechersystem, Einstellung der Entfernung Kugelmittelpunkt—Empfanger 
wurde die Kugel durch Abhingen ganz beiseite geschafft und die 
freie Strahlung gemessen. Dann wurde die Intensitat hinter der ein- 
geschalteten Kugel gemessen. Um bei den weiteren Messungen das 
Strahlungsfeld frei zu machen, konnte die Kugel ins Dachstuhlgebalk 
(die Messungen wurden in einem Bodenraum des Dachstuhls von 
15 & 15m? Flache vorgenommen) hochgezogen werden. In der Nahe 
der Eigenschwingungen, d. h. wenn die Intensitét des Stérungsfeldes 
der Kugel besonders grof ist, muBte sie immer ganz entfernt werden, 
da sich sonst doch noch Seitenstrahlung bemerklich machte. Uber 
drei Messungen jeder Einstellung wurde gemittelt. 

In Fig. 1 sind die gemessenen Werte durch verschiedene Zeichen 
angemerkt, die die Radien der zu den Messungen verwandten Kugeln 
angeben. 

Die Messungsergebnisse liegen simtlich in der Nihe der be- 
rechneten Kurve und zeigen ganz deutlich das Vorhandensein der 
Anomalien der Intensitét hinter der Kugel an den Stellen der elek- 
trischen und magnetischen Eigenschwingungen: %,, v2, und Vy, Um» 
Vino Vmg Die dritte magnetische Eigenschwingung erster Ordnung 1,,, 
und die zweite elektrische erster Ordnung 1%, liegen so dicht bei- 
einander, da sie nicht zu trennen sind; ihre Maxima liegen innerhalb 
des Gebietes einer Wellenlangenanderung von 1mm. . 

Fiir metallische Kugeln sind Messungsergebnisse und errechnete 
Werte in Fig. 2 zusammengetragen. Man erkennt, da innerhalb des 
ausgewerteten Intervalls auch hier Theorie und Experiment gut zu- 
sammen stimmen. 

Die verhiltnismaBSig unbedeutenden Abweichungen, die die experi- 
mentell ermittelten Werte von den theoretischen zeigen, haben ihren 
Grund in mannigfachen Unzulanglichkeiten. Einmal ist der Detektor 
(auch ohne Antennen) durchaus nicht punktférmig, mittelt also iiber ein 
gewisses ausgedehntes Gebiet, dann sind auch die Stérungen durch 
Reflexion an den Wanden und am Boden trotz der Griéfe des Beob- 
achtungsraumes nicht ganz zu vermeiden gewesen; Abweichungen der 
Kugeln von der strengen Kugelform, Fehler der verschiedenen Lingen- 
messungen kommen noch hinzu. Da die Messungen, bei denen auch 
der Empfinger mit Antennen versehen war, ganz erhebliche Ab- 
weichungen von der Theorie ergaben, der Gewinn an Intensitiét der 


354 Schaefer u. Wilmsen, Uber die elektr. u. magnet. Eigenschwingungen usw. 


aufgefangenen Strahlungen die Miihe der Arbeit einer rechnerischen 
Auswertung einer dann notwendigen Integration tiber die Antennen 
nicht lohnte, wurden die Empfaingerantennen bei den Messungen ganz 
fortgelassen. Die Mittelungen, die der auch dann noch nicht punkt- 
formige Detektor vornimmt, machen es erklarlich, daB fiir die zu 
besonders schwach gedimpften Eigenschwingungen gehérigen Minima 
keine besonders extremen Werte erhalten wurden. 

Abgesehen davon darf eine vollkommene Ubereinstimmung zwi- 
schen Theorie und Experiment festgestellt werden. 


Marburg (Lahn), Physik. Inst. d. Universitat, im Oktober 1923. 


355 


Absolute Entropie und chemische Konstanten 
mehratomiger Gase. 


Von J. K. Syrkin in Iwanowo-Wosnessensk (RuBland). 
(Eingegangen am 9. April 1924.) 


1. Im Ausdrucke fiir die absolute Entropie als Wahrscheinlichkeits- 
zustand wurde die Konstante betrachtet, welche durch Einfihrung 
des Nullzustandes eliminiert wird. 2. Es wurde ein allgemeiner 
Ausdruck (G1. 38) fiir die absolute Entropie der Gase mit » Freiheits- 
graden gegeben, wobei die translatorischen und rotatorischen Quanten 
als Aquivalent angenommen wurden. 3. Es wurde ein allgemeiner 
Ausdruck fiir die chemische Konstante gegeben (Gl. 39), in welchem 
aufer den universellen Konstanten die Masse der Molekel und die 
mit den molekularen Dimensionen zusammenfallende Grdéfe ent- 
halten sind. 4. Die berechneten Konstanten wurden mit den Ver- 
suchskonstanten verglichen. Unter Beriicksichtigung der Grenzen, 
in denen die Dimensionen der Molekiile bekannt sind, kann man 
die Resultate als befriedigend ansehen. 


Als bindendes Glied zwischen der Entropie als Funktion des 
Zustandes in rein thermodynamischem Sinne und der Entropie als 
Funktion des Wahrscheinlichkeitszustandes gilt zweifellos das H-Theorem 
von Boltzmann. In der Tat gibt die H-Funktion 


H = |(flgvf.vfdadyde (1) 

und der allgemeine Ausdruck fiir die Entropie 
S=eolgT+Rlg V+ Konst. (2) 
S = —kH- Konst. (3) 


In Verbindung damit kann man fiir die absolute Entropie den Aus- 


druck erhalten 
S = klg W-+ Konst. (4) 


Wie ersichtlich, kann die absolute Entropie bestimmt werden, wenn W 
— die thermodynamische Wahrscheinlichkeit — und die Konstante 
gegeben sind. 

DaB& einige Autoren die Konstante ignorieren, ist ein Mangel an 
Genauigkeit. In diesem Falle werden richtige Resultate fiir die 
chemische Konstante idealer Gase durch kiinstliche Division durch NV! 
erhalten!). Sackur®), der zuerst einen Ausdruck fiir die chemische 


1) Planck, Berlin. Ber. 1916, 8.653; auch , Warmestrahlung“, 4. Auflage; 
Ann. d. Phys. 66, 365, 1922. Kritik bei Ehrenfest und Trkal, Ann. d. Phys. 
65, 609, 1921; Brody, ZS. f. Phys. 6, 79, 1921. 

2) Nernst-Festschrift 1912, 8. 405. 
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Konstante durch Division durch N! gab, benutzt in einer spateren 
Arbeit1) einen anderen Weg. 
Wenn man die Konstante im Ausdruck (4) nicht ignorieren darf, 
so muB sie eliminiert werden, was folgendermafen erreicht wird. 
Gesetzt, die Entropie des Gases bei der Temperatur T sei 


Sr = klg W+ Konst., (5) 
dann haben wir fiir 8, beim absoluten Nullpunkt 
Sy = klg W, + Konst., (6) 


wo W, die thermodynamische Wahrscheinlichkeit bei 0° abs. bedeutet. 
Aus (5) und (6) bekommen wir 


= 
Sr—S) = kg a (7) 


Dieser Ausdruck gibt die absolute Entropie S. In der Tat ist 
T 
g= (as = Sp = hg (8) 
0 
Wie bekannt, bezeichnet W die thermodynamische Wahrschein- 
lichkeit, d. h. die Zahl der mikroskopischen Arten, vermittelst welcher 
der gegebene makroskopische Zustand des Gases verwirklicht wird. 
Wenn wir uns alle N Molekiile des Gases numeriert vorstellen, so wird 
jeder mikroskopische Zustand durch 3 N Geschwindigkeitskomponenten 
und 3.N Raumkoordinaten (fiir ideale Gase) bestimmt. Die Anderung 
auch nur einer Geschwindigkeitskomponente oder Koordinate gibt 
einen anderen mikroskopischen Zustand. W stellt folglich eine zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit dar, die dem Produkt der ele- 
mentaren Wahrscheinlichkeiten gleicht 


WW (9) 
wo W, die energetische Wahrscheinlichkeit bedeutet, d. h. die Zahl 
der Arten, vermittelst welcher der gegebene energetische Zustand des 
Gases verwirklicht wird, der der Gleichung von der Erhaltung der 
Energie des Systems geniigt; W,, die Raumwahrscheinlichkeit, zeigt, 


auf wieviel Wegen der gegebene Zustand des Gases im Raume ver- 
wirklicht werden kann. 


Aus (8) und (9) bekommen wir 
Sess ble Kae (10) 


1) Ann. d. Phys. 40, 67, 1913. 
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B a es 8 : ; 4 : : 
eeennnen, wir nun S fiir ein ideales einatomiges Gas. Die Gleichung 
der Energie ist 


ANT => (v2 +0} +--+ v3y), (11) 


bo) & 


wo k die Boltzmannsche Konstante, N die Avogadrosche Zahl, 
T die Temperatur, m die Atommasse und 1,, V9 ... V3 y Komponenten 
der Geschwindigkeit bedeuten. 

Die Gleichung (11) ist nichts anderes als die einer Hypersphire 


im Raume yon 3N Dimensionen mit dem Radius | See 
m 
Die Flache dieser Sphire ist 
3N—1 
7(3 nese 2 
m 
Ya 
3N ) 
2 
Da N eine sehr groBe Zaht ist, so erhalten wir 
3N +o ott 
a7 — 2 
F= ( = ae 12 
ela 9 tog aaa i 
v7 


Jeder Punkt auf der Oberflaiche der Hypersphiare stellt einen von den 
moéglichen, zulassigen Zustanden des Gases dar, welche der Energie- 
gleichung des letzteren geniigen. Wir sehen, da8 im allgemeinen 
der energetische Zustand des Gases auf eine unendliche Zahl von 
Arten verwirklicht werden kann. 

Da aber die Entropie eine endliche Bedeutung hat, so bedeutet 
das, daS man eine Begrenzung einfiihren, d. h. zulissige und unzu- 
lassige Zustinde anerkennen muB. Diese Begrenzung kann man sich 
so denken, daf unsere Hyperfliche derartig in einzelne Gebiete, die 
wir als identische Gebiete bezeichnen wollen, zerlegt werden muB, 
daB alle Punkte eines jeden solchen Gebietes als ein Zustand be- 
‘trachtet werden. Dann wird unsere in einzelne Gebiete zerlegte 
Hyperflaiche ein Netz darstellen, wobei die Zahl dieser Gebiete auf 
der gesamten Hyperfliche die Grébe W, ergibt. 

Nach unseren jetzigen Vorstellungen werden diese Begrenzungen 
durch Einfiihrung der Quantenbedingungen verursacht. 

Aus dem Quantenintegral 


{pdqg=nh (n = 1,2,3...) 
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in Anwendung auf Gase ist folgender Ausdruck bekannt 1) 
| moda == wh, (13) 


woraus wir fiir die Quantenkomponente der Geschwindigkeit durch 
Integration lings des Abschnittes @ von 0 bis a erhalten 


pean (14) 


Unsere Hyperflache hat die Dimension einer (Geschwindigkeit)’¥—'. 
Somit bekommen wir fiir die GréBe des identischen Gebietes 6 


ie (-) (15) 


ma 


Durch Division von (12) durch (15) erhalten wir die Zahl der 
identischen Gebiete auf unserer Hyperflache, d. h. eine endliche Zahl 
von Arten, vermittelst welcher der energetische Zustand verwirk- 


licht wird. - 8N—1 

ie (=) ; 3 N(ma) *—1 

W, — = : (16) 
S-"1 97R3N-1 


Das Quantenintegral (13) von —a bis + a ergibt 


“ h 
~ Ama 


(17) 


und dann hatten wir nur diesen Teil unserer Hypersphiire zu be- 
trachten, welcher alle positiven Werte der Komponenten enthilt, 
d. h. man miBte durch 2° dividieren; schlieBlich wiirden wir fiir W, 
denselben Wert erhalten. 

Was die physikalische Bedeutung von a anbelangt, so fallt dessen 
Wert, wie es sich spiter herausstellen wird, mit den Molekular- 
dimensionen zusammen und wir kénnen annehmen, daB a dem Durch- 
messer der Molekiile gleich sei. 

Nun wollen wir W, bestimmen, worunter wir, wie gesagt, die 
Zahl der Arten verstehen, mit Hilfe welcher das Gas das ihm iiber- 
lassene Volumen V einnehmen kann. 

Wenn wir uns vorstellen, da8 die Raumkoordinaten beim Uber- 
gange von einem Punkte zum anderen sich kontinuierlich Andern 
kénnen, so wiirde W, unendlich sein. Folglich mu8 man, um einen 
endlichen Wert fiir S zu erhalten, auch hier beschriankende Be- 
dingungen einfiihren. Ein ideales Gas betrachten wir als eine Gemein- 


1) Planck, 1. c.; Scherrer, Gott. Nachr. 1916, 8.154; Schaposchnikow, 
Ber. d. Pol. Iwan. Wossn. 6, 1922. 
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schaft von Kiigelchen vom Durchmesser a, zwischen welchen keine 
Krafte wirken. Wenn wir uns nun das ganze Gasvolumen JV in 
einzelne Wiirfel mit der Seite a zerlegt denken, so bekommen wir 
insgesamt V/a? Wiirfel und nach Numerierung derselben ein eigen- 
artiges Koordinatensystem. 

Wir nehmen an, da die Gasmolekiile sich in den vorhandenen 
V/a? Wiirfeln auf alle méglichen Arten und Weisen verteilen kénnen. 
Somit ist W, gleich der Zahl der Verwirklichungsarten des Gasraum- 
zustandes, d. h. gleich der Zahl der Aufstellungen aus V/a? Elementen 
je V. Da die Zellen a? sowie die Molekiile numeriert sind, so kann 
hier nur die Rede von Aufstellungen sein und nicht von Kombinationen, 

_weil die Falle, wo die Molekiile ihre Zellen vertauschen, mikroskopisch 
verschieden sind. 

Ein ideales Gas wird also nicht wie eine Gemeinschaft von 
Punkten charakterisiert, fiir welche angenommen wird, daB sie keinen 
Raum einnehmen, sondern, laut Bedingung, dai das reine Gasvolumen 
V— Na’ einen groBen Wert hat. 

W, ist also 


™ = 4 (4-1) -- (4-0) | 
\ 


* Fx(1— a) Ss Be (18) 
: =N-1 
pee 


Beriicksichtigt man, daB der Ausdruck unter dem Summenzeichen klein 
ist1), so kénnen wir anstatt 


VY N23 
aN Cees 
nehmen yy 


W, ist die thermodynamische Wahrscheinlichkeit des Nullzustandes. 
Wir wollen noch bemerken, daB vom Nullzustande 4bnlich wie vom 
' Warmeeffekt einer chemischen Reaktion oder von der Verdampfungs- 
wairme beim absoluten Nullpunkte gesprochen werden kann. 

Die kinetische Energie bei 0° ist gleich 0, folglich fehlen die 
Komponenten der Geschwindigkeiten. W, zeigt nur die Raumwahr- 
scheinlichkeit an. 


1) Uber die ,Empfindlichkeit“ bei der Berechnung der Entropie vegl. 
H. Lorentz, Les théories statistiques en thermodynamique, Leipzig-Berlin 1916, 
8. 10. 
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Beim Nullzustande denken wir uns das bloBe Gasvolumen 
gleich Null VL fe eee 
oder Y = ia® 

Wir haben also N Zellen. Die Zahl der Arten, vermittelst 
welcher WN Molekiile in WN Zellen betrachtet werden k6nnen, ist 

Wenn wir die Gleichungen (16), (19) und (20) in die Gleichung (10) 
einfiihren, so bekommen wir fiir die absolute ee eines idealen 


Gases ) kT )l2V ele 
g=kwig CEE. (21) 


Fiir die chemische Konstante haben wir 
S,—¢p+kNIlgkN 


wo §S, aus der Gleichung 
S=cqlogT+RlgV+ 8, (23) 
erhalten werden kann. 
Aus (21), (22) und (23) erhalten wir 
2 3/5 5 
C= lg es (24) 


den bekannten Ausdruck fiir die chemische (Nernstsche) Konstante 
idealer Gase, der zuerst von Sackur?), unabhangig von Tetrode?), 
spiter von Stern®) und anderen gegeben wurde und der die Ver- 
suchsergebnisse befriedigend darstellt 4). 

Ks scheint uns, daB die Entropie laut Formel (8) den Vorzug hat, 
daB hier die Wahrscheinlichkeit sich im Ziahler und Nenner befindet 
und, da sie zugleich berechnet wird, mégliche Fehler vermieden werden. 

Wenn, wie wir sagten, a der Durchmesser der Molekel ist, 
so erhalten wir gemaf} Formel (17) fiir das Quant der Energie ¢ 

h? bs 
i reg T (25) 
Wird dieser Wert in den Ausdruck fiir die spezifische Wirme des 
Heliums nach der Funktion von Einstein eingesetzt, so bekommen wir: 
h2 


3 h2 2 esmarkT 
ar » R (sa aET) ( We a 
8 makT __ 1) 


By 1G 
*) Ann. d. Phys. 88, 434; 89, 255, 1912. 
3) Phys. ZS. 14, 629, 1913; ZS, £. Elektrochem. 25, 66, 1919. 


*) Nernst, Die theoret. andl experim. Grundlagen des neuen Warmesatzes, 
1918, 8.151; Henglein, ZS. f. Phys. 12, 245, 1922. 


Absolute Entropie und chemische Konstanten mehratomiger Gase, 361 


Da h = 6,525.10-?, m = 4.1,64.10-%4, & = 1,369 . 10-16, 
R = 1,985, a der Durchmesser des Heliumatoms = 1,48.10-8 nach 
der Theorie von Clausius-Mossotti aus dem Brechungsexponenten 
baw. der Dielektrizitatskonstante, so bekommen wir fiir 7 —= 93°, 
C, = 2,95. K. Scheel und Heuse?) haben 2,949 gefunden. Das 
dient uns auSerdem als Hinweis, da die eingefiihrte GréBe a die 
GréBenordnung 10-§ hat und mit den Molekulardimensionen zu- 
sammenfallt. 


Die allgemeine theoretische Berechnung der chemischen Konstante 
einatomiger Gase, welche eine Bedeutung fiir die Bestimmung der 
Dampfspannung hat, geniigt nicht zar Anwendung im chemischen 
Gleichgewicht. In Wirklichkeit fordert die einfachste chemische 
Reaktion, z. B. die Dissoziation zweiatomiger Gase, die Kenntnis der 
chemischen Konstanten zweiatomiger Molekiile. Somit erhalt die 
Frage der theoretischen Ableitung der chemischen Konstanten mehr- 
atomiger Gase eine groBe Bedeutung fiir die physikalische Chemie. 
Dennoch herrscht in dieser Frage keine vollstandige Einigkeit der 
Meinungen. Die Formeln von Ehrenfest und Trkal?), welche eine 
»oymmetriezahl* einfiihren, ferner von Sackur?) und Partington‘) 
unterscheiden sich etwas voneinander. Eine aus der Thermodynamik 
und kinetischen Theorie kombinierte Formel, abnlich der von Stern®) 
fiir einatomige Gase, existiert noch nicht fiir mehratomige. 


Wir wollen noch darauf hinweisen, da8 in den Formeln der 
erwihnten Autoren fiir die chemische Konstante zusammengesetzter 
Gase unvermeidliche Tragheitsmomente figurieren, die nicht genau 
bekannt sind. 


Wie bekannt, werden zweiatomige ideale Gase durch fiinf Frei- 
heitsgrade charakterisiert, wovon man drei als translatorische und zwei 
als rotatorische annimmt. Die Zerlegung dieser Bewegungen wiirde 
uns zum Hyperellipsoid im 5 N-dimensionalen Raume fiihren. Uns 
aber scheint es, da die Entropie einfacher berechnet werden kann, 
“wenn wir alle Freiheitsgrade als aquivalent annehmen. Wir kénnen 
die Molekiile eines zweiatomigen Gases energetisch als diejenigen 
eines einatomigen im fiinffach dimensionalen Geschwindigkeitsraume 
betrachten. Wir nehmen nun alle Freiheitsgrade, sowie die trans- 


1) Ann. d. Phys. 40, 473, 1913. 
eyelet c: 
Oy Lines 
4) Phil. Mag. (6) 44,.988, 1922. 
Ly Ie 
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latorischen und rotatorischen Energiequanten als Aquivalent an, was 
zulissig ist, da die spezifische Warme zweiatomiger Gase mit der 
Temperatur fast gar nicht fallt (Ausnahme bildet nur Wasserstoff, 
der von c, = 5/,R bis c, = 3/,R sinkt). Das bedeutet, dab die 
Freiheitsgrade untereinander nicht unterscheidbar sind. 

Die Energiegleichung zweiatomiger Gase bekommt dann folgenden 
Ausdruck 


es CNG = (v; _ we +... Vey). (26) 


Hier ist m die Masse der Molekiile. 
Das identische Gebiet 6, ist der Gleichung (15) analog 
h \5N-1 
on (ma) . (27) 


Ebenso, wie vorher, bekommen wir nach der Gleichung (12) die 


Hyperspharenflache 5 N Dimensionen mit dem Radius y aks 
5 N pp alr 
m 
tre BN, . (28) 
[¥ 


a 


Dividiert man (28) durch (27), so erhalten wir die energetische 
Wahrscheinlichkeit W, eines zweiatomigen Gases 


5N peas 
5N a? (222) : (ma)? ¥—1 
W, = : (29) 
5, Re Nis. 


Was die Raum- und Nullwahrscheinlichkeit betrifft, so bleiben 
sie dieselben wie fiir einatomige Gase. 


Wir bekommen also fiir die absolute Entropie zweiatomiger Gase 


W, W. 
S, = jp lg i ai 2 (30) 
- Aus (30), (29), (19) und (20) finden wir 
x (2a2mkT)2a2 Vell 
S, = kN lg Whe : (31) 


Hier bedeutet a wie friiher den Durchmesser der Molekel. Fiir 
die chemische Konstante zweiatomiger Gase erhalten wir aus (31), (22) 


und (23) ae (2  m)'l2 le a 
=] (82) 
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Analog finden wir die absolute Entropie fiir dreiatomige Gase 
mit sechs Freiheitsgraden, Seine energetische Wahrscheinlichkeit 
finden wir, indem wir eine dreiatomige Molekel als eine einatomige 
im sechsdimensionalen Geschwindigkeitsraume betrachten. 

Die Energiegleichung ist 


3kNT — a (v.24 v2 + --- + 2 y), 


Fiir die Hypersphiarenflache im 6 N-dimensionalen Raume_ be- 
kommen wir 6N—1 


aw (SEN) RIS ay 
m 


—— 3 N! oe) 


Das identische Gebiet ist gleich 


o=(2). (34) 


ma 


Fiir die energetische Wahrscheinlichkeit Wz eines dreiatomigen 
Gases bekommen wir aus (33) und (34) 


6kNT\ 
3.at™(-—"=) > (ma)sN-1 
Wa= 3! Asv-1 Gi 
SchlieBlich fiir die absolute Entropie dreiatomiger Gase 
WiW, (2amkT)3 a3 Vet 
= — : 36 
| W kN lg Whe (36) 


Analog bekommen wir fiir die chemische Konstante eines Gases 
mit sechs Freiheitsgraden 


Oreee (2 am)s ks as 


ho (37) 

Betrachten wir den Ausdruck fiir die Entropie der Gleichungen 
(21), (31) und (36), so sehen wir, daB er verallgemeinert werden kann. 
Die absolute Entropie S, eines idealen Gases mit der Masse m und 


m Freiheitsgraden bekommt dann folgenden Ausdruck: 


Bi = KN YE 


n (ph 
(2a mkT)2 a"—8Ve? (38) 
8 Nn 


Ebenfalls finden wir einen allgemeinen Ausdruck fiir die chemische 
Konstante C, eines beliebigen Gases mit » Freiheitsgraden 


Be 
BW) 2k 2 qn—-3 
02 1¢ (2 am) On tk (39) 


h” 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 296 
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Unser Ausdruck (39) hat, wie es uns scheint, den Vorzug, dafS er 
nicht enthalt: 1. Symmetriezahlen als neue GréBen, 2. Tragheits- 
momente, deren Berechnung einstweilen unméglich ist, insbesondere 
fiir dreiatomige Gase, die drei Momente besitzen und einer speziellen 
Zusatzhypothese des Molekelmodelles zur Berechnung der Momente 
bediirfen. Bei unserem heutigen Wissensstande leidet der Bau 
eines solchen Modells, insbesondere fiir zusammengesetzte Gase an 
Willkiir. 3. In unserem Ausdruck stehen aufer den konstanten 
GréBen nur die Masse der Molekiile und deren Durchmesser. Nehmen 
wir fiir h und & den schon erwahnten Wert N = 6,06.102 an und 
subtrahieren 6,006, da die chemische Konstante in Atmosphiaren aus- 
gedriickt wird, und rechnen wir mit den gewéhnlichén Logarithmen, 
so erhalten wir: 

C, = 11,938 + 2lga-+ 5/,lg M, 
Ca= 18,699 + 3lga+ 3lg mM. 

Hier bedeutet M das Grammolekulargewicht. 

Wir benutzen in allen unseren Berechnungen den auf Grund 
der Clausius-Mossottischen Theorie aus den Brechungsexponenten » 
abgeleiteten Durchmesser 


wo r den Radius der Molekel bedeutet. 

Nur beim Wasserstoff bedienen wir uns des Durchmessers nach 
dem Modelle von Bohr-Debye. Obwohl dieses Modell nicht ganz 
genau ist, ist es dennoch bisher die beste Annaherung. 


Gas r.108 Cree. Useranden Gas r.108 Chee, Up etunting 
Hy . 0,5 — 3,3 Sh hi dice cee {le 2,2 
Nove 1g 0,3 — 0,05 CORRS rere d 25: 0,35 | — 0,04 
Coan 1,17 0,45 053—1,02 | NO... | 1,2 0,4 | 0,92 (2)2) 
Gln 1,65 1,6 | —0,91—0,42 | H,O . . | 1,13 | —0,48 | —1,93 
Brg - 1,87 2,5 1,01—1,84 | HS 1,52 0,71 = 
Jas 2,26 3,2 1,84—3,49 | CO, 1,38 0,94 | —0,4 
HCl 1,37 0,71 ee S05 1,58 1,6 mas 
HBr 1,5 1,6 —_ 


Was die Versuchspriifung anbelangt, so ist hier hauptsichlich 
das Zusammenfallen der Ordnungsgréfe aus zwei Griinden wichtig. 
Der Versuch gibt manchmal fiir C verschiedene Resultate, ab- 
hingig davon, ob die chemische Konstante aus der Dampfspannung 


i) Die Ermittlung der chemischen Konstante aus der Verdampfungswirme 
jst nicht moglich, da iiber die spezifische Warme des festen NO keinerlei Messungen 
vorliegen. Goldschmidt, ZS. f. Phys. 20, 159, 1923. 
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‘oder aus chemischen Gleichgewichtsreaktionen erhalten wird!). AuBer- 
dem kann ein Fehler bei der Berechnung einer Konstante einen 
Fehler bei der Berechnung der anderen zur Folge haben. So z. B. 
bestimmt man Cyo beim Versuche aus dem Ausdrucke 
2 Cro = 1,088 + Co, + Cy, 

und folglich hangt dieser Wert von der Kenntnis von Cy, und (po, 
ab; waihrenddessen gibt die Erfahrung fiir Co, schwankende Werte 
von 0,53 bis 1,02. 

Man mu8 damit rechnen, daS der Durchmesser der Molekiile 
im Ausdrucke fiir die chemische Konstante keine genau bekannte 
GréBe und Schwankungen unterworfen ist, abhingig von den Be- 
rechnungsmethoden 2). 


Iwanowo-Wosnessensk (RuBland), Polytechnisches Institut. 


1) Langen, ZS. f. Elektr. 25, 25, 1919; R. Cox, Proc. Cambr. Phil. Soc. 
21, 541. 
*) Herzfeld, Jahrb. d. Rad. u. Elektronik 19, 259, 1922. 
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Uber das Auftreten von Schwebungen 
bei riickgekoppelten Schwingungen. III. 
Von Kurt Heegner in Berlin. 

Mit 19 Abbildungen. (Eingegangen am 13. April 1924.) 


Eine Theorie gekoppelter Kreise wird vermittelst einer rationalen 
Funktion komplexen Argumentes gegeben und fiir primare Ruck- 
kopplung an dem Symmetriefall bei drei Systemen naher ausgefuhrt. 
Die Untersuchung findet Anwendung bei der Herstellung dreier 
Frequenzen, welche auf zweierlei Arten erzeugt werden. Die 
Anderung der Eigenschwingung des Tertiérsystems gibt zu einer 
besonderen Untersuchung Anlaf. Die SchluBbemerkung betrifft 
das ,Ziehen*. 


Zwei Arten von Schwebungen in gekoppelten Kreisen wurden 
bei riickgekoppelten Schwingungen erértert'). Die erste Art hatte 
6 ein negatives Gittergleich- 
Z potential, welches von der 
Amplitude abhangig ist, zar 
Voraussetzung, die zweite 
ArteinePhasenverschiebung 
zwischen Anodenwechsel- 
spannung und -strom, welche 
von der mittleren Steilheit 
abhangig ist. Beidrei Kreisen 
gibt es Vorgange, die keine 
besondere Abinderung der Riickkopplung erfordern. Um dies zu zeigen, 
ist zunachst die Theorie dreier Kreise zu entwickeln. Die Untersuchung 
wird jedoch auf gewéhnliche primaire Riickkopplung beschrinkt. 

a) Theorie gekoppelter Systeme. Es seien elektrische 
Systeme gegeben. Jeder Selbstinduktion ZL werde ein Widerstand R 
zugeordnet, jeder Kapazitaét C eine Ableitung G. Ist das Kopplungs- 
glied ein Kondensator wie in Fig.1, so werde auch diesem eine Ab- 
leitung erteilt. Bei gewéhnlicher primirer Riickkopplung erhalt das- 
jenige System, welches erregt wird, eine negative Ableitung. Fiir 
die im ersten Teile der Untersuchung in Fig. 2 gegebene Schaltung 
ist dies unmittelbar einzusehen. Wir schreiben zur Abkiirzung 


in+R=% | 


Fig. 1. 


1) ZS. f. Phys. 13, 392—404, 1923 und 19, 246 —270, 1923. 
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und zwar bedeutet 

n=—dO-+i»v. (2) 
Fiir zwei Schwingungskreise ergibt sich zur Berechnung von n die 
Gleichung 


g 1 & foe 
Beet Te a ee a (3) 
Sobald gesetzt wird 
Ce’, = G, + Gia; C's = S, = Sioy (4) 
1aBt die Gleichung die Umformung zu: 
(@, & + 1) (C's %, + 1) = O44, &. (5) 


Im zweiten Teil der Untersuchung’) wurde bereits der Nachweis 
gefiihrt, daS die Theorie gekoppelter Systeme in erster Annaherung 
auf die Betrachtung von rationalen Funktionen komplexen Argumentes 
zuriickgefihrt werden kann. Die Voraussetzungen dieser Theorie sind, 
da8 die Eigenschwingungen der einzelnen Kreise nahe beieinander 
legen und die Kopplungen unter ihnen lose sind. Um eine voll- 
stindige Entwicklung zu erreichen, ersetzen wir die Gleichung (5) 
durch folgende: 

(n? + 2h, m+ 7,7) (m2 + Zhan + Yo”) = (2hy)?c’, (6) 
in welcher h und y Daimpfung und Eigenschwingung eines dritten 
Kreises und ¢ eine entsprechend definierte komplexe Gréfe bedeuten. 
Jedoch soll y in der Nahe von y, und y, liegen. Wir setzen 


n2+ 2Qhnt yp? = 2hywi (7) 
und finden die Annadherung 
n= —h(l—w)+iy. (8) 


Ferner setzen wir 
nm? + 2hin + 12 = 2hy (w— 2;)i, | (9) 
m? + 2hen + Yo? = Lhy (w— zq)i.J 
Nach Subtraktion dieser Gleichungen von (7) und KEinfiihrung der 
GréBen y, —y = &, und y, —y = &, liefert die erste Annaherung 


ey —— ut 4 is, 
(10) 
seeded 
=i oes 3 
Fiihrt man (9) in (6) ein, so erhalt man die Gleichung 
tpematey esas rue Wee 0, (11) 
| c (w— 2) 4% 


1) Vgl. Teil II, Abschnitt d). 
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Die entsprechende Gleichung fiir drei Kreise lautet 


(w — 2) 14 Cio C13 
C91 (w — &) 4 C93 == 0, (12) 
C31 C39 (w — zs) % 


und ebenso erhilt man fiir w Kreise eine Determinante wten Grades. 
In den folgenden Abschnitten werden die Gréfen w und 4, als 
Variable betrachtet. In dieser Abhangigkeit nimmt die Gleichung 
die Gestalt an: @» (w) 


4,— 2 ; 13 
1 © ota) (13) 


und zwar bedeutet g,(w) eine rationale ganze Funktion vom Grade 


u—1 und g,(w) eine solche vom Grade w—2. (13) kann somit 
nach Partialbruchzerlegung geschrieben werden 


Cy 


gee ee eee 2 ee ee SS (14) 


w— ey Po sae eg w— zy 
sobald g,(w) voneinander verschiedene Nullstellen hat. Ebenso laBt (13) 
die Entwicklung in einen Kettenbruch zu: 


Cg 


4 =wt ‘ (15) 


c 
w— z'y + ; 


Cc 
w—z',t +--+ + ot 


w—Z', 
sobald der Grad von g,(w) nicht kleiner als (u —2) ist und jede 
folgende Funktion in der Entwicklung nur um einen Grad kleiner 
als die voraufgehende ist. Aus diesen Darstellungen kann man 
folgern: Geht die Erregung des Systems von uw Kreisen nur vom 
Primarkreis aus, so kann in diesem derselbe Stromverlauf erzeugt 
werden durch ein solches System, in welchem die (u—1) iibrigen 
Kreise nur mit dem Primarkreis, nicht untereinander gekoppelt sind, 
oder in welchem die Kreise beziiglich ihrer Kopplung eine Kette 
bilden 2). 

b) Theorie zweier Kreise bei primaérer Riickkopplung. 
Zur Einfiihrung betrachten wir zunachst zwei Kreise. 


Es werde 


1) Hine weitere Anwendung der Determinante wten Grades ergibt sich fiir 
den Fall, daS alle Kopplungsgréfen reell sind und die Determinante symmetrisch 
ist [in (12) C19 = ¢y1, Cig = C31, Cog == Cg], ferner alle z rein imaginar sind, 
also alle Kreise gleiche Dampfung haben. Man erhalt fiir w7 eine Gleichung, 
die in der Astronomie als Sakulargleichung bezeichnet wird. Diese hat als 
solche “ reelle Wurzeln, so daf auch alle Schwingungen die gleiche Dampfung 
besitzen. Dies Ergebnis ist indessen schon aus der urspriinglichen Gleichung zu 
erkennen, indem diese bei Kraftkopplung nach Ausiibung der Substitution 


n = n'—h und Reduktion der Kopplungsgréfen in den Fall der ungedampften 
Kreise tibergeht. z 
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2, = 0 oder zufolge a) (10) h = h, und y = yy gesetzt. Die nahere 
- Bestimmung der komplexen Gri&e ¢ erfolgt durch Vergleich von a) (5) 
und (6): 


V2 


2h 7, 6 = > C. —4 . 
2 V2 VC, or,‘ 1272 —4919) 


Die explizite Entwicklung des imaginaren Teiles von ¢ ergibt 
Cs Ji2 : 
pata 
2 

Diese von der Widerstandskopplung herriihrende GréSe kann nur in 
dem Falle gréSer als die Einheit werden, wenn C, >, ist oder, da 
I, 0, ~ L,C,, wenn L, > DL, ist. Der im zweiten Teil der Unter- 
suchung durch Fig. 10 wiedergegebene Fall, fiir welchen c den Wert 
1,5 —1,3% hat, ist daher nur unter dieser Bedingung mdglich. 

Fiir 2. = 0 geht die Gleichung a) (11) iiber in 

w(w—z4)+te— 0. (1) 
Stationaére Schwingungszustinde werden zufolge a) (8) erhalten, wenn 
der reelle Teil von w gleich der Einheit wird: 

w—1+iv. (2) 

Setzt man alle solche Werte in (1) ein, so beschreibt 2, in der Ebene 
der komplexen Zahlen eine Kurve, die im zweiten Teil der Unter- 
suchung als Nullkurve bezeichnet wurde. Da diese Kurve primare 
Riickkopplung darstellt, kann unmittelbar aus a) (5) eingesehen werden. 
Denn mit G, Andert sich nur f,, und zwar wachst mit — G, auch 
—h,. Die Nullkurve betrachten wir in den Variablen 


—; =", . = 4; (3) 
indem r Ordinate und y Abszisse sei. Es wird 
4 =1l+r+iy. (4) 
Ferner teilen wir auch c? und ¢ in den reellen und imaginaren Teil: 
e&—at bi = (@-+ Bi)» (5) 
' (2), (4), (5), in (1) eingesetzt, ergibt 
(1+ iv)[—r+ijo—y)|+a+bi=0. (6) 


Die Trennung von Reellem und Imaginarem ergibt zwei Gleichungen, 
von denen die eine in v linear, die andere quadratisch ist: 


v—vy+(r—a) = 0.J 
In der ersten Gleichung wird die linke Seite identisch zu Null fiir 
die Werte eee sT pees Db. (8) 
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Diese in die zweite Gleichung eingesetzt, ergibt zwei Werte fiir v: 
v2—vb+1—a— 0. (9) 


Hiermit ist der Doppelpunkt der rationalen kubischen Kurve gefunden, 
in welchem die Dimpfung sowohl von der einen wie von der anderen 
Schwingung zu Null wird. Fiir die Untersuchung von Doppelpunkten 
sind drei Falle zu unterscheiden. Die quadratische Gleichung in (9) 
hat imaginire Wurzeln, und der Doppelpunkt ist ein isolierter. Die 
beiden Wurzeln sind reell, jedoch einander gleich. Sodann erreicht 
die Kurve den Doppelpunkt, bildet aber in ihm eine Spitze. Im 
dritten Fall sind die beiden Wurzeln reell und voneinander ver- 
schieden. Die Kurve schneidet sich selbst im Doppelpunkt. Die 
Wurzeln werden einander gleich fiir 
62+ 4(a—1) = 0. 

Driickt man indessen a und 6 durch « und # nach (5) aus, so erhalt man 

Ca Ie (10) 
Daher la8t sich das Ergebnis einfacher herleiten, indem die Kurve 
eine Spitze bildet, sobald ein Verzweigungspunkt der Funktion kom- 
plexen Argumentes in (1) auf ihr liegt. Die Verzweigungspunkte 

; d 
ergeben sich aus aa = 0, und man findet in der w-Ebene 
we = w+ pu 

Soll dieser Wert einen Punkt der Kurve liefern, so mu zufolge (2) 
% = 1 werden. 

c) Kurventheoretische Untersuchung an drei Kreisen. 
Fiir die in a) (14) gegebene Partialbrachzerlegung benétigt man die 
Nallstellen des Nenners g,(w). Wir bevorzugen daher die Ketten- 
bruchentwicklung in a) (15), welche nur rationale Rechenoperationen 
verlangt, und schreiben die Gleichung fiir drei Kreise in der Form 


a 


e= w+ = (1) 
CoRR 


(w — 2s) 

Sind die Koeffizienten a, b, 29, 2, reell, so haben die zu untersuchenden 
Kurven eine Symmetriegerade, indem zu konjugiert komplexen Werten 
von w auch konjugiert komplexe Werte von ¢ gehéren. Dieser Fall, 
in welchem alle kurventheoretischen Kriterien noch leicht angegeben 
werden kénnen, hat das Hauptinteresse. Ein solcher Fall liegt vor, 
wenn bei elektrischen Systemen der Sekundirkreis mit dem Primir- 
kreis, der Tertiirkreis mit dem Sekundarkreis magnetisch gekoppelt 
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wird, und der Tertiarkreis auf den Sekundirkreis abgestimmt wird. 
Wir nehmen an, da8 y = y, = yz und h = hg ist und setzen 


b= itr sy, 
244 = 1—T1,a, (2) 
ity 


Zur Auffindung der stationiren Schwingungszustinde gibt man der 
GréBe w die Werte 1+ iv und berechnet den reellen und imaginiren 
Teil der GréBe zg Auf solchem Wege werden r und y als rationale 
Funktionen von v dargestellt: 


r= (v2rg + ry +9), 


Lt gr ct Noe | 2 


A = (v8) + oX(L 4 7) 
Um eine Anwendung von dieser Formel zu machen, beschiftigen wir 
uns mit folgender Lésung: 


ya OF yy 05 car ap (4) 
Die entsprechende Lésung in der Theorie zweier Kreise habe ich bei 
Verinderung der Eigenschwingung des Sekundiarkreises in ciner 
friiheren Arbeit!) als Generatorlésung bezeichnet. Im folgenden 
werde sie Hauptlésung genannt. Im Gegensatz zur Theorie zweier 
Kreise findet sich, daB diese sowohl Maximum als auch Minimum der 
Kurve sein kann. Setzt man den Wert fiir r in (4) in die erste 
Gleichung von (3) ein, so erhalt man 


v8[v2 + 1 —b(ry + 2)] = 0. (5) 
Alle vier Werte werden einander gleich, wenn 
1 
ee ee ©) 


Bei dieser Kopplung zwischen Sekundar- und Tertiirkreis geht daher 
das Maximum in ein Minimum iiber. 
Die weitere Entwicklung gibt die kurventheoretische Diskussion. 
Die Abhingigkeit zwischen r und y stellt eine rationale Kurve fiinften 
Grades dar und hat als solche sechs Doppelpunkte. Zwei von diesen 
Doppelpunkten sind die imaginaren unendlich fernen Kreispunkte 
rege las) ses: 0: (7) 
Ubt man nimlich auf die Variable z in (1) eine beliebige linear- 
gebrochene Substitution aus, so entsteht wieder eine Funktion, die 


Ay Arch. f. Elektrotechn. 9, 127, 1920. 
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in g vom ersten Grade und in w vom dritten Grade ist. Die ab- 
geleitete rationale Kurve in (3) geht daher durch eine soleche Trans- _ 
formation in eine solche vom sechsten Grade, in speziellen Fallen 
von kleinerem Grade iiber. Dies ist aber nur moéglich, wenn die 
Punkte in (7) Doppelpunkte der Kurve sind. Aber die Punkte sind 
imaginar und somit folgt, daB bei primarer Riickkopplung héchstens 
vier reelle Doppelpunkte auftreten kénnen1). Die Bemerkung gilt 
allgemein, indessen tritt fiir den Symmetriefall die Besonderheit 
hinzu, daB in der Resonanz y — 0 auBer der Hauptlésung noch zwei 
Doppelpunkte liegen. Dies ist unmittelbar einzusehen, denn solch 
einem Punkt entspricht nicht nur 1+ iv, sondern auch 1—iv. Die 
noch iibrigbleibenden zwei Doppelpunkte liegen im allgemeinen 
auBerhalb der Resonanz symmetrisch zu der Geraden y= 0. Fiir 
die Berechnung dieser Doppelpunkte geben wir (1) die Form 


(2 — w) [(w — 2.)w + 6] —aw = 0, (8) 


und der Ubergang zu reellen Werten liefert eine quadratische und 
eine kubische Gleichung in v: 


o(—rtrtl)—oy(mti)tr(nt+d)—a= a (9) 
(v— y)(v? — rg —b) + or(r, +1) —va = 0. 
Fiir y = 0 gehen die Gleichungen iiber in 
v(—rtre+1)+rrn4+rb—a= 0, | 
o(v2—r,—b+rr,+r—a) = 0.f Ce 
Wird der Faktor v in der zweiten Gleichung, welcher der Haupt- 
lésung angehdrt, entfernt und die erste Gleichung subtrahiert, so folgt 


(v2 + 1—b)(r — rq) = b(1 + 19). (11) 
Die zweite Gleichung in (10) formen wir um zu 
(+1—b)+(r—1)%,+1)—a=0, © (12) 


und die Elimination von v? + 1—b ergibt die gesuchte quadratische 
Gleichung fiir r 


(r — r9)(r —1 —a*) +) = 0, (13) 
indem zur Abkiirzung 
a 
oo es 
, 4, ea (1s) 


gesetzt ist. Um noch die beiden Doppelpunkte zu finden, welche 
symmetrisch zur Resonanz liegen, dividieren wir die kubische Funktion 
von v in (9) durch die quadratische Funktion von v und setzen die 


1) Bei ‘primarer und sekundarer Riickkopplung ist eine véllige Durch- 
dringung beider Schleifen méglich, so daB alle sechs Doppelpunkte reell werden. 
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beiden Koeffizienten der linearen Restfunktion gleich Null. Fiir r 
erhalt man den Wert 
__ (r+ 0)(r2 + 1) 
‘= 3G, +0) a oo 
y driicken wir durch ry aus in der Weise, da8 a* eliminiert wird: 


y=(r—r—1p(-14 a2 (a—)]. (16) 


r 


Es wird ersichtlich, da8 diese beiden Doppelpunkte mit einem in der 
Resonanz y = 0 befindlichen Doppelpunkte zusammenfallen kénnen. 
Macht man den quadratischen Faktor in (16) zu Null: 

C—O reat 1) a ry +0, (17) 
so wird die linke Seite der ersten Gleichung in (9) identisch zu Null. 
Die zweite Gleichung in (9) geht iiber in 

v[v?+ 1—b(r, + 2)] = 0, (18) 
und es entsprechen dem Punkte in (17) drei Werte von v, welche 
daher einen dreifachen Punkt darstellt. Diesen durchlauft die Kurve 
einmal oder dreimal, je nachdem der quadratische Faktor reelle oder 
imaginare Wurzeln hat. Der Ubergang findet zufolge (18) und (17) 
fiir die Kopplungen 

1 (r. + 1)8 
ant ey, aie rg +2 (19) 
statt. Der Wert fiir b ist die unter (6) angegebene Kopplung Jp. 
Setzt man diese Werte in (1) ein, so gewinnt die Funktion komplexen 
Argumentes folgende spezielle Form: 

pee lS of rar i Ls “ 

, +2 (rg +2)(wtre—1l)w+1 
Dem Wert ¢=r,+2 entspricht dreimal der Wert w = 1, so daB 
dieser Punkt ein Verzweigungspunkt zweiter Ordnung ist, in welchem 
alle drei Blatter der z-Ebene zusammenhangen. In diesem Punkte 
verdreifachen sich die Winkel. Indem aber die Gerade 1+ iv im 
‘Punkte w= 1 den Winkel z bildet, liuft auch die Kurve in der 
g-Ebene durch den Punkt z = r, +2 einfach hindurch. Ist b gréBer 
als in (19), so stellt der dreifache Punkt in (17) drei Schwingungen 
von gleicher Riickkopplung und verschiedener Frequenz dar. Aus den 
Gleichungen in (9) iiberzeugt man sich leicht, daB (17) die einzige 
Bedingung fiir das Auftreten eines dreifachen Punktes ist. Wird 
der zweite Faktor in (16) zu Null, so liegen drei Doppelpunkte auf 
einer Geraden (Fig. 3c), und es erhalten nur zwei Schwingungen die 
Dampfung Null. 


b 


(20) 
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Die Ermittlung des Kurvenverlanfes hangt nunmehr im wesent- 
lichen yon der geometrischen Deutung der in (13) gefundenen Be- 
ziehung ab: 

(r —r)(r —1— a*) +d) = 0. 

Diese Gleichung gibt uns die Ordinaten r der in der Resonanz ge- 
legenen Doppelpunkte. In den Variablen a* und r stellt die Be- 
ziehung eine Hyperbel mit den Asymptoten 

r—r, = 0, a*¥—r+1=—0 (21) 
dar. Physikalische Bedeutung hat indessen nur der eine Ast der 
Hyperbel und auch nur so weit, als dem einzelnen Punkte positive 
durch (11) oder (12) gegebene Werte von v? zugeordnet sind. Hin- 
gegen stellen die Punkte, denen negative Werte von v? zugeordnet 
sind, isolierte Doppelpunkte dar. Der Ubergang findet bei » = 0 
statt, bei welchem der Doppelpunkt in eine Spitze ausartet. v = 0 
ist jedoch die Hauptlésung, welche wir ebenfalls in den Variablen r 
und a* betrachten. Es ergibt sich aus (4) 


te EL , (22) 


Diese Beziehung stellt eine Gerade dar, welche durch den Koordinaten- 
nullpunkt geht und den Hyperbelast héchstens in zwei Punkten schneiden 
kann. Der eine Schnittpunkt ist die Spitze, fiir welche sich aus (11) 
bei v = 0 ergibt 
Pe Re 
Psat yi 
Der andere Schnittpunkt ist der dreifache Punkt in (17), wie aus (18) 
zu ersehen ist. 
Fig.2 ist fiir die Werte r, = 1/., b = 1/, entworfen. Die Kopp- 
lung b, in (6) berechnet sich zu 2/;. Somit findet statt 
bb <b<l. (24) 
Mit wachsendem a* nimmt die Kurve die verschiedensten Formen 
an. Es sind vier Werte eingezeichnet, fiir welche der zugebérige 
Kurvenverlauf in Fig.3a bis d dargestellt ist. Im Umkehrpunkt des 
Hyperbelastes fallen die beiden Doppelpunkte in der Resonanz y = 0 
zusammen. Dies bedeutet, daB die Kurve sich selbst berihrt. Bevor 
die Kurvenberiihrung eintritt, bilden sich im vorliegenden Falle auBer- 
halb der Resonanz Spitzen (Fig.3a). Das Auftreten dieser Spitzen 
wird im nachsten Abschnitt [d) (18) bis (21)] erdrtert. Bei wachsendem a* 
werden aus den Spitzen Schleifen, und man gelangt zu dem Fall des 
dreifachen Punktes (Fig.3b). Bevor jedoch der Fall der Spitze in 
der Resonanz eintritt (Fig.3d), findet zwischendurch eine andere 


(23) 
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Singularitat statt (Fig.3c¢), welche durch das Verschwinden des zweiten 
Faktors in (16) gegeben ist. Der geometrische Sachverhalt ist folgender: 
Zufolge (6) und (24) ist die Hauptlésung » — 0 stets Minimum der 
Kurve. Zu beiden Seiten der Resonanz ist daher ein Maximum, 
welches die héchsten Punkte der Kurve darstellt. Dies Maximum 
findet man, indem man die erste Gleichung in (3) nach v? ausrechnet 
und die Diskriminante der quadratischen Gleichung zu Null macht. 
Betrachtet man das Maximum in Abhingigkeit von a bzw. a*, so ist 


a b c d 
Fig. 3. 
dieses proportional a*, wie aus der ersten Gleichung in (3) folgt, und 
stellt sich in Fig.2 als Gerade durch den Nullpunkt dar. Da diese 
Gerade die hichsten Orte der Kurven liefert, kann sie den Hyperbel- 
ast nur beriihren und ist als Tangente vom Nullpunkt an die Hyperbel 
gegeben. Aus (16) findet man fiir die Ordinate des Berihrungs- 


3 ag pie tt AD (feck b)- (25) 
Fir die Kopplung }) fallen die drei Fille 3b, c,d zusammen in den 
Verzweigungspunkt zweiter Ordnung von (20). 


376 Kurt Heegner, 


Der Fig.4 sind die Werte r= 14/., b= 1/s gugrunde gelegt. 
Nach der Kurvenberiihrung (Fig.5a) besteht die Kurve aus zwei auf- 
einandergesetzten Schleifen, von denen die obere sehr bald in eine 
Spitze ausartet (Fig. 5b). In Fig.5c¢ ist noch der dreifache Punkt 
eingezeichnet, welchen die Kurve einfach durchlauft. 

Sobald die Spitze in der Resonanz mit der Kurvenberiihrung 
zusammenfallt, werden alle fiinf Lésungen fiir y = 0 einander gleich. 
Um diese Kopplungen zu bestimmen, berechnen wir zunachst den 
Umkehrpunkt des Hyperbelastes 


a* =7,—-14+27o, r=nt+yb, «(26) 
setzen den gefundenen Wert fiir r gleich dem von (23) und erhalten 
2 Wooo = V4 + (ro + 1)?— (72 + 1). (27) 

Fiir rp = 1/, ist Boo == 1/4, und somit gilt fiir Fig.4 und 5 
boo < b < bo. (28) 


Unterhalb der Kopplung bo) kann zweifache Schleifenbildung nicht 
stattfinden. 

Auch der dreifache Punkt kann mit der Kurvenberiihrung zu- 
sammenfallen, indem alle vier Doppelpunkte in einen Punkt zusammen- 


RELQ KR 


Fi 

fallen (Fig.6). Die Werte fiir r in (17) und (26) sind einander gleich 
zu setzen, und es ergibt sich b = 1. Noch iibersichtlicher wird die 
Betrachtung, wenn man die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung 
fiir r in (13) fiir den Wert a* in (17) bestimmt: 

a*=r+b rare+b. (29) 
Der Vergleich mit (17) zeigt, daB dieser Doppelpunkt fiir b < 1 
unterhalb des dreifachen Punktes gelegen ist (Fig.3b, 5c). Fiir b= 1 
erhalt man Fig.6, und die Gerade (22), durch welche die Hauptlésung 
dargestellt ist, wird der zweiten in (21) angegebenen Asymptote der 
Hyperbel parallel, so daB sie die Hyperbel nur noch im dreifachen Punkte 
schneidet. Somit wird 2% fiir alle Punkte des Hyperbelastes positiy. 
Den Kurvenverlauf fiir b > 1, welcher fiir die experimentelle Unter- 


ig. 5. 


@ 7-----—> 
os 
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suchung bedeutsam ist, geben die Figuren 7 bis 10 des folgenden 
Abschnittes wieder. 

Soweit es fiir die Untersuchung erforderlich ist, werde noch der 
asymmetrische Fall betrachtet. Setzen wir in die allgemeine Gleichung 


von a) (12) aes (30) 


so kann sie in die Form gebracht werden: 


Yr (at+c)w+[(a—c)z,+id 
e=wt a aoe ae (31) 


und zwar werden a, b, c, d reell, sobald magnetische oder elektrische 
Kopplung unter den Kreisen angenommen wird. Besitzen auBerdem 
Sekundarkreis und Tertiarkreis noch die gleiche Dampfung, so wird z, 
rein imaginar, 


£5 = 1Yo, (32) 
und die Gleichung (31) geht durch die Substitutionen 
y2+b=0, ate=e, (a—c)ytad=d (33) 
in die einfachere Form iiber: 
cw+id 
z2=w+ (34) 


indem b’,c’, d' reell sind. Fir d’ = 0 geht die Gleichung in dem 
Fall der Symmetrie in (1) tiber (r, = 1). 
Das durch (34) gegebene System wird zweiwellig fiir 
d’ — c' Yb"). (35) 
d) Funktionentheoretische Untersuchung an drei Kreisen. 
Bisher wurden nur Nullkurven betrachtet. Es bleibt iibrig, die Kurven 
von konstanten 0 in den Bereich der Untersuchung zu ziehen und 
die Verzweigungspunkte der dreiblattrigen ¢-Ebene naher zu bestimmen. 
Zufolge a) (2) und (8) setzen wir allgemeiner 
WwW = UW +i, (1) 
indem % eine Konstante ist. Durch Einfiihrung der Substitutionen 
Ott, £ = Uot, by = Una, &y = oes | 
} (2) 
a=w2a', b= u?2d’ J 
in c) (1) wird die allgemeinere Untersuchung auf den speziellen Fall 
der Nullkurven zuriickgefiihrt. Beim Ubergang zu reellen Werten 
erhalt man zufolge c) (2): 
rtl=wr'+1, y=umy, 1—r=u(l—1). (3) 


‘) Unter der Annahme ¢3 = C1, C13 = Csi, Cos = Cpa oder d? = 4abe 


findet man Yo = (a— c)——-: 
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Die Lage der Verzweigungspunkte der Funktion c) (1) ergibt 
sich aus . 


dz 
—— = 0. 4 
Pe (4) 
Die Rechnung liefert eine Gleichung vierten Grades in w: 
(2? — we, + b)? — a(w? — b) = 0. (5) 
Fiir 
,==.0. oder Fy (6) 
stellt (5) eine quadratische Gleichung in w? dar, und man erhalt 
i 
wt = (5 —) +5 Vata— 80). (7) 
Fir 
a = 8b (8) 


fallen je zwei Verzweigungspunkte zusammen zu einem solchen von 
zweiter Ordnung. Unter den Bedingungen (6) und (8) la8t daher c) (1) 
die Umformung zu: 
ceo EAD PAE (9) 
ze+ 3 y3b Vw a y3b 
Nur der in der oberen Halbebene gelegene Verzweigungspunkt hat 
fiir die Eigenerregung Bedeutung. Ebenso kommen allgemein in der 
Gleichung (5) nur zwei Verzweigungspunkte in Frage. Das Zusammen- 
fallen derselben ergibt sich durch Nullsetzen der Diskriminante der 
Gleichung vierten Grades. Indessen ist die Aufgabe bereits durch 
die Beziebungen (19) und (20) des vorigen Abschnittes gelést, und es 
gelingt leicht, durch Anwendung der Substitutionen (2) und (3) die 


Konstanten a und 6 und die Verzweigungspunkte durch r’, als Para- 
meter auszudriicken: 


(lf ey)? 1 
tral —r aye 2 et) eae 
/ 
w=, #= (lan) peo. 

Genaueren Einblick gewahren die Nullkurven in Fig.7 bis 10, 
welche fiir die Werte r, = 1, a = 8, b = 4, 3, 2, 1 berechnet sind. 
Im Gegensatz zu dem vorigen Abschnitt hat a ein und denselben 
Wert, wahrend b verschiedene Werte durchliuft. Fir b > 4 besteht 
die Kurve noch aus zwei voneinander getrennten Schleifen, in deren 
Innerm je ein Verzweigungspunkt liegt. Bei b = 4 in Fig.7 be- 
riihren sich die beiden Schleifen, und fiir b < 4 durchdringen sie 
sich, so daS vier Doppelpunkte entstehen, in welchen die Kurve sich 
selbst schneidet. Fiir 6 = 3 in Fig.8 fallen drei Doppelpunkte in 


a == (1—r,)? @ 


las 


Uber das Auftreten von Schwebungen bei riickgekoppelten Schwingungen. 379 


einen dreifachen Punkt zusammen, fiir b < 3 hat sich dieser wiederum 
in drei Doppelpunkte aufgelist, wie Fig.9 (6 = 2) zeigt, indessen 
riicken die beiden Verzweigungspunkte immer naher zusammen und 
fallen bei b = 1 in Fig.10 zusammen. Zwischen den Werten 6 = 2 


cf ame 
i eee Cee fe alt oe (os i ) 
-2 -7 oO f Z 4 =F, oO 7 ze 
Fig. 7. Fig. 8. 


BF 0 7 E 
Fig. 9. Fig. 10. 
und 1 findet die durch das Verschwinden des zweiten Faktors in c) (16) 
gegebene Singularitat statt, in welcher drei Doppelpunkte so zu- 
sammenfallen, daS sie auf einer Geraden liegen. 0b erhalt den Wert 
1/y (y17 — 1) = 1,56. Sobald 6 kleiner als 1 wird, liegen die beiden 
Verzweigungspunkte auf der Symmetriegeraden y = 0. Der untere 
verbleibt in der grofen Schleife, der obere vereinigt sich mit der 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 297 
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Spitze, in welche die im Innern der grofen Schleife gelegene kleine 
Schleife ausartet. Dies findet statt fir b = 4/2—5 = 0,657. Fir 
noch kleinere Werte von b ist nur die groBe Schleife vorhanden, und 
der obere Verzweigungspunkt liegt auBerhalb derselben. 

Um die Kurven auf der dreiblittrigen ¢-Ebene unterzubringen, 
sind zwei von den Verzweigungspunkten ausgehende Verzweigungs- 
schnitte zu ziehen. In dem einen Verzweigungsschnitt durchsetzt sich 
das erste und das zweite Blatt, in dem anderen das zweite und dritte 
Blatt. In Fig. 8 sind zwei solche Verzweigungsschnitte punktiert ein- 
gezeichnet, und zwar liefern dieselben eine Einteilung nach Frequenzen. 
Durchlauft man die Kurve in der angegebenen Richtung, so ist der 
Anfang der Kurve bis zum ersten Schnitt der tieferen Frequenz zu- 
geordnet. Der folgende Teil verlauft im zweiten Blatt und ist bis 
zum zweiten Schnitt der mittleren Frequenz zugeordnet. Der Rest 
der Kurve verlauft im dritten Blatt und gehért der héheren Frequenz 
an. Wichtiger ist die Einteilung nach Dampfungen. Tragt man in 
jedem Punkte der z-Ebene die drei zugeordneten Dampfungen auf, 
so erhalt man iiber der zg-Ebene eine dreiblattrige Flache. Diese 
durchsetzt sich in dem Ort der Punkte, in welchem zwei Dampfungen 
einander gleich werden. Liegen die beiden Verzweigungspunkte auf 
der Symmetriegeraden y = 0 (fiir den Fall r, = 1 findet dies zu- 
folge (7) bei a > 8b statt), so bildet der genannte Ort ein Schnitt- 
system im Sinne der Theorie der algebraischen Funktionen, indem 
sich als solcher der oberhalb des oberen und unterhalb des unteren 
Verzweigungspunktes gelegene Teil der Symmetriegeraden ergibt. 
Liegen jedoch die Verzweigungspunkte auSerhalb y — 0, so sind die 
auBerhalb y = 0 gelegenen Doppelpunkte der Kurven konstanter 
Dampfang heranzuziehen. Fiir die Nullkurve waren diese Doppel- 
punkte durch die Gleichungen (15) und (16) des vorigen Abschnittes 
gegeben. Wenn ry und y durch a und b ausgedriickt werden, findet 
man fiir den Fall r, = 1: 
pe ee eee 

4(6+1)—a 
— (2(b+1)—a\? a2 
Rte ae) toe a | 
Durch Anwendung der Substitutionen (2) und (3) ergeben sich die 
allgemeineren Formeln: 


Siere 8 (b + uw?) —a 
i eee SMES ep 


+ = Gee eee 


(11) 


(12) 
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Die Gleichungen in (12) stellen den Ort aller Punkte dar, in welchem 
zwei Dimpfungen einander gleich werden, wenn r und y in Abhangig- 
keit von uw betrachtet werden. Die Kurve liuft durch die beiden 
Verzweigungspunkte und ist daselbst abzubrechen, indem sie dariiber 
hinaus isolierte Doppelpunkte darstellt. In Fig.9 sind die zu be- 
trachtenden Kurventeile punktiert eingezeichnet. Fiir 


a a Pa 


schlieBen sich beide Kurventeile oberhalb der Verzweigungspunkte 
zusammen. In Fig. 9 ist b = re dati 8, 0 == 2 “ist .-' Zu: ciner 


Vorstellung von dem Verlauf der Dimpfungen gelangt man, wenn 
man sich zu der Nullkurve die Kurven konstanter Dampfung ein- 
gezeichnet denkt, was auf Grund der bestehenden konformen Ab- 
bildung leicht gelingt. Unter diesen Kurven befindet sich auch eine 
solche mit einem dreifachen Punkt. Der Wert von um, welcher dieser 
Kurve zugeordnet ist, ergibt sich durch Nullsetzen des quadratischen 
Faktors in der zweiten Gleichung in (12): 


2(b + u?)—a = 0. (14) 
Unter der Bedingung a = 4b vereinfacht sich die Gleichung zu 
Di tte? = 13 (15) 


und man folgert leicht, daB der in Fig.6 gegebene Kurvenverlauf 
vorliegt. Fir Fig. 9 trifft die Bedingung (15) zu. Die Kurve kon- 
stanter Dampfung, welcher der Wert u = V2 = 1,4 zugeordnet ist, 
hat daher im Durchschnittspunkt der punktierten Kurven nicht nar 
einen dreifachen Punkt, sondern die beiden Schleifen beriihren sich 
auch daselbst. Es ergibt sich daraus, daf unterhalb dieses Punktes 
die Dampfungen der hoheren und tieferen Frequenz mit wachsendem 
r bzw. —h, abnehmen, oberhalb dieses Punktes zunehmen. Die 
Daimpfung der mittleren Frequenz nimmt mit wachsendem r bzw. — h, 
stets ab, und zwar um so mehr, sobald die Dampfungen der 4uBeren 
Frequenzen wachsen, wie aus der allgemein giiltigen Beziehung 

| 8: +d. +95 = hy +hy +h (16) 
folgt. 

Unter den Kurven konstanter Dimpfung in Fig.9 gibt es auch 
eine solche, welche in den beiden Verzweigungspunkten je eine Spitze 
hat. Dieser Kurve ist der Wert 

uw = Yi4+ 5 =1,8 (17) 
zugeordnet. Das Kriterium fiir diese Kurve wurde bisher nicht ent- 


wickelt. Indem dies nachgeholt wird, kénnen wir uns auf den Fall 
27* 
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der Nullkurve beschranken. Auf der Nullkurve werden Verzweigungs- 
punkte liegen, wenn die Gleichung vierten Grades fiir w in (5) Wurzeln 
von der Form 1+ iv hat. Wird ein solcher Ausdruck in (5) ein- 
gesetzt, so erhalt man zunachst 
[((— @& +r, +b) + iv(ro +1) P+ a(v2?+b—1)—2iav=—0. (18) 
Die Entwicklung des imaginiren Anteils liefert eine Bestimmungs- 
gleichung fiir v?: 
— 0 rh ty Dior (19) 
Setzt man diesen Wert in (18) ein, so erhalt man 
—a*r, + 2a(r. + 1)? (ro +b) —(r72 + 1)* (72 +0) = 0. = (20) 
Aus dieser Gleichung folgt die eee 


Sobald b den Wert by in es (6) annimmt, wird v2 = 0. Die beiden 
Spitzen fallen zusammen in den Verzweigungspunkt zweiter Ordnung. 
Man bestiatigt leicht, daB v? positive Werte erhalt fiir b > bo. 

e) Erzeugung dreier Frequenzen. Von den aus drei 
Frequenzen zu bildenden Schwingungsvorgaingen hat der Symmetrie- 
fall das Hauptinteresse. Dieser ist gegeben, wenn die beiden 4uBeren 


44oV 


Fig. 11. 


Frequenzen die gleiche Amplitude haben und der Krequenzunterschied 
zwischen diesen und der Mittelfrequenz der gleiche ist. Die Zu- 
sammensetzung der beiden auBeren Frequenzen liefert sodann eine 
voll ausgebildete Schwebung, deren Grundfrequenz in Ubereinstimmung 
mit der Mittelfrequenz ist. Nunmehr sind zwei Fille zu unterscheiden. 
Im ersten Falle ist die eine Halbschwebung mit der Mittelfrequenz 
in Phase und die andere hat entgegengesetzte Phase. In der Technik 
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bezeichnet man diesen Schwingungsvorgang als »Modulation®, sobald 
die maximale Schwebungsamplitude nicht gréBer wird als die Ampli- 
tude der Mittelfrequenz oder ,Trigerfrequenz“. Im zweiten Falle 


hat die eine Halbschwebung den Phasenunterschied + gegen die 
Mittelfrequenz, die andere Halbschwebung den Phasenunterschied — > 


Der erste Fall kann durch StoSerregung hergestellt werden, der zweite 
Fall durch anomale Riickkopplung. 


Die folgenden Betrachtungen kniipfen an die Schaltung in Fig. 11 
an. Sekundiarkreis und Tertiirkreis besitzen die gleichen Dampfungen 
und sind mit dem Primarkreis elektrisch gekoppelt, jedoch nicht unter 
sich gekoppelt. Im Falle gleich groBer Kopplungen gilt die Gleichung 


c c 2ew 
& = Ww a 5 = =—— 27 eee 
W—1Y, W+t¥, w? + 98 
Der Vergleich mit der Funktion c) (1) zeigt, da8 zu setzen ist: 


a= 2e, b= ¥3, r, = 1, 


um die Ergebnisse der voraufgegangenen Abschnitte anwenden zu 
kénnen. Die Anderung von b ist durch Anderung der Eigen- 
schwingungen von Sekundar- und Tertiarkreis vorzunehmen, und zwar 
ist der eine Kreis in demselben Mafe héher zu stimmen, in welchem 
der andere tiefer gestimmt wird. Einfacher ist es, die Eigenschwingung 
des Tertiairkreises festzuhalten, die des Sekundirkreises schrittweise 
zu indern und die des Primarkreises kontinuierlich zu andern, wie in 
Fig. 11 angedeutet ist. Hierbei findet nur eine Anderung der Sym- 
metrielage y — 0 statt. Die Fig. 7 bis 10 veranschaulichen, wie bei 
konstanten a bzw. c und abnehmendem b bzw. y, die Hauptlésung in 
die Héhe gezogen wird. Um diesen Vorgang handelt es sich im 
folgenden. Wir beginnen zunaichst mit dem Fall der StoSerregung. 


Um auBergewohnliche StoBerregung herzustellen, ist in Fig. 11 
der Drossel ein Widerstand W vorzuschalten, wie im zweiten Teil 
_der Untersuchung, Abschnitt c), Fig. 6 und 7, auseinandergesetzt ist. 
Dem Widerstand W wird eine Kapazitit parallel gelegt, um das 
gleichzeitige Auftreten mehrerer Schwingungen zu ermdéglichen. Bei 
Versuchen mit einem 10-Watt-Rohr hatte dieser Widerstand Werte 
von 7000 bis 10000 82. Ist zunichst der Sekundarkreis wesentlich 
tiefer gestimmt als der Tertiirkreis, so werden bei Verinderung der 
Primarkapazitit zwei getrennte Bereiche von Schwebungen auftreten, 
indem der Primiirkreis einerseits mit dem Sekundirkreis, andererseits 
mit dem Tertiirkreis in Resonanz kommt. Je héher der Sekundar- 
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kreis gestimmt wird, um so naher riicken diese Bereiche aneinander 
und wachsen schlieBlich zu einem Bereich zusammen, sobald gleiche 
Kopplungen vorhanden sind. In der Symmetrielage y = 0 findet so- 
dann der erste aus drei Frequenzen gebildete Symmetriefall statt. 
Sind die Kopplungen merklich verschieden, so findet ein Sprung von 
einer Schwebung zur anderen statt. Bei hinreichender Riickkopplung 
kénnen in einem engen Bereiche auch alle drei Frequenzen auftreten, 
was an dem Geriusch erkannt wird, welches in einem mit der Anoden- 
leitung gekoppelten Telephon hérbar wird. Diese Erscheinungen 
kénnen dazu dienen, um auf gleiche Kopplung einzustellen, und zwar 
wird die Einstellung um so genauer, je hoher man die Hauptlésung 
zieht. Die in Fig. 11 angegebenen Kapazitatswerte sind einer solchen 
Einstellung entnommen. Die Berechnung der Kopplungen ergibt den 


| 1 


Fig. 12. 


Wert 0,08. Bei dieser Kopplung besteht die Halbperiode der 
Schwebungen, welche bei abgestimmtem Primir- und Tertidrkreis 
und hinreichend verstimmtem Sekundirkreis auftreten, aus 1:0,08 
= 12,5 Schwingungen. Wird auch der Sekundarkreis abgestimmt, 
so ist das System zweiwellig (y, = 0) und besitzt die Kopplung 
0,08 y2. Die ganze Periode der auftretenden Schwebungen besteht 
in diesem Fall aus 12,5 ayo = 17,5 Schwingungen. Die Anzahl der 
Schwingungen, welche auf die Periode des zu betrachtenden Schwin- 
gungsvorganges entfallen, wird zwischen diesen beiden Grenzen liegen. 
Von dem Vorgang habe ich drei Oszillogramme bei der Frequenz 
22.3000 aufgenommen. Das erste Oszillogramm, bei welchem die 
Periode aus 14 Schwingungen bestand, stellt den Grenzfall einer 
»Modulation“ dar, indem die Mittelfrequenz eine doppelt so grofe. 
Amplitude hatte als eine von den beiden auBeren Frequenzen. Fig. 12 
ist eine Abzeichnung des zweiten Oszillogramms, bei welchem die 
Periode 15,5 Schwingungen umfaBte. Die obere Kurve stellt den Primar- 
strom, die untere den Anodenstrom dar. Fiir 53/, Schwingungen 


Uber das Auftreten yon Schwebungen bei riickgekoppelten Schwingungen. 385 


findet eine Amplitudenumkehr statt. Die Amplitude der Mittelfrequenz 
verhalt sich zur Amplitude der fiuBeren Frequenzen wie 3:4. Bei 
dem dritten Oszillogramm betrug das Amplitudenverhiltnis 1:2. Die 
neu auftretende, in Fig. 12 angedeutete Spitzengruppe arbeitet der 
Mittelfrequenz entgegen und verdringt diese, sobald sie gréSer wird. 
Das Ausscheiden cer Mittelfrequenz geht diskontinuierlich vor sich 
und wird daran erkannt, daS der Ton im Telephon um eine Oktave 
springt. Um die Angaben iiber die Versuche zu vervollstandigen, 
so verhielten sich die Selbstinduktionen von Primir-, Sekundir- und 
Tertiarkreis wie 1:1,2:1,15. Die Dimpfungen von Sekundar- und 
Tertiirkreis waren nicht genau gleich. Das Dekrement betrug bei 
der Frequenz 22.3000 fiir den Sekundarkreis 0,05 und fiir den 
Tertiarkreis 0,06. 

Bemerkenswert ist, da bei nahezu derselben Kinstellung der 
Kreise eine andere Erscheinung hergestellt werden kann, welche keiner 
Abianderung der Riickkopplung bedarf. Wird der Widerstand W in 
Fig.11 fortgelassen, und gelingt es, durch Verkleinerung von y, die 
Hauptlésung hinaufzuziehen, bis das Gebiet erreicht ist, in welchem 
die Dampfungen der beiden Aueren Frequenzen mit wachsender 
Réhrensteilheit wieder zunehmen, so wird die aus den 4Auferen 
Frequenzen gebildete Schwebung, sobald sie anlauft, nicht durch- 
brechen, sondern es werden sich alle drei Frequenzen zugleich aufrecht- 
erhalten. Es handelt sich um den oben erwahnten zweiten Fall, in 
welchem die Amplitudenschwankungen des Primarstromes zu einem | 
Minimum werden. Die Herstellung der drei Frequenzen wird bei 
den in Fig.11 gegebenen Abstimmitteln auf folgende Weise mdglich. 
Durch Tieferstimmen des Primarkreises kann man stets erreichen, 
daB sich die tiefere Frequenz einstellt. Man gibt dem Primirkreis 
wiederum eine hdhere Eigenschwingung, bleibt indessen merklich 
unter der Eigenschwingung des Tertiirkreises, so dafs die tiefere 
Frequenz aufrechterhalten bleibt. Durch Tieferstimmen des Sekun- 
diirkreises kann man nunmehr erreichen, daf sich die Mittelfrequenz 
einstellt. Es kann bereits der aus den drei Frequenzen gebildete 
Vorgang eintreten, sobald die Sekundirkapazitét wiederum verkleinert 
wird. In jedem Falle gelangt man an eine Stelle, bei welcher die 
Schwingung in die tiefere oder die héhere Frequenz umspringt. Wir 
nehmen an, daS der Primarkreis noch in solchem Mahe gegen den 
Tertiirkreis tiefer gestimmt sei, dah die tiefere Frequenz zum 
Vorschein kommt. Fiir diesen Fall ist es nur notwendig, den Primar- 
kreis etwas héher zu stimmen und die am Sekundarkreis ausgefiihrte 
Operation zu wiederholen. Mehrere solche Versuche fiihren zu dem 
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Vorgang, sobald dieser bei den gewiahlten Verhiltnissen tiberhaupt 
méglich ist. Je héher die Hauptléisung hinaufgezogen wird, um so 
intensiver wird der Vorgang, jedoch verkleinert sich der Bereich, 
innerhalb dessen sich die drei Frequenzen bei Veranderung der 
Primarkapazitat aufrechterhalten, indem bei VergréBerung der Kapa- 
zitit die tiefere Frequenz, bei Verkleinerung die hdhere Frequenz 
durchbricht. Der Bereich reduziert sich schlieBlich auf Null, indem 
entweder die tiefere oder die héhere Frequenz durchbricht. Beim 
Zuschalten des Widerstandes W in Fig. 11 stellt sich entweder die aus 
den beiden fiuBeren Frequenzen gebildete Schwebung ein, indem die 
Mittelfrequenz ausscheidet, oder es bleiben die drei Frequenzen be- 


Wied lel 
~Vel 


Fig, 18. 9241418. Fig. 14. 9:10:11. 
stehen, indem eine Phasenverschiebung der Schwebung gegen die 
Mittelfrequenz um 2/2 eintritt. ; 

Die Oszillogramme in Fig.13 und 14 behandeln den zweiten 
durch anomale Riickkopplung hervorgerufenen Vorgang. Diese wurden 
an der im ersten Teil der Untersuchung angegebenen Zweiréhren- 
anordnung in Fig. 2 aufgenommen. Die Anordnung, welche fiir 
tiefe Frequenzen besonders geeignet ist, diente daselbst zur Unter- 
suchung der Schwebungen bei StoBerregung. Der Ableitungswider- 
stand am Gitter des Hauptrohres lag in der Gré8enordnung von 
10° Ohm. Verkleinert man indessen den Widerstand erheblich, etwa 
auf 3.106Ohm bei Frequenz 22.100, wihrend der Abriegelungs- 
kondensator 2000cm betragt, so wird die Schwingung in solehem 
MaBe stabilisiert, daS Schwebungen der ersten Art ausgeschlossen 
sind. Unter diesen Bedingungen sind die Oszillogramme auf- 
genommen, und zwar zeigt Fig.13 den Fall, in welchem die drei 
Frequenzen im Verhiltnis 9:11:13 stehen), fiir Fig. 14 sind die Ver- 


1) Esist jedoch nicht notwendig, da8 das Verhaltnis der Frequenzen rational ist. 
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haltniszahlen 9:10:11. Die obere Kurve stellt den Primirstrom dar, 
die zweite den Strom des hdher gestimmten Kreises, die dritte den 
des tiefer gestimmten Kreises, die vierte Kurve zeigt den Verlauf 
des Anodenstromes. In dem héher gestimmten System beobachtet 
man die aus héherer und mittlerer Frequenz gebildete Schwebung, 
in dem tiefer gestimmten System die aus tieferer und mittlerer 
Frequenz gebildete Schwebung. Der Oszillograph besa8 nur zwei 
Schleiten, die genaue Zusammenstellung beider Aufnahmen wurde 
durch eine dritte Aufnahme vermittelt. Die Schwingungskreise waren 
magnetisch gekoppelt. Dabei lieB es sich nicht vermeiden, da8B auch 
zwischen dem Sekundarkreis und dem Tertiarkreis eine lose Kopplung 
bestand. Die Symmetrie kann aber zufolge der Gleichungen (33) 
und (34) in Abschnitt ¢) wiederhergestellt werden (d’ = 0), sobald 
etwa die Kopplung zwischen Primarkreis und Sekundarkreis gedndert 
wird. Die Symmetrie wird im Oszillographen daran erkannt, daB die 
beiden Maxima des Primarstromes innerhalb einer Periode des Vor- 
ganges gleich gro8 werden. 

Fiir den beschriebenen Vorgang sind Anodenwechselstrom und 
Anodenwechselspannung in Phase. Wird die primare Riickkopplung 
durch eine sekundiare ersetzt, und der Tertiarkreis mit dem Sekundar- 
kreis gekoppelt, so sind nur zwei Schwingungen méglich, und zwar 
gibt es fiir jede der beiden Schwingungen einen stabilen und einen 
labilen Zustand, so daB sie auch Schwebungen miteinander bilden 
kénnen. Die eingehende Untersuchung ergibt jedoch, daB bei diesem 
Vorgang die Phasenverschiebung zwischen Anodenwechselspannung 
und -strom einen wesentlichen Einflu8 hat. Im folgenden soll eine 
auch in anderer Hinsicht interessante Entwicklung gegeben werden, 
welche zeigt, daS auch Schwebungen méglich sind, wenn Anoden- 
wechselspannung und -strom in Phase sind. 

f) Inselbildung bei Verinderung der Higenschwingung 
des Tertiirsystems. Bisher wurde in der analytischen Unter- 
suchung nur die Eigenschwingung des Primarsystems als verdander- 
_liche GroBe betrachtet. Die Anderung der Eigenschwingung eines 
anderen Systems fiihrt bei drei Kreisen zu neuen Ergebnissen. Zunichst 
greifen wir nochmals auf zwei Kreise zuriick. In die allgemeinen 
Gleichungen von a) (10) und (11) fiir zwei Kreise setzen wir 


h=h, y=” (1) 
und fiihren entsprechende Variablen ein: 
414+, 4 = ly. (2) 


Somit findet sich fiir den stationiren Zustand die Gleichung 


(—r+io)[1Fiv—y)]ta+bi=0. (3) 
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Durch Anwendung der linearen Transformation 

=e ¥; y=-y, (4) 
welche zu sich selbst reziprok ist und leicht geometrisch gedeutet 
werden kann, geht (3) iiber in die Gleichung b) (6), welche gilt, 
wenn die Eigenschwingung des Primirkreises geaindert wird. Somit 
liefert die Verinderung der Eigenschwingung des Sekundirkreises 
nichts Neues. Die Beziehung zwischen r 
und y ist dieselbe, indem durch (4) nur 
eine Spiegelung an der r-Achse statt- 
findet. Die Gleichung (3) gibt indessen 
zu einer einfachen geometrischea Deutung 
Anlaf$. Schreiben wir sie in der Form 


darn 


if 


L ee (5) 
5 0 ay % go durchlaufen bei pele oe von y die 
Fig. 15. Wertepaare von r und v zufolge der be- 


stehenden Kreisverwandtschaft einen Kreis. 
Die Entwicklung des reellen Anteils liefert die Gleichung eines 


Kreises, ve+trt bv—ra= 0, (6) 

welcher durch den Koordinatennullpunkt hindurchgebt und den Punkt 
b 

(— 7 ) zum Mittelpunkt hat (Fig.15). Die Konstruktion des 


Wertes von y kann mit Hilfe der aus (3) folgenden Gleichung 


Pry 1s oe +d 
i . (7) 
ausgefiihrt werden und ist in Fig.15 angedeutet. 


Die Betrachtung findet auf drei Systeme Anwendung. Wir gehen 
aus von der Gleichung 


eB eee Ga) a + Pree (8) 
Fiir den stationiren Zustand ‘tbe, 
¢ 
r = ; 
Ti sie= fe eer i ere ®) 


Die Gleichung ist in den Variablen v,r,y3 za diskutieren. Durch die 
Substitution 


sy" algae 
1 Th (10) 
geht (9) iiber in 


(r++) Fey — alt +i(2=*) |4 2 =o. (11) 
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(10) stellt nichts anderes dar als die Gleichung fiir zwei Kreise bei 
Verinderung der Eigenschwingung des Primirkreises. Da nur elek- 
trische oder magnetische Kopplung vorausgesetzt ist, handelt es sich 
um die in Fig.12 des zweiten Teiles der Untersuchung gegebenen 
Kurven, welche die Abhingigkeit zwischen y und + und zwischen 
y und v darstellen. Fiir den Wert a = 1,5 sind die Kurven nochmals 
in Fig.16 wiedergegeben. Sie berechnen sich am einfachsten nach 


der Formel A 


T+e ; 
Die Gleichung (11) kann mit (3) identifiziert werden, und man erhilt 
fiir die Beziehung zwischen y und r—r’ einen Kreis, 


(y¥—y, + (r—r')? — = —r') =0, (13) 


U 


=r, v(l—r)=y. (12) 


welcher die y-Achse beriihrt, da nur elektrische oder magnetische 
Kopplung vorausgesetzt ist. Diesen Kreis enthalt Fig.16, und zwar 
ist gesetzt: y; = 0,5, c = 1,1, r,; = 1. Fiir jeden Wert y sind durch 
die Kurven die zugehérigen Werte von v,1r',r—r', also auch r ge- 
geben. Den Wert von y, findet man zufolge (11) aus 

Ys r—r 


Fiihrt man die Konstruktion aus, so erhalt man Fig.17, in 
welcher die gesuchten Beziehungen zwischen y; und r und zwischen 
yz; und v wiedergegeben sind. Um den Kurvenverlauf naher zu er- 
lautern, beachte man, daB nur die ausgezogenen Kurventeile in 
Fig. 16 in Frage kommen, welche durch orthogonale Projektion der Um- 
kehrpunkte des Kreises herausgeschnitten werden. Der Kreis in Fig. 16 
wird auf der y-Achse verschoben, wenn die Einstellung y, des Primar- 
kreises geindert wird. Gleitet der Kreis in Fig.16 nunmehr von 
rechts nach links und erreicht den ersten Umkehrpunkt der Schleifen- 
kurve, so bildet sich die Insel aus. Ist der Kreis an den zweiten 
Umkehrpunkt gelangt, so teilt sich die Insel in zwei Schleifen auf. 
Der Kreis in Fig.16 befindet sich in der Nahe dieses Umkehrpunktes, 
und Fig.17 ]48t daher die Umbildung der zweiteiligen Kurve in 
eine einteilige Kurve, bestehend aus einer links liegenden gréferen 
Schleife und einer rechts liegenden kleineren Schleife, erkennen. 
Innerhalb der Insel liegen drei Verzweigungspunkte der dreiblattrigen 
(r, yg)-Ebene, deren Verzweigungsschnitte, wie in Abschnitt d), sowohl 
nach Frequenzen wie nach Dampfangen diskutiert werden kénnen. 

Durchlauft man die Kurve, welche die Insel in Fig.17 durch- 
setzt, von rechts nach links, so sind beim Eindringen in die Insel 
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die Vorbedingungen fiir das Zustandekommen von Schwebungen ge- 
geben. Solche Schwebungen treten bei geeigneten Riickkopplungs- 
graden auf, ihre Herstellung erfordert indessen einige Geduld, da es 
auf eine genaue Einstellung des Primirkreises und der Riickkopplung 
ankommt. 

Wird die primaire Riickkopplung durch sekundaire Riickkopplung 
ersetzt, so kann der Kurvenzug, welcher die Insel durchsetzt, be- 


P'(r-r') 


Fig. 16. 


seitigt werden, und zwar ergibt sich nur bei bestimmten Einstellungen 
des Primarkreises und Anderung der Eigenschwingungen des Tertiir- 
kreises ein geschlossener Kurvenzug. Obschon diese Tatsache von 
Interesse ist, betrifft sie nicht den Gegenstand der Untersuchung. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen geben noch zu einer Bemerkung 
AnlaB. Die Bedingungen, unter denen Schwebungen auftreten, 
wurden angegeben. Wie in der Einleitung des ersten Teiles der 
Untersuchung hervorgehoben wurde, finden im allgemeinen, auch 
wenn beide Schwingungen den gleichen Riickkopplungsgrad aufweisen, 
Schwebungen nicht statt. Vielmehr bleibt bei Veranderung der Eigen- 
schwingungen eines Systems die vorhandene Schwingung fiir einen 
bestimmten Bereich bestehen, auch wenn die andere migliche 
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Schwingung wahrscheinlicher geworden ist. Diese Erscheinung be- 
zeichnet man in der Technik als ,Ziehen“. Das Auftreten der 
Schwebungen macht begreiflich, daS eine umfassende analytische 
Behandlung der Erscheinung nicht ausfiihrbar ist). Um so be- 
merkenswerter ist der Fall des Umspringens von der einen in die 
andere Schwingung, welcher nur durch die hochgezogene Schwingung 
verursacht wird. Dieser von mir entdeckte Fall, welcher im zweiten 
Teile der Untersuchung in Abschnitt d) bereits beriihrt wurde, ist 
durch die Umkehrpunkte der aus 


dem linearen Ansatz hergeleiteten WAM A 
Schleifenkurve gegeben. Von | 

diesem Vorgang habe ich spater | 

oszillographische Aufnahmen ge- OAM 


mmcosa wieder tim. AG owieder= = = 
gegeben sind. Die Oszillogramme 
sind unter denselben Bedingungen drown NNN 
wie die von Fig.13 und 14 auf- 
genommen und stellen den Strom IK | i | | | i} | | | 


im Primirkreise und den Anoden- 
strom dar. In dem oberen Oszillo- Fig. 18. 
gramm haben die beiden Kreise 
eine Kopplung, welche in der Nahe der kritischen Kopplung liegt, 
wahrend das untere bei einer festeren Kopplung aufgenommen ist. 
Indem bei wachsender Riickkopplung von einem bestimmten Grade 
ab der Bereich zwischen den Umspringstellen nicht mehr zunahm, 
konnte geschlossen werden, daf die Umkehrpunkte erreicht wurden, 
und zwar besa8 die Primiarkapazitét an den Sprungstellen fiir das 
obere Oszillogramm die Werte 0,277 + 0,004 uF, fiir das untere die 
Werte 0,278 + 0,023 uF. Fiir die festere Kopplung kann der Beweis 
auch durch Rechnung erbracht werden. Die Dampfung des Sekundar- 
kreises und die Kopplung wurden oszillographisch bestimmt, indem 
einerseits eine abklingende Schwingung aufgenommen wurde (Oszillo- 
gramm in Fig.3a des ersten Teiles), andererseits die Schwebungen 
im gekoppelten System bei abgestimmten Kreisen. Aus den Werten 
== O09, k = 0,08, AC, C, = 0,085 
kann durch Konstruktion der zugehdrigen Schleifenkurve die Rich- 
tigkeit der Behauptung erwiesen werden. Die Oszillogramme zeigen 
1) Unter besonders einfachen Annahmen hat B. van der Pohl eine analy- 
tische Begriindung des metastabilen Gebietes gegeben. Phil. Mag. 48, 700, 1922. 
Die Beriicksichtigung der fiinften Oberschwingung liefert das Ergebnis, dab 


auch bei Gittervorspannung mittels Batterie Schwebungen méglich sind. Solches 
wire bei schnellen Schwebungen innerhalb der Koharenzbereiche denkbar. 
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die Diskontinuitét des Vorganges beziiglich der Frequenz, indem bei 
dem ersten Oszillogramm nach der Amplitudenzunahme noch eine 
schwache Amplitudenabnahme erfolgt, bei dem zweiten Oszillogramm 
eine mehrfache Amplitudeninderung zu erkennen ist. Einen noch 
scharferen Beweis fiir diese Diskontinuitaét stellen die durch anomale 
Riickkopplung erzeugten Schwebungen dar. Selbst unterhalb der 
kritischen Kopplung kénnen bei geeigneten Riickkopplungsgraden 
noch Schwebungen erzeugt werden. Fig.19 erlautert 
dies. Die links vom Verzweigungspunkte eingezeichnete 
Ordinate schneidet die Kurve in zwei Punkten, welche 
verschiedenen Schwingungen angehéren. Indessen 
treten die Schwebungen nur bei geeigneten Riick- 
kopplungsgraden auf, und es bleibt hinzuzufiigen, dab 
die beiden Schwingungen, sobald sie gleichzeitig vor- 
handen sind, in Abhangigkeit von der Riickkopplung 
sich auch beziiglich ihrer Frequenz gegenseitig be- 
einflussen. Die im ersten Teil wiedergegebenen Oszillo- 
gramme, welche innerhalb der Kohiarenzbereiche bei starken Riick- 
kopplungen aufgenommen sind, bestatigen dies. 


J 


Fig. 19. 


Berlin, 29. Marz 1924. 
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Uber eine Art der Sekundarstrahlung der »-Strahlen. 
Von D. Skobelzyn in Leningrad (RuBland). 
(Vorlaufige Mitteilung.) (Eingegangen am 15, April 1924.) 


Die y-Strahlen des Radiums wurden mit Hilfe der Methode von 
C. T. R. Wilson untersucht. Es wurde die Elektronenemission mit 
einer Reichweite von der Ordnung eines oder mehrerer Zentimeter 
beobachtet. Die Resultate dieser Beobachtungen stehen in einem 
vollen Kinklange sowohl mit den Folgerungen der Debye-Compton- 
schen Theorie der Streuung, welche zur Annahme der Existenz 
eines ,RickstoBes“ fiihrt, als auch mit den Beobachtungen von 
Wilson und Bothe, die die betreffende Erscheinung im Falle 
harter Réntgenstrahlen beobachtet haben. 


Die Wilsonsche Methode, mit deren Hilfe die Frage nach der 
Absorption der Réntgenstrahlen vor 12 Jahren endgiiltig beantwortet 
wurde, gibt uns gegenwartig die Méglichkeit, dem Verstindnis des 
elementaren Mechanismus der Zerstreuung der Strahlungsenergie 
niher zu kommen — ein Problem, dessen grundlegende Bedeutung 
allgemein anerkannt ist. 

Die Absorption eines Energiequantums der Réntgenstrahlung wird 
von dem Ausschleudern eines Elektrons begleitet. Die Geschwindig- 
keit des ausgeschleuderten Elektrons entspricht der Einsteinschen 
Gleichung; sie geniigt zur Ionisierung des Gases durch das Elektron 
auf einer Weglinge von der Ordnung eines oder mehrerer Zentimeter. 
Wahrend der Zerstreuung eines Strahlungsquantums wird, nach der 
Debye-Comptonschen Theorie, dem Elektron ebenfalls eine Ge- 
schwindigkeit mitgeteilt, die aber im Falle der Réntgenstrahlen klein 
ist im Vergleich zu der Geschwindigkeit der Elektronen, welche ein 
ganzes Quant der Strahlungenergie erhalten haben (der Photo- 
elektronen); sie kann durch die photographische Methode von Wilson 
nur in dem Falle entdeckt werden, wo die Wellenliange der Réntgen- 
strahlung kleiner als 0,5 A ist. In diesem Falle kommt auf den 
Wilsonschen Aufnahmen eine grofe Anzahl von Elektronen zum 
‘ Vorschein, deren Weglangen gewéhnlich von der Gréfenordnung 
0,1 mm sind und selbst fiir hirteste Strahlung den Wert 1,5 mm nicht 
iibertreffen 1) (,,sphere tracks“, ,,fish tracks“). Diese RiickstoSstrahlung 
wurde auch von Bothe beobachtet?). 

Der von Debye und Compton eingefiihrten Vorstellung tiber 
den Mechanismus der Zerstreuung liegt die Annahme der Existenz 


1) Proc. Roy. Soc. 104, 10, 1923. 
2) ZS. £. Phys. 16, 319; 20, 237, 1923. 
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eines ,RiickstoBes“ des die Zerstreuung hervorrufenden Elektrons 
zugrunde. Ein unmittelbarer Nachweis der Existenz dieses RiickstoBes 
kann an und fiir sich als eine wesentliche Bestitigung der Richtigkeit 
dieser Vorstellungen gelten. Jedoch kann die Erscheinung unter den 
Verhiltnissen, in denen sie von Wilson beobachtet wurde, nicht mit 
der erwiinschten Vollstindigkeit untersucht werden. Die Weglange 
des einen RiickstoB erleidenden Elektrons ist viel zu klein, um eine 
Priifung der Folgerungen der Theorie zu erméglichen. Speziell kann 
die Frage nach der Richtung des RiickstoBes nicht beantwortet werden, 
nimlich die Frage, ob der RiickstoB nur in der Richtung des ur- 
spriinglichen Strahles geschieht, wie es die Wilsonschen Aufnahmen 
anzudeuten scheinen, oder ob nicht vielmehr verschiedene Richtungen 
des RiickstoBes méglich seien. Wie es Wilson hervorhebt, ist die 
erstere Annahme sehr wohl mit der Vorstellung vereinbar, da die 
Streuung eines Strahlungsquantums in der Form einer kontinuierlichen 
sphirischen Welle geschieht, wobei der gesamte Impuls des urspriing- 


lichen Strahles, der den Wert —* hat, an das Elektron abgegeben 


wird. Die korpuskulare Theorie von Debye-Compton, die dem 
Quant der zerstreuten Strahlung eine véllig bestimmte Richtung zu- 
schreibt, fiihrt dagegen zu dem SchluS, da8 der RiickstoB8 nicht nur 
in der Richtung des urspriinglichen Strahles, sondern auch in ver- 
schiedenen anderen Richtungen erfolgen kann, die mit der Richtung 
des primaren Strahles einen Winkel bilden, der den Wert 90° nicht 
tbertrifft. Die erwahnte Zweideutigkeit der méglichen Deutung der 
Tatsachen, die von der Theorie der Zerstreuung vorausgesagt und mit 
Hilfe der Wilsonschen Methode beobachtet sind, bezieht sich auch 
auf diejenigen Erscheinungen, welche zur Priifung der Theorie auf 
spektroskopischem Wege dienen kénnten. Auch in diesem Falle kann 
die grundlegende Tatsache, da namlich der Strahl infolge der Zer- 
streuung weicher wird, eine Tatsache, die als Ausgangspunkt der 
Comptonschen Berechnungen gedient hat, durch den Dopplereffekt 
erklart werden, wenn man die Annahme von der spharischen Wellen- 
form der Zerstreuung beibehalt und die Ubertragung des Impulses 


v 
Sage das streuende Elektron annimmt?). 
Der Umstand, da8 die von Wilson erhaltenen Resultate sich als 


unbefriedigend erweisen, ist dadurch bedingt, da8 Wilson Réntgen- 
strahlen angewandt hat, deren Harte die ,Grenzhirte“ nur wenlg 


1) Bauer, OC. R. 177, 1031, 1923. 
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iibertraf; unter Grenzhirte verstehen wir diejenige kleinste Harte, 
welche nétig ist, damit man die Erscheinung mit Hilfe der Wilson- 
schen Methode beobachten kénne. Das einfachste Mittel, die Er- 
scheinung in einem sehr viel griéBeren Mafstabe zu beobachten, ist 
die Anwendung der y-Strahlen des Radiums. 

Die Méglichkeit der Anwendung der Methode der Kondeusations- 
kammer zur Untersuchung der betrachteten Erscheinung kénnte viel- 
leicht auf den ersten Blick zweifelhaft erscheinen; die Erscheinung 
wird namlich durch sehr harte Strahlen, die y-Strahlen, hervorgerufen; 
die letzteren wirken aber auf das Gas viel schwiicher, als die weichen 
Réntgenstrahlen. Hierzu ist folgendes zu bemerken. Freilich existiert 
ein groSer quantitativer Unterschied zwischen den Strahlen beider 
Typen in bezug auf die Absorption; der Unterschied in bezug auf 
den durch Zerstreuung hervorgerufenen Effekt ist aber bei weitem 
nicht so wesentlich. Der wahre Absorptionskoeffizient, der mit der 
dritten Potenz der Wellenlange abnimmt, ist fiir y-Strahlen yanz 
unbedeutend. Der Unterschied zwischen den Streuungskoeffizienten 


‘ BES: s 
ist dagegen bei weitem nicht so groB (2 = 0,2 fiir Réntgenstrahlen 
0 g 


und = = 0,04 fiir y-Strablen ) 


Nach der neuen Streuungstheorie wird ein einzelnes Energiequant 
durch ein einziges Elektron zerstreut. Die Anzahl der Elektronen, 
die in einem gegebenen Gasvolumen wahrend einer Zeiteinheit einen 
Riicksto8 erlitten haben, ist also der Anzahl der in demselben Volumen 
zerstreuten Quanten gleich. Nimmt man die Anzahl der von 1 g 
Radium emittierten Quanten gleich 3,4.102° in der Sekunde!) und 
setzt man den Strenungskoeffizienten gleich 0,042), so kann man nach 
einer einfachen Rechnung die Anzahl der Elektronen bestimmen, die 
in einem gegebenen Volumen einen ,StrahlungsstoB“ erlitten haben. 
Diese rohe Berechnung ergibt fiir die Wilsonsche Kammer eine Zahl 
von der Ordnung 10 in 0,01 sec, falls ein Praparat von 30mg Radium 
in einem Abstand von 50cm von der Kammer sich befindet, eine Zahl, 
die fiir die Beobachtung und zum Photographieren vdllig ausreicbt. 

Im Falle der y-Strahlen, deren Wellenlinge von der Ordnung 
0,01 A ist, kann die dem Elektron durch den RiickstoB mitgeteilte 
Energie einen sehr betrichtlichen Wert annehmen; erfolgt der Riick- 


1) Rutherford, Rad. Subst., 8. 294. 


8 
2) Nach der Comptonschen Theorie mu man in der obigen Rechnung “i 


gleich 0,07 setzen. Compton, Phys. Rey. 21, 500, 1923. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXIV. 98 
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stoB in der Richtung des primiren Strahls (d.h. ist der Streuungs- 
winkel gleich 180°), so ist die Energie von der Ordnung hy», d. bh. 
von der Ordnung der Energie der f-Strahlen. Die Weglange dieser 
schnellen Elektronen iibertrifft vielfach die Dimensionen der Wilson- 
schen Kammer, und die Untersuchung dieser Wege mit Hilfe der 
Kondensationsmethode wiirde schwierig sein. Nun ist aber nach der 
Comptonschen Theorie der Fall der Streuung unter einem so grofen 
Winkel héchst unwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit der Streuung 
erreicht vielmehr ihren gréSten Wert fiir kleine Winkel; die von 
Compton erhaltene empirische Kurve, die die Abhangigkeit der 
Intensitat der Streuung von dem Streuungswinkel wiedergibt, und 
ebenso die von ihm theoretisch abgeleitete Kurve, zeigt, daB die 
betrachtete Wabhrscheinlichkeit sehr stark mit der Zunahme des Winkels 
abnimmt. Fiir kleine Streuungswinkel ist die dem Elektron mitgeteilte 
Energie klein im Vergleich mit der Strahlungsenergie, wobei die 
Richtung des geschleuderten Elektrons nahezu senkrecht zur Richtung 
des Strahles ist. Ist z. B. der Streuungswinkel gleich 20° so erhalt 
das Elektron (im Falle 4 = 0,024 A) die Energie 0,06 hv, welcher 
eine Weglange von etwa 4cm entspricht. 

Aus dem oben Gesagten kénnen wir den folgenden SchluB ziehen. 
Falls der Mechanismus der Streuung der Debye-Comptonschen 
Hypothese entspricht, darf man erwarten, da8 in einem der Wirkung 
der y-Strahlen unterworfenen Gase mit Hilfe der Wilsonschen Methode 
eine Elektronenstrahlung kleiner Reichweite entdeckt werden kann. 

Wir haben den durch die y-Strahlen eines Radiumpraparats von 
0,03 Curie hervorgerufenen Effekt beobachtet, wobei wir uns eines 
nach den Wilsonschen Daten konstruierten Expansionsapparats be- 
dienten. Unter giinstigen Umstinden — wenn die adiabatische Aus- 
dehnung von keinerlei stérenden Strémungen begleitet wird — kann 
die Erscheinung sehr deutlich auf visuellem Wege beobachtet werden, 
wenn dabei die Kammer durch ein geniigend starkes Strahlenbiindel 
von einem Lichtbogen beleuchtet ist. Zahlreiche visuelle Beobachtungen 
dieser Art wurden auch wirklich ausgefiihrt. Diese Beobachtungen, 
sowie die von uns erhaltenen photographischen Aufnahmen, haben 
mit voller Kindeutigkeit das Erscheinen zahlreicher durch die y-Strahlen 
im Gase erzeugter Elektronen festgestellt, deren Weglingen von 
Bruchteilen eines Zentimeters bis 8 bis 10 cm variierten. 

Die Resultate unserer Beobachtungen unterscheiden sich von Daten, 
die Wilson in seiner im Jahre 1912 erschienenen Schrift 1) angibt. 


1) Proc. Roy. Soc. 87, 285, 1912. 
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Wilson schreibt namlich: ,the tracks in this case) are doubtless 
those of f-particles starting in the walls of the vessel“. 


Es scheint, daB die zitierte Behauptung eher als eine Annahme 
anzusehen ist, die keiner weiteren Priifung unterworfen wurde. Die 
Wilsonsche Methode gibt selbstverstindlich die Miglichkeit, die 
Frage zu beantworten, ob die das Gas ionisierenden Elektronen im 
Gase selbst oder in den Winden des GefiBes entstehen. Am deut- 
lichsten kann man sich in der unmittelbaren Wirkung der y-Strahlen 
auf das Gas in dem Falle iiberzeugen, wenn man ein geniigend 
schmales Biindel von y-Strahlen anwendet und dieses Biindel auf 
solche Weise durch die Kammer durchgehen 1a%t, da ihre obere 
Wand und der Kolben vor der Wirkung der y-Strablen geschiitzt sind. 
Die Beobachtungen mit einem schmalen Strahlenbiindel wurden auch 
tatsachlich vorgenommen. Das Biindel wurde durch einen Spalt in 
einem Stiick Blei ausgesondert; die Breite des Spalts betrug 0,4cm 
und die Linge 35cm. Das Biindel ging in der Mitte zwischen den 
beiden horizontalen Wanden der Kammer hindurch, deren Abstand 
mehr als 3cm betrug. Beide Wande waren somit vollstandig der 
Wirkung der y-Strahlen entzogen. In diesem Falle wurden im Zentrum der 
Kammer Elektronenbahnen beobachtet, deren Linge von der Ordnung 
eines Zentimeters war und die in einem bedeutenden Abstande von 
der Seitenfliche der Kammer begannen (die letztere war 16,5cm im 
Durchmesser). Lingere Wege, von der Ordnung 8 bis 12cm, waren 
auch deutlich sichtbar; in der Mehrzahl der Falle konnte man fest- 
stellen, daB sie im Gase entstehen. 

Die Beobachtungen mit einem schmalen Strahlenbiischel ermég- 
lichten auch festzustellen, daB der Effekt keineswegs der weichen 
sekundaren Strahlung zugeschrieben werden kann, deren Quelle im 
Radiumpraparat selbst stecken konnte. Die Benutzung der Blei- und 
Kupferschirme bedeutender Dicke hat namlich keine merkliche 
Anderung des Effektes hervorgerufen. 

Vor kurzem haben wir begonnen, die Erscheinung zu photo- 
_ graphieren; die zurzeit erhaltenen Aufnahmen bestatigen mit voller 
Eindeutigkeit die oben angefiihrten Resultate der visuellen Beob- 
achtungen. 

Die Tatsache, da8 im Falle der Ionisation durch y-Strahlen die 
Wege der ionisierenden Teilchen meistens im Gase selbst beginnen, 
kann unmittelbar durch Beobachtung dieser Wege mit Hilfe der 


1) Im Falle der Ionisierung durch y-Strahlen. 
28* 
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Kondensationsmethode festgestellt werden. Die Wirkung der Wande 
des GefiBes scheint unbedeutend zu sein). 

Dasselbe 148t sich auch in bezug auf die Wirkung der y-Strahlen 
auf das Elektroskop oder die Ionisierungskammer behaupten, falls die 
Wande dieser Apparate aus Glas oder aus leichten Metallen bestehen. 
Diese Behauptung wird durch unmittelbare Messungen bestatigt. So 
hat z. B. Eve?) die durch y-Strablen hervorgerufene Ionisation mit 
Hilfe eines Elektroskops gemessen, dessen Wande aus einem sebr 
diinnen Aluminium (etwa 0,003 em Dicke) bestanden, das in bezug 
auf die Absorption der 6-Strahlen einer Luftschicht von lem Dicke 
entsprach. Dieses Elektroskop konnte in einem Aluminiumzylinder 
von 1mm Dicke angebracht werden. Durch Verwendung des Alu- 
miniumzylinders wurde aber die Jonisierung nur auf 5 Proz. erhoht. 
W. 4H. Bragg’), Laby und Kaye?) u. a. sind zu einem entgegen- 
gesetzten Schlu8 gelangt: sie nahmen an, da die das Gas ioni- 
sierenden Elektronen in den Wanden des Gefafes erzeugt werden. 
Die genannten Autoren sind jedoch zu diesem Schlu8 auf einem 
indirekten Wege gekommen, indem sie die Abhangigkeit der Ionisation 
im Gase von dem im Gase herrschenden Druck untersuchten. Sie 
gingen von der Tatsache aus, da die Ionisierung naherungsweise 
linear mit dem Druck wachst, sowie von der Annahme, daB die durch 
y-Strahlen dem Elektron mitgeteilte Geschwindigkeit von der Ordnung 
derjenigen der am stirksten eindringenden #-Strahlen ist. Eine an- 
nihernde lineare Abhangigkeit ist aber auch in dem Falle zu erwarten, 
wenn die sekundare Elektronenstrahlung im Gase selbst entsteht, falls 
nur die Weglinge der Mehrzahl der ionisierenden Partikel kleiner als 
die Dimensionen des GefaBes ist, was nach unseren Beobachtungen 
auch wirklich stattfindet. 

Erscheinen die Elektronen im Gase beim Durchgang von y-Strahlen, 
wobei die Geschwindigkeit der Elektronen von der Ordnung der- 


1) Einen sehr bedeutenden Einfilu8 der Wande des GefiSes kénnte man 
in dem Falle erwarten, wo die 7-Strahlen sehr schnelle Elektronen, wie z. B. 
f-Partikeln, erzeugen, mit einer Weglinge (in der Luft) von der Ordnung mehrerer 
Dezimeter. In der Wilsonschen Kammer wiirde man in diesem Falle das Auf- 
treten einer grofen Anzahl nahezu geradliniger Wege zu erwarten haben, die 
die Kammer in verschiedenen Richtungen durchkreuzen (die Aufnahmen der 
Elektronenbahnen dieser Art sind in der neuen Arbeit von Wilson angefiihrt). 
Fir die tatsaichlich beobachtete Erscheinung ist der Umstand charakteristisch, 
daB die Nebelfaden eine sehr bedeutende Kriimmung besitzen und groBtenteils 
innerhalb der Kammer mit einer eigenartigen Verdickung und mit einer Schleife 
endigen. Die geradlinigen Wege kommen bedeutend seltener vor. 

2) Phil. Mag. 22, 534, 1911. 

3) Ebenda 20, 385, 1910. 

4) Ebenda 16, 879, 1908. 
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jenigen eines gewéhnlichen Kathodenstromes ist, so wird diese Er- 
scheinung durch die Wilsonsche Methode auch wirklich aufgedeckt 
und erméglicht eine unmittelbare Priifung der Folgerungen der 
Theorie. Das Studium der Verteilung der Anfangsgeschwindigkeiten 
der Elektronen bildet den Gegenstand der weiteren Untersuchung. 
Jedoch kénnen wir schon jetzt behaupten, daB8 in der Regel die 
Richtungen der Elektronen keineswegs mit derjenigen der y-Strahlen 
zusammenfallen, wie es sein miiBte, wenn der Mechanismus der Zer- 
streuung den klassischen Vorstellungen entspriche. In vielen Fallen 
haben wir Elektronen beobachtet, die in einer Richtung ausgeschleudert 
- wurden, welche zu derjenigen der y-Strahlen niherungsweise senkrecht 
ist (entsprechende Aufnahmen sind auch schon erhalten). Es scheint, 
da gerade eben diese Richtung die vorherrschende Richtung ist. 


Zusammenfassung. 


Beim Durchgang eines Biindels von y-Strahlen durch die Wilson- 
sche Wolkenkammer wurden im Gase Elektronen beobachtet, deren 
Geschwindigkeit einer Weglinge von der Ordnung einiger Zentimeter 
entspricht. Diese Geschwindigkeit ist sehr viel kleiner als diejenige, 
welche man nach der Einsteinschen Gleichung im Falle des photo- 
elektrischen Effektes der y-Strahlen erwarten kénnte. 

Die betrachteten Richtungen der Anfangsgeschwindigkeiten der 
Elektronen fielen im allgemeinen nicht mit der Richtung der y-Strablen 
zusammen. 

Die Resultate unserer Beobachtungen, sowie derjenigen von 
C. T. R. Wilson (seine Aufnahmen zeigen im Falle harter Réntgen- 
strahlen die Anwesenheit sehr kurzer Weglangen) kénnen durch die 
Annahme eines ,,RiickstoBes“ erklart werden, den das Elektron als 
Resultat der Zerstreuung eines Strahlungsquantums erfahrt. Die Beob- 
achtungen von Wilson kann man wohl mit der Annahme, die Zer- 
streuung geschehe in Form einer sphirischen Welle, in Hinklang 
bringen; unsere Beobachtungen dagegen widersprechen dieser Annahme 
und stimmen, wie es scheint, vielmehr mit den Folgerungen der 
Debye-Comptonschen Theorie iiberein. 


Leningrad, Physik. Lab. d. Polytechn. Institutes, 6. April 1924. 
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Zur 
Methodik der Messungen der kritischen Spannungen. 


Von Lydia Inge und Alexander Walther in Leningrad. 
(Eingegangen am 15. April 1924.) 


Um die Frage zu beantworten, ob die Dichte der bei den Messungen 

der kritischen Spannungen gebrauchten Netze auf die beobachteten 

Werte dieser kritischen Spannungen einen Hinfiu6 ausiiben kénnte, 

wurde eine Reihe von Messungen unternommen. Es lie sich aber 
kein Hinfiu8 feststellen. 


Unlingst hat Semenoff darauf hingewiesen), daB die experi- 
mentell gefundenen Werte der kritischen Spannungen mit Fehlern 
behaftet sein kdnnen, da die feine Struktur der bei den entsprechenden 
Messungen vorhandenen elektrischen Felder auBer acht gelassen wurde. 
Es ergab sich namlich die Frage, inwiefern der Energiezuwachs, den 
die Ionen in einem von Drahtnetzen gebildeten elektrischen Felde 
erhalten, mit der an diese Netze angelegten Spannungsdifferenz iiber- 
einstimmte. Es war zu erwarten, daf die Mehrzahl der Ionen einen 
etwas abweichenden Energiezuwachs bekam. Um diese Frage zu 
beantworten, wurde von uns eine Untersuchung der elektrischen Felder 
der Drahtnetze unternommen 2), wobei es sich herausstellte, daB diese 
Abweichungen unter den Bedingungen, unter denen die Messungen 
der kritischen Potentiale gewohnlich ausgefiihrt werden, mehrere Pro- 
zente erreichen kénnen. 

Die weiter sich darbietende Frage wire dann experimentell 
herauszufinden, in welchem Ma8e die gefundenen Werte der kritischen 
Potentiale von der Art der verwendeten Netze abhingen. 

Vom theoretischen Standpunkte aus mute man einen asymptoti- 
schen Gang der Ionisationskurve erwarten, und zwar aus zweierlei 
Griinden: 

1. Bei Steigernng des die ionisierenden Elektronen beschleuni- 
genden Feldes bekommen zuerst nur sehr wenige, dicht an den das 
Netz bildenden Drahten vorbeigeflogene Elektronen die nétige Energie, 
um ionisieren zu kénnen. Die Anzahl dieser schnelleren Elektronen 
wird bei weiterer Steigerung des beschleunigenden Feldes allmahlich 
gréBer und ebenso allmahlich mu auch die Ionisationskurve steigen. 


1) ZS. £. Phys. 19, 31, 1923. 
2) Ebenda 19, 192, 1923. 


Inge u. Waither, Zur Methodik der Messungen der kritischen Spannungen. 40] 


Einen steilen Aufstieg kénnen wir nur dann erwarten, wenn 
nahezu alle Elektronen die fiir die Ionisation nétige Energie besitzen 
werden, d. h. bei einem Wert der angelegten Spannungsdifferenz, 
der von der Ionisationsspannung um mehrere Prozente abweichen kann. 

2. Die Niveauflachen dicht am Netz sind nahezu geschlossene 
Zylinderflachen, und nur innerhalb des von ihnen eingeschlossenen 
Ruumes kénnen die schnelleren Elektronen existieren und ionisieren. 
Dieser Raum ist anfanglich verschwindend klein und wachst dann 
allmahlich bei Steigerung der Spannung. 

Die Steilheit des Aufstieges der Ionisationskurve mu8 in hohem 
Grade von der Dichte der verwendeten Netze abhingen. Es lie 
sich deshalb erwarten, daB man bei verschiedenen Netzen verschiedene 
Werte fiir die Ionisationsspannungen erhalten konnte. 

Um zu priifen, ob solch ein Einflu8 vorhanden ist, wurde von 
uns eine Reihe von Messungen der Jonisationsspannungen in Diampfen 
von Hg und Cd ausgefiihrt, wobei die Dichte der Netze in weitem 
Grade veraindert wurde (von 0,2mm Drahtdurchmesser und 0,8mm 
Maschenweite bis zu 0,5mm Durchmesser und 2mm Maschenweite). 
Die Ionisationsspannungen wurden sowohl nach der Methode von 
Franck, als auch nach derjenigen von Goucher gemessen. Da der 
Effekt besonders scharf bei niederen Dampfdrucken hervortreten 
mute, arbeiteten wir bei einem Druck von 0,01 bis 0,0005mm Hg. 

Wider jegliche Erwartung bekamen wir fiir Hg als Wert der 
Ionisationsspannung bei allen Netzen und beiden Anordnungen ein 
und denselben Wert — 10,4 + 0,1 Volt. Fiir Cd ergab sich der 
Wert von 9,0 + 0,1 Volt. Die Kurven zeigten auch kcineswegs einen 
asymptotischen Gang. Bis zum Wert der Ionisationsspannung war 
der Strom verschwindend klein, zeigte dann eine scharf ausgepragte 
sprungartige VergréBerung, und stieg wieder allmahlich an, so dab, 
wenn man die Voltachse um den Wert des Sprunges nach oben ver- 
schob, man den erwarteten asymptotischen Gang bekam, Je dichter 
das Netz war, das man benutzte, um so gréBer war der Sprung und 
um so steiler stieg nach ihm die Kurve an, 

Wenn auch die Ursache dieses sprunghaften Kinsetzens des 
Ionisationsstromes ginzlich unbegreiflich bleibt, 148t sich dennoch aus 
unseren Beobachtungen aller Wahrscheinlichkeit nach schlieBen, daB der 
gesuchte Effekt fiir Hg und Cd nicht existiert. Wahrscheinlich trifft 
dies auch fiir die anderen Stoffe zu. Die bisher vollfiihrten Messungen 
der kritischen Potentiale bedtirfen also in dieser Hinsicht keiner 


Korrektur. 
Leningrad, Physikalisch-Technisches Réntgeninstitut, Marz 1924. 
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Die Zahl der von Radium ausgesendeten «-Teilchen. 
Von Victor F. Hess in Graz und Robert W. Lawson in Sheffield. 
(Eingegangen am 16. April 1924.) 


Die von Geiger und Werner kirzlich verdffentlichte Neubestimmung 
der Zahl der von 1g Radium pro sec ausgesandten Zahl der «-Teil- 
chen wird einer eingehenden Kritik unterzogen. Es werden drei 
Haupteinwande vorgebracht und begriindet. Die Autoren schlieBen, 
daB der von Geiger und Werner erhaltene Wert zu niedrig ist und 
daB die von ihnen selbst im Jahre 1918 erhaltene Zahl (3,72. 101°) 
nicht weit ab vom richtigen Werte liegen kann. Einwande von 
Geiger und Werner gegen die zuletzt erwahnte Bestimmung werden 
als nicht zutreffeud zuriickgewiesen. 


Vor kurzem haben H. Geiger und A. Werner?) in dieser Zeit- 
schrift die Resultate der von ihnen mittels der Szintillationsmethode aus- 
gefiihrten Neubestimmung der Zahl der von 1g Radium pro Sekunde 
ausgesendeten Zahl von o-Teilchen veréffentlicht. Sie finden fiir 
diese Zahl den Wert 3,4.101% Dieser stimmt mit der von E. Ruther- 
ford und H. Geiger?) urspriinglich gefundenen Zahl iiberein, weicht 
aber von dem spater von Rutherford’) angegebenen korrigierten 
Werte (3,57.102°) ab und differiert ganz betrichtlich von dem von 
uns‘) im Jahre 1918 gefundenen Werte 3,72.1019. 

Angesichts dieser Unstimmigkeit méchten wir uns erlauben, im 
folgenden einige Bemerkungen zur Arbeit von Geiger und Werner 
zu verdffentlichen, insbesondere da wir am Beginne unserer langen 
Experimentalarbeit zu Resultaten gelangten, die durchaus Ahnlich 
denen Geigers und Werners sind; erst nach lingerer Fortsetzung 
unserer Beobachtungen und nach Vornahme zahlreicher Verbesserungen 
an unserem Apparat konnten wir der mannigfachen experimentellen 
Schwierigkeiten Herr werden und gleichmaBig héhere Werte erhalten. 

Nach sorgfiltigster Durchsicht des nun vorliegenden gesamten 
Beobachtungsmaterials sind wir auch jetzt noch der Ansicht, da 
unser Wert 3,72.101° nicht weit ab vom wahren Wert liegen muB, 
und wir méchten im folgenden die Griinde auseinandersetzen, welche 
dafiir sprechen, daB Geigers und Werners Wert (3,4.102°) zu 
niedrig ausgefallen ist. 


1) ZS. f. Phys. 21, 187—203, 1924. 
*) Proc. Roy. Soc. (A) 81, 141, 1908. 
3) Phil. Mag. (6) 28, 820, 1914. 

*) Wien. Ber. 127 [2a], 405, 1918, 


Hess und Lawson, Die Zahl der von Radium ausgesendeten a-Teilchen. 403 


§ 1. Bemerkungen iiber die von Geiger und Werner be- 
nutzten Praparate. Wegen der mit der Benutzung kurzlebiger 
radioaktiver Priparate (Ra C) verbundenen Schwierigkeiten entschieden 
sich Geiger und Werner dafiir, kleine kegelférmig gestaltete 
Emanationsbehilter mit Glimmerfenster zu verwenden, dhnlich wie 
sie friher in Rutherfords Laboratorium in Manchester in Anwendung 
kamen. Der Kegel selbst bestand aus Messing, war auf Hochglanz 
poliert (Volumen etwa 10 cmm) und war an seinem Scheitel mit 
einem feinen Platinréhrchen (Linge 5 bis 6mm, Durchmesser 0,1 mm) 
mittels Hartlots verbunden, an dessen anderem Ende das Glasréhrchen 
angeschmolzen wurde, welches zur Emanationsquelle fiihrte. Diese 
kleinen kegelférmigen Behalter wurden mit Radiumemanation und 
den iibrigen abgepumpten Gasen bei einigen Zentimetern Druck 
gefillt und dann das Glasréhrchen dicht an der Platinkapillare zu- 
geschmolzen. Das Volumen der letzteren war etwa 1 Proz. des 
Trichtervolumens und wurde als ,toter Raum“ in Rechnung gezogen. 

Uns erscheint die Benutzung derartiger Behialter bei Zihlversuchen 
anfechtbar aus folgendem Grunde: Wie wohl bekannt, enthalt Platin 
nicht unbetrachtliche Mengen okkludierter Gase, die durch Erhitzen 
teilweise sogar schon bei 100°C ausgetrieben werden kénnen. Beim 
Abkiihlen des Platins in einem gashaltigen Raum beginnt es wieder 
Gas zu okkludieren, zuerst rasch, dann immer langsamer im Verlaufe 
einiger Zeit. Bei den Geiger-Wernerschen Emanationsbehiltern 
wird nun die Platinkapillare wahrend des Abschmelzens notwendiger- 
weise erhitzt, und waihrend dieses Prozesses werden merkliche Mengen 
okkludierter Gase in den Kegel iibertreten, in dessen Innern 
ja auch kleiner Druck herrscht. Wahrend des Abkiihlens wird dann 
das Platinréhrchen Gas aus dem Kegelraum wieder okkludieren, und 
so wird etwas Emanation aus dem Kegelraum verschwinden. Man 
braucht nur anzunehmen, da8 etwa 0,05cmm des Gasgemisches (bei 
normalem Druck und normaler Temperatur) in dieser Weise ver- 
schwinden, um die Diskrepanz von 10 Proz. zwischen unseren und 
Geigers und Werners Zahlungen zu erklaren: denn die okkludierte 
Emanation wiirde wohl (wenigstens zum gréSten Teil) bei Bestimmung 
der Emanationsmenge nach der y-Strahlmethode wirksam sein, wahrend 
sie bei den Zahlungen ganzlich unwirksam ist. Es mag wohl sein, 
daB dieser Effekt kleiner ist als 10 Proz. Aber jedenfalls wird eine 
nicht unbetrichtliche Emanationsmenge auf diese Weise fiir die 
Zahlung verloren gehen, und man miiSte erwarten, dab der okkludierte 
Bruchteil mittels der y-Strahlmethode leicht nachgewiesen werden 


k6énnte. 
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Soweit in Geigers und Werners Arbeit laingere Beobachtungs- 
reihen erwihnt sind, haben wir auch das folgende graphische Ver- 
fahren angewendet: Wir zeichneten als Ordinaten die Zahl Z der 
a-Teilchen pro Gramm Radium und pro Sekunde, als Abszisse die 
von den Autoren angegebene Starke des Praparates in Millicuries. 
Die mittlere Kurve, die sich so fiir die RaC-Bestimmungen mittels 
der Priparate K und O (nach Geigers und Werners Bezeichnung) 
ergibt, best&tigt die Anschauung, da auBer dem normalen radio- 
aktiven Zerfall noch etwa 1 Proz. der Emanation (mit den anderen 
Gasen) pro Tag verschwand, d.h. fiir die Zahlung unwirksam wurde. 
Auch die Ra-Emanationsbestimmungen mit den Praparaten O und 
L nach Geiger und Werner lassen eine Verminderung der 
Emanationsmenge mit der Zeit, wenn auch weniger deutlich, erkennen. 
Das iibrige Zahlenmaterial reicht fiir die graphische Untersuchung 
dieser Art nicht aus. Man kénnte natiirlich auch annehmen, da das 
Glimmerfenster nicht vollstandig gasdicht war, aber nach dem Mit- 
geteilten ist es wohl wahrscheinlicher, daB das Verschwinden der 
Emanation durch langsam fortschreitende Okklusion im Platin bewirkt 
wurde. Angesichts dieses Resultats erscheint es durchaus méglich, 
daB bei der anfanglichen Abkihlung des Platinréhrchens mehrere 
Prozent der vorhandenen Emanationsmenge durch Okklusion ver- 
schwanden (vgl. den vorherigen Abschnitt). 


Eg ist sehr schade, daS Geiger und Werner das Radium- 
aquivalent ihrer Praparate im allgemeinen nur je einmal bestimmten 
und die bei spaiteren Versuchen anwesende Emanationsmenge nur 
nach der Zerfallskurve der Emanation berechneten. Bei wiederholter 
experimenteller Bestimmung wire im Sinne unserer Ausfiihrungen 
exakte Nachpriifung aller Versuche méglich gewesen. 


Ks ist von Interesse, darauf hinzuweisen, daB Geigers und 
Werners Resultat mit (RaEm— Ra A— RaC) als Strahlungsquelle 
(3,391 .101°) um ungefahr 1,6 Proz. héher ist wie das mit RaC allein 
als Strahlungsquelle (3,336.101°). Wiahrend die Emanation im ganzen 
Volumen des Trichterchens verteilt ist (bei niedrigem Druck), wird 
der aktive Beschlag (RaA, RaB, RaC) durch den Riicksto8 beim 
Atomzerfall in die Wande des Behilters hineingehammert in Tiefen, 
die von Null bis zur doppelten Reichweite der RiickstoBatome Ra A 
und RaB im Wandmaterial variieren. Leichte Zerstreuungs- und Ab- 
sorptionseffekte sind hierbei unvermeidlich, und wir glauben, daB die 
Korrektur hierfiir eher 2 Proz. betragen wird als 1 Proz., wie Geiger 
und Werner vorschlagen. 
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§2. Bemerkungen iiber die Szintillationsschirme. Geiger 
und Werner haben bei der Bereitung des Zinksulfids fiir ihre Schirme 
groBe Sorgfalt beobachtet. Sie fanden bei Priifung von einzelnen 
Kristallechen, da8 unter 600 ungefiihr 590 auf «-Strahlen reagierten. 
Bei Beriicksichtigung der GréSe der unempfindlichen Kristalle finden 
sie, daB ungefahr 99,6 Proz. ihres Zinksulfids auf «-Teilchen reagieren. 

Diese individuelle Priifung der Kristalle ist aber offenbar mit 
trockenem Zinksulfid ohne Bindemittel gemacht worden, und es ist 
sehr fraglich, ob sie dieselbe fast ausnahmslose Empfindlichkeit der 
Kinzelkristalle gefunden hatten, wenn sie dieselben nach Anfeuchtung 
mit Ricinus- oder Terpentinédl (dem von ihnen gewahlten Binde- 
mittel) untersucht hitten. Es ist ja eine in der technischen Bereitung 
radioaktiver Leuchtmassen wohlbekannte Tatsache, da alle Binde- 
mittel, auch wasserfreie Lacke oder Ole, eine starke Reduktion der 
Flachenhelligkeit auf 30 Proz., ja selbst auf 20 Proz. der Leuchtkraft 
des reinen Pulvers hervorbringen, sogar dann, wenn nur minimale 
Mengen des Bindemittels verwendet werden. Und dies riihrt sicher 
nicht so sehr von einer Reduktion der Helligkeit jeder einzelnen 
Szintillation her, als vielmehr von einer Verringerung der Gesamt- 
zahl der wirksamen Treffer von «-Strahlen auf die Kristallchen. 

Daher ist es, obschon Geiger und Werner eine Schitzung der 
nicht von Zinksulfid bedeckten, also wirksamen Schirmflaiche geben, 
sehr zweifelhaft, ob sie berechtigt waren anzunehmen, dah die 
Szintillationsfahigkeit ihrer Schirme fast 100 Proz. betrug. Bisher 
hat man Schirme mit einer Szintillationsfahigkeit von 90 Proz. schon 
als annaihernd optimal betrachtet. 


§ 3. Bemerkungen zur Zihlmethode. Geiger und Werner 
haben eine eigenartige Methode zur Ermittlung der wahren Zahl der 
Szintillationen aus den Beobachtungen ersonnen, welche sehr geist- 
reich ist, aber jedenfalls zur Kritik AnlaB gibt. 

Die Beobachtungen wurden in der Weise ausgefiihrt, daB gleich- 
zeitig von zwei Beobachtern die Szintillationen auf der Vorder- und 
Riickseite des Schirmes gezihlt wurden. Es wird die vollkommen 
' berechtigte Annahme gemacht, daS der erste Beobachter nur einen 
Bruchteil 4, der wirklichen Zahl N, der zweite Beobachter einen 
anderen Bruchteil 4, der wahren Zahl N wirklich sieht und zablt. 
Die von den Beobachtern gezihlten Szintillationen sind daher 


Noa ge und Weomasdge Me 
Im Mittel werden nun diese Faktoren 4,, A, fiir jeden einzelnen 
Beobachter ziemlich konstant sein, aber es ist ebenso sicher, daS 
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fiir jeden Beobachter das 4 von Tag zu Tag nicht unerheblich 
variieren wird. 

Eine noch gréBere Unsicherheit involviert die von Geiger und 
Werner gewiahlte Methode zur Ableitung der wahren Zahl N der 
Szintillationen aus den beobachteten (kleineren) Zahlen N, und Ng 
(l.c., 8.195); sie sagen: wenn die Zahl der von beiden Beobachtern 
gleichzeitig (innerhalb derselben Zeitspanne) registrierten Teilchen C 
genannt wird, so ist 


C=41,.N,=4,4,-N und ebenso CO A, Ng = Ay 


Aus den Registrierstreifen wird also die Zahl der Koinzidenzen ent- 
nommen (C) und dann die wahre Zahl der Szintillationen aus der 
Gleichung NV = N,.N,/C berechnet. 


Theoretisch ist dies gerechtfertigt, wenn alle Szintillationen von 
gleicher Intensitat sind und wenn die doppelte (d. h. von zwei Beob- 
achtern simultan ausgefiihrte) Registrierung wirklich momentan, 
d. h. im Moment des Eintreffens jedes einzelnen Teilchens erfolgte. 
Dies ist aber in der Wirklichkeit unméglich: Die genannten Autoren 
registrierten die Teilchen mittels zweier elektrischer Kontaktschliissel 
auf einer Registriertrommel, wahrend ein dritter Hebel die Zeitmarken 
automatisch aufzeichnete. Die Zeit zwischen dem Eintreffen jedes 
einzelnen Teilchens und dem Moment der Registrierung wird von 
der ,persénlichen Gleichung* jedes Beobachters abhingen, aber auch 
fiir jeden einzelnen Beobachter durch verschiedene Einfliisse, z. B. 
Ermiidung, zu groBe Zahl der zufallig rascher aufeinanderfolgenden 
Teilchen usw., in recht weiten Grenzen verschieden ausfallen kénnen. 
Auch werden sich die Beobachter verschieden verhalten, wenn zufallig 
zwei oder mehr Teilchen nahezu gleichzeitig am Schirme eintreffen. 
Wir wissen nicht, ob die Betiatigung der Registrierhebel bei den 
genannten Autoren mit irgend einem Geriusch verbunden war: Aber 
von unseren Vorversuchen in den Jahren 1916/17 wissen wir, da8 
jeder Beobachter unbewu8t beeinflu8t wird durch das Gerausch, das 
bei jeder Bet&tigung des Hebels des anderen Beobachters entsteht, 
und aus diesem Grunde haben wir bei unseren Simultanzahlungen die 
chronographische Registrierung bald verlassen und vorgezogen, still, 
jeder fiir sich zu zahlen, waihrend eine dritte Person die Zeitmarken 
markierte und nach jeder Halbminute die Zahlen aufschrieb. 


Aus dem Gesagten geht klar hervor, da8 man bei der Beurteilung 
der Koinzidenzen einen gewissen Spielraum zwischen den Marken 
der beiden Beobachter als noch zulissig anerkennen muf. Fast 
unbewuBt wird man also dazu neigen, Marken, welche nahezu iiber- 
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einander liegen, als zeitlich koinzident (zum selben Teilchen gehérig) 
zu betrachten. Es wird also eine Tendenz bestehen, die Zahl ( der 
Koinzidenzen zu iiberschitzen, und dies wird entsprechend der oben 
angefiihrten Formel zu einer Verkleinerung der Zahl N der Teilchen 
selbst fiihren. 


Dieser Effekt muS um so deutlicher hervortreten, je gréBer die 
Zahl der Szintillationen pro Minute ist. Jedenfalls wird er bei einer 
minutlichen Teilchenzahl von 40 in den Versuchen von Geiger und 
Werner schon eine Rolle spielen. 


Wie schon erwahnt, mu8 man erwarten, daS der Faktor 4 bei 
jedem Beobachter sich zeitlich andert, und zwar nicht notwendiger- 
weise immer im gleichen Sinne. Angesichts dieser Tatsache ist es 
etwas tiberraschend, da die genannten Autoren (l.c., S.196) die Werte 
dieses Faktors fiir drei Beobachter auf drei Dezimalen angeben (0,884, 
0,904, 0,917). Diese Zahlen wurden aus der Gesamtzahl der Szin- 
tillationen abgeleitet, die von jedem der drei Beobachter, paarweise 
arbeitend, in allen drei Kombinationen gezdhlt worden waren. Fiir 
die Beurteilung der zu erwartenden Genauigkeit bei der Bestimmung 
von N ware es wichtiger gewesen, wenn man in der Publikation 
hatte ersehen kénnen, wie jedes einzelne 4 jedes Beobachters von 
Beobachtungsreihe zu Beobachtungsreihe sich verhalt. Nachdem solche 
Anderungen notwendigerweise zu erwarten sind, glauben wir, daB die 
Heranziehung des dritten Beobachters (und die damit verbundene 
Einfiihrung eines dritten 4) die Genauigkeit des Endresultats eher 
beeintrachtigt hat, d.b. sie ware gréBer gewesen, wenn die gesamten 
Szintillationen (etwa 30000) von nur zwei Beobachtern registriert 
worden waren. 


§4. Allgemeine Bemerkungen. Geiger und Werner 
(I. ¢., S. 202) bemerken zur Erklérung der Unstimmigkeit zwischen 
ihrem und unserem Endresultat: ,,Vielleicht hat die ungentigende 
Schirfe der Elektrometerausschlige!) dazu gefiihrt, daB kleine durch 
sekundire Einfliisse hervorgerufene Schwankungen als Strablen mit- 
gezihlt wurden‘. Wir miissen diese Vermutung als vollkommen 
unzutreffend entschieden zuriickweisen. 

Vor allem ist unser Endresultat nicht aus den photographischen 
Registrierungen, sondern aus zahlreichen subjektiven Zihlreihen ab- 
geleitet. Bei diesen war die mittlere GriBe jedes durch ein «-Teilchen 
bewirkten Elektrometerausschlages 10 Skalenteile. Stée von anderer 


1) Vgl. die Photographie in Wien. Ber. 127 [2a], 463, 1918. 
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GroéBe kamen iiberhaupt nicht vor, abgesehen von gelegentlichen 
kleinen Schwingungen des Elektrometerfadens, welche vom Voriiber- 
fahren von Lastwagen und dgl. herriihrten und niemals gréSer als 
0,5 Skalenteile waren. Wir haben bei den von uns gewahlten 
Versuchsbedingungen die photographische Methode weniger zuverlassig 
befunden als die subjektive Zahlung und sie daher bei den defini- 
tiven Versuchen ganz verlassen 

Dennoch glauben wir, daS bei Benutzung eines EKinfaden- 
instruments von sehr kleiner Schwingungszeit die photographische 
Registrierung von etwa 40 Teilchen in der Minute in ganz tadelloser 
Weise durchfiihrbar ist. Leider hatten wir kein derartiges Elektro- 
meter zur Verfiigung. Das von uns benutzte Elster-Geitelsche 
Einfadenelektrometer war zu triage; der Faden bendtigte etwa 0,13 
bis 0,2 sec zur Erreichung des vollen Ausschlages und etwa 1sec 
zum Zuriickkehren in die Nullage. Dies machte die Beurteilung 
rasch aufeinanderfolgender a-Teilchen schwierig: Wenn diese in 
einem Intervall von weniger als 1/;sec in den Zahbler eintraten, 
wurden sie als Doppelausschlag registriert, aber wenn das zweite 
Teilchen eintraf, wabrend der. Faden gerade auf dem Riickwege zur 
Nullage war, wurde der ihm mitgeteilte Impuls teilweise aufgehoben 
durch die entgegenwirkende kinetische Energie des zuriickschwingenden 
Fadens. In solchen Momenten muSten die GréBen der photographisch 
registrierten StéBe verschieden ausfallen und manche «-Teilchen nur 
durch ganz kleine Ausbuchtungen auf dem bereits abgelenkten 
Fadenbild sich abbilden. Aber es ist vollkommen ungerechtfertigt, 
zu behaupten, daB solche Sté8e durch sekundare Ursachen hervor- 
gerufen gewesen seien. Sie brachten eben nur eine gewisse Un- 
sicherheit mit sich, und aus eben diesem Grunde wurde die photo- 
graphische Methode nicht fiir unsere definitiven Versuche verwendet. 

Angesichts des niedrigen Endwertes von Geiger und Werner 
ist es von Interesse, daran zu erinnern, da wir (l.c., 8S. 467—468) 
bei Benutzung der photographischen Methode denselben niedrigen 
Wert (3,4.101°) erhielten, wenn absichtlich alle (auch die Doppel- 
stéBe) Ausschlage als einfach gezihlt wurden. Wenn dann nach der 
Marsden- und Barrattschen Formel die Korrektur fiir die rasch 
aufeinanderfolgenden Teilchen eingefiihrt wurde, resultierte ein Wert, 
der mindestens 3,6.101 erreichte und wahrscheinlich nahe um 3,7.101° 
liegt. Dieser indirekt aus den photographischen Registrierungen 
von uns abgeleitete Wert ist in bester Ubereinstimmung mit dem 


aus den zahlreichen subjektiven Versuchsreihen sich ergebenden 
Endresultat (Z = 3,72.10°). 
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Eine der genauesten Methoden zur theoretischen Berechnung der 
Zahl Z ist die Vergleichung der gesamten kinetischen Energie der 
#-Teilchen und der RiickstoBatome des Radiums mit der aus Pri- 
zislonsmessungen bekannten Wirmeentwicklung des Radiums. Nimmt 
man den Geigerschen Wert fiir die Geschwindigkeit der «-Teilchen des 
Radiums und den Hessschen Wert fiir die Warmeentwicklung von 
Radium (ohne Zerfallsprodukte), so errechnet man fiir Z den W ert 3,83. 101°. 
Dieser Wert ist um 3 Proz. héher als unser experimentell direkt erhaltene 
Wert, aber um mehr als 10 Proz. griéfer als Geigers und Werners 
Zahl. Die genannten Autoren schlieBen aus ihren Messungen, daB 
»kaum mehr ein Zweifel bestehen kann, da bei der radioaktiven 
Umwandlung des Radiums auBer der kinetischen Energie des 
a-Teilchens und des RiickstoBatoms weitere Energie als Folge der im 
Atomkern vor sich gehenden Umlagerung in Freiheit gesetzt wird“. 
Nachdem nun zwischen Ra und RaD sechs solche Umwandlungen 
liegen, miiBte man folgerichtig erwarten, da 6.3 = 18 eal pro 
Stunde dieser frei gewordenen Binnenenergie zuzuschreiben waren, und 
dies waren etwa 13 Proz. der Gesamtwarmeentwicklung von (Ra, 
RaEm, RaA bis RaC). Dies ist wohl eine enorm hohe Ziffer, ins- 
besondere, wenn man bedenkt, daB die 6- und y-Strahlen von (Ra B) 
und (RaC) nur 3,4 bzw. 4,7 Proz. totaler Warmeentwicklung von 
Radium samt seinen kurzlebigen Zerfallsprodukten beitragen. 

Wir wollen hiermit die Méglichkeit des Freiwerdens solcher 
Binnenenergie beim radioaktiven Zerfall nicht leugnen, aber wir 
meinen, daf die zu erwartende GréBenordnung eines solchen Effekts 
viel eher mit unseren als mit Geigers und Werners Resultaten in 


Einklang zu bringen ist. 


Zusammenfassung. 


Nach gewissenhafter Priifung des gesamten vorliegenden Beob- 
achtungsmaterials vertreten wir auch jetzt noch die Ansicht, daB 
der von uns im Jahre 1918 veréffentlichte Wert fiir die Zahl der von 
1g Radium sekundlich ausgesendeten «-Teilchen (3,72.101°) sehr 
nahe dem richtigen Wert liegen muB, und wir setzen Griinde aus- 
einander, welche dafiir sprechen, dai der von Geiger und Werner 
kiirzlich mittels der Szintillationsmethode erhaltene Wert (3,4. 101°) 
zu niedrig ist: 

1. Es besteht die Méglichkeit, daB ein Bruchteil der Emanation 
durch anfangliche Okklusion im Platin nach dem Zuschmelzen und 
Wiederabkiihlen des Praparats fiir die Zihlung verloren geht. 
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2. Die Priifung der Szintillationsfahigkeit der einzelnen Zink- 
sulfidkristalle bietet keine Sicherheit, daB auch nach Vermischen mit 
einem Bindemittel diese Fahigkeit ungeandert erhalten bleibt. 

3. Das von Geiger und Werner benutzte Verfahren zur Er- 
mittlung der wahren Zahl der in einem Zeitintervall vorkommenden 
Szintillationen mittels Auszihlung der Koinzidenzen kann zur Unter- 
schatzung der wahren Zahl fiihren. 

Der von den genannten Autoren gegen unsere Arbeit erhobene 
Einwand wird nach eingehender Begriindung als gegenstandslos und 
nicht die definitiven Versuche betreffend zuriickgewiesen. 


Graz (Physikal. Institut d. Universitat) und Sheffield (Physikal. 
Institut d. Universitat), 2. April 1924. 
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